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P. Gorvay. Eine Kleinsche Bilinearform. 1 


Uber eine Kleinsche Bilinearform. 
(Ein Beitrag zur Auflésung der Gleichungen 6. Grades.) 
Von 


Paut Gorpan in Erlangen.*) 


Valentiner hat terniire Kollineationen 2, angegeben, welche den 
360 geraden Vertauschungen von sechs Elementen 


Ey &s, Es, E,, &, & 


entsprechen. 
Wiman gibt drei ternire Formen 


f(a*) = 30r5 ( "7 (a,° + 274° + 215") 
+ 3s(a,*x,? + x,*x,? + 7,£2,? + 2,22, + 2,225 + a,°2,*) + 12 r2,*2,°2;) , 
g(2"), v(x), 
welche bei den 2, sich nicht aindern. Hierbei bedeuten r,s die Zahlen 
4r=—V3+iVd; 4s——YV3—iVs. 


Aus ihnen lassen sich, wenn man die x durch w ersetzt und das 
Vorzeichen von i findert, drei weitere ternire Formen ableiten: 


f (u®) = 305° (- i (u,® + 4° + u,°) 
+ Br (ugtes? + cesta? + eaybesg® + uy2eug* + y?tug + Uy?uy*) + 12 su,2u,?us?) > 
pu), w(u™). 
*) Vergl. die erste Mitteilung des Verfassers in Bd. 61 dieser Annalen:  ,,Die 
partiellen Differentialgleichungen des Valentinerproblems* (1905); vergl. andererseits 
F. Klein: ,,Uber die Auflésung der allgemeinen Gleichungen fiinften und sechsten 


Grades“ (ebenda, sowie Bd. 129 des Journals fiir reine und angewandte Mathematik). 
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Die absoluten Kovarianten sind die Quotienten 


: v= af-*y, w= 6e,'f-*y, 
en 

Gerbaldi bildet sechs ternire quadratische Formen: 

K, = 27 + ja? +725’, 

K, = 2,2 + j?a,? + jay’, 

K, = r°* (a2 + 2," + 25°) + V3r (2,25 + 52, + 2,25), 

K, = r? (2,2 + 2,2 + 2,%) + V3r (1,23 — 23%, — 1, 2q), 

K, = 1° (a2 + 24" + 247) + V3r(— 2425 + 152, — 1,2), 

K, = r° (2,2 + 242+ 25%) + V3r(— 29%, — 15%, + 2,25), 


$ ist. 


wo j=— ; + V3 ist. 
Die Kuben K,* erleiden die 360 geraden Vertauschungen, wenn man 
die x den Valentiner-Kollineationen unterwirft. 


Die Quotienten 
n, = 30sf-*K,* 


sind die Wurzeln der Gerbaldischen Gleichung 
a® — 30sa° + 15(22s?+ Y3sv) 2 +5(—(808+77/3)+3)V3(8V3s+7)v)2° 
+ 2 (— (68 V3r + 208) — 6 V3 (16r— 3/3) 0 + 3(4V3r—1) 0°) a? 
+ 4 (72 Y3w — 170r — 207 V3 + 2Y3 (LOY Br + 127) v — 1208*v*) « 
+ 5iV5(2V3sv + 1)°=0. 
Klein hat die Aufgabe gestellt, ternire Formen anzugeben, deren 


Koeffizienten von den Wurzeln 


E,, Ea, Es» Sar Ss» &e 


einer allgemeinen Gleichung 6. Grades F abhiingen, welche invariant 
bleiben, wenn man gleichzeitig die § den 360 geraden Vertauschungen 
und die terniren Variablen den entsprechenden Valentiner-Kollineationen 
unterwirft. 

Wir nennen sie Kleinsche Formen. Die Kovarianten von Kleinschen 
Formen und die simultanen Kovarianten von Kleinschen Formen und 


io ¥, fF, @, 


sind Kleinsche Formen. 
Die Kleinschen Formen, welche nur £ enthalten, sind halbsymmetrische 
Funktionen dieser Wurzeln. 
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Ist 


q = UG + Ugde + M595 
eine Kleinsche Form, so sind 
F(q), (a), ¥(@) 
v(q) = «f-*(@)~@; wQ) = 6e*f-*@¥@ 
halbsymmetrische Funktionen der &. 
Die. Formel 
: 4, = 30sf-*(q) K,°(q) 
ist dann eine Tschirnhausensche Transformation, welche die allgemeine Glei- 


chung 6. Grades in die Gerbaldische Normalform iiberfiihrt. 
Ist 


Pz“, 
eine Kleinsche zerfallende Bilinearform, so sind die Uberschiebungen 


(ff, (p,U,)")g.¢ — f(q) f (p )y 
(OF, (Pet) )i2,12 = POF (P)*s 
(wf, (p,4,)™)s0,30 = (9) f (p)° 
halbsymmetrische Funktionen der &. Hieraus setzen sich die Parameter 
yom C (ff, (pu) ee (gf?, (p,t,)"*) 1s 195 
w= 6,°(f f ; (p,.4,)°)5 § (vf "> (p,U,)™)s0,30 
zusammen. 
Die Funktionen 


n, = 308(f K,°, (pu) oo (ff, v4) 5% 
liefern die Transformation in die Normalform. 
Ist #@ eine Kleinsche Bilinearform, A, ihre Determinante und @ die 
Wurzel der kubischen Gleichung | 
Ao seu, 
so ist die adjungierte Form von 


# + ou, . 
eine zerfallende Form. 


Die Hauptaufgabe besteht nun darin, eine Kleinsche Bilinearform auf- 
zustellen. Ihre Lésung bildet den Inhalt dieser Arbeit. Wir zeigen, dab 
die folgende Form ‘ 


2(34 5—6)*—(12 3—4)*—(12 5—6)?+(12 344-56) 
+ (34 54+-6)(34 14+.2—5—6)+(56 34.4)(56 1+2—3—4) 
_((345—6)(12 34+4—5—6)—(12 3—4)(56 142) 
+V5)_ 19 5_6)(34 142) 


(2u, 2, — Uy Ly— Ug Zy)- 


1* 














4 P. Gorvay. 
(56 1 + 2)(34 5 + 6) + (34 1+ 2)(56 3 + 4) 
+2(12 3—4)(12 5—6) 
+ (tly 2p — tly 5) - 5 (1+23445+46)(12 344—5-6) 
+V5)_ (12 3 — 4)(4 142) — 284 5 +6) 

— (12 5 —6)((6 1+ 2) — 266 3+ 4) 
—3(12 5—6)?4+3(12 3—4)*—(12 34-4)?+(12 546) 
+ (34 14+ 2—5—6) (84 5+ 6)—2 (84 142) 
—(56 142—8—4) ((66 344)—2(56 142) 
+3 V5 {—(123) (356) + (124)(4 6) + (125)(345) — (126) (346)} 
4(12 3—4)((12 34 4)—2(125+6)) 
+> (142344 546) (34 546)—4 84 142) 
—(34 5—6)((66 34+4)—2(56 1+2)) 
+3 V5((12 546)(66 34+4)—(384 5—6)(12 3—4)) 





+ (Uy y+ My Zy)- 


+ (Uy (Lg + Ly) +2, (Ug + Uy) - 


—4(12 5—6)((12 5+-6)—2(12 34-4) 

++ (142344546) (66 3 +4)—4 (56 142) 
— (34 5—6) (34 5+6)+ (34 1+2)) 

—3 V5((12 3+4)(34 546) + (84 5—6)(12 5—6)) 


+ (U, (%— 2s) +2, (Uy —Uy)) - 





e(1+234+4546)(12 3444546) 
+i V3 (1uy%j—r2,)-}— (12 3 — 4)(B4 1 + 2 — 24 5 + 6) 
+ (12 5—6)(66 1+ 2)—2(66 3 + 4)) 
+ V5 ((84 5—6) (56 1+ 2) — 34 1 + 2)(56 3 + 4) 
4(12 344) (56 14 2)—(12 5 +6) (56 3 + 4) 
— 3(34 5 —6)(12 3-4) 
+ (1+2 344 5+46)(345+6) 
— (34 5 +6) (66 34. 4)—2 66 142) 
—4(12 546)(34 14+2)+(12 344) (34 5 +6) 
—3(34 5—6)(12 5—6) 
1 . » 
1+23445+46)(56 344 
ppp let? 8445 +6)(66 844) 
|—(84 5—6) (84 5+6)—2 G4 142) 


+ ; V3 (tg + ty) ,— Uy (+2) " 
+ V5 


+ > V3 ( (tg — ty), — th, (7g—2)) 
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eine Kleinsche Bilinearform ist.*) Dabei wurden diese Abktirzungen ein- 
gefiihrt: 


1 & &, 
(uv)=|1 & §7), (+e uv) = (dur) + (our), 
}1 & &, 
1. Kapitel. 


Fundamentalsubstitutionen. 


Wir nennen die fiinf Substitutionen 


ao (ees , (1238456 Se ee 
—"\usesesr ™ oven 7 2138465)’ 


1“ pth eee J ‘deeper 
. 123564)’ > \345612 


die Fundamentalsubstitutionen der 360 geraden Vertauschungen von sechs 
Elementen. 
=,, 2, 2, haben die Periode 2, 2,, 2, die Periode 3. 2, hiingt 
mittels der Relation 
2; = 22,5," 
von den andern ab. 
Ihnen entsprechen nach Valentiner die Kollineationen: 


- , Ly Uy ¥: U, Ug Uy 
-_ = r _— , 
— 2X, Ly Xz — Uy Ug Us 
~ Ee Is Pi ‘ Uy i") 
-~= A — ? 
TZ, — Hy Lz Uy — Ug Us 


‘ H, Ly Xz U, Us Us 
2; = ; = ? ® 
XZ, Lz Xe Uy Us Uy 


y 1 


*) In der Aufstellung dieser Bilinearform liegt fiir die Aufliésung der Gleichungen 
6" Grades der Fortschritt, da®B man zur Transformation der Gleichung in die 
Gerbaldische Normalform als akzessorische Irrationalitit nur mehr eine Wurzel der 
kubischen Gleichung 


4 =0 


t+¢o Uy 
gebraucht, wihrend man nach der von Klein 1. c. gegebenen Darstellung hierfiir einen 
der neun Wendepunkte einer Kurve dritter Ordnung zu bestimmen hatte. Die Koef- 
fizienten dieser Gleichung dritten Grades sollen als halbsymmetrische Funktionen der 
Wurzeln der Gleichung sechsten Grades dargestellt werden. 








| 


—e eg 








6 
> (® Ty, oy * Uy ee 

— _ ? 
Ty Uz T, Uy Us Uy 


z,-( x, Ly— Xz are) _( Uy, Uy — Us ~~ 


is(a,—a,) —(a,+25) 2irz,) \—ir(u,—us) —(u,+u,) —2isu, 


P. Gorpay. 


Um zu beweisen, daB in den &, ein System von Fundamentalsubstitu- 
tionen enthalten ist, zeigen wir, daB ihre Kombinationen jede gerade Permu- 
tation P in die gut geordnete iiberfiihren. 


Beweis: 

Wir unterscheiden die Permutationen: 
P,=(1 2 3 & & 4%) 
Py=(1 2 i, & 4; %) is >3 
P, = (2 1 4, 4, i; 4%) 
P,=(3 4 i, 4, it; ig) 
P, = (3 i, tg i, is Gg) i, >4 
Py = (i ty ty ty t %) i, > 3; i, >2 


P, = (i; iy iy ig i, i). 5, <2, 5p >2 oder i, <2, i, >2 


=,” fihren P,, P;; 2: P,; 2,24: P:, P,; 2”: P,, P; in friihere Permu- 
tationen oder in die gut geordnete d. h. in die Permutation (123456) tiber. 
Infolgedessen lassen sich die geraden Vertauschungen der sechs Ele- 
mente als Kombinationen der Fundamentalsubstitutionen 2, darstellen. 
Von ihnen erwihnen wir diese: 


2,2, = 241, 
2,2;=2,2,, 22,2, = 22, 
ZIZZA= ZA, BADP=-Y, SBA5=— 23 
BH{IR-LY, ZLB—-D, 545-4. 
Aus ihnen lassen sich die folgenden ableiten: 
33-455, 54-255, 
3 (14+ 5) (1+ 5) — (1+ 3) 4+3) 3, 
2,2, = 22,23, 22 = 22H, 


22, = 221, yt = 272,23, 
22,2, = 24, 2,2, 2 = 222, 
232, = 2:23, 2,27 = 2,2;, 


*) Hierbei ist 5,(1-+2,) = 3, + 3, 3,. 











Eine Kleinsche Bilinearform. 7 
2,22, = ZXBA, ZABAAP= TAB, 
2,232, = Ti22, BAP = 224, 
%B2,- 22,5, SGZP=- 224, 
(1+ 2)1+2) 27 = 2701+ S|) (1+ 4), 
(1+ 2+ 2’) (1+ 2) (1+ 2) (1+ 25) 
“ 1+2)1+4)1+4)1+2,4+ 5), 
(2, — 2,') (1+ 2) (1+ 2) (1+ 2) 
= (1 +2,)+ =) (1 Si 2;) (2, —=/), 


2,2, = 22,2, 2,2," = 25725, 2325 = 2524; 
(A) 23237 = 272,23, 2232 = 2%;, 22,257 = 272); 
2,2; = =,*2,, 2,257 = 2523, 2, 2,2; = 272523, 


ZB, 2,27 = 222;, BABAR APA, BAF% = 22,4; 
232,25; = 272,23, 222? = 22,2, 
(1+.5,)(14+ 3) By = B14 514-3), 
(1+ F)(1+4)14+ 5) 14+ 54+, 
=(14+3,4+3,)(1+2) (1+ 4) (1+). 





2. Kapitel. 
Ein azygetisches System von Bilinearformen. 


Die Formen 
Po = Uy = Uy T, + Ugh, + Ute, 


2q, = 2,2, — Uy Zy — Ug Iz, 

29, = 5 — eo 

2p, = UyLy + UyZy, 

4g, = u, (2 +25) + 2, (Uy + U5), 

4g, = U(X — %y) + 2, (ty — tg), , 


2% 
Va Pe = Ug%y — UpZz, 


4i 4 : 

Vi Pz =, My (Lz + Ly) — X, (Uy + Ug), 
4i 
Vi Pg = U, (Ly — Ly) — 1, (Uy — Us) 
bilden ein azygetisches System. 


Schreibt man sie behufs leichterer Durchfiihrung der Substitution 2, 
in den 2%,, % — 2X3, Ly + X33 Uy, Ug—Uy, Uy + u,, 80 lauten sie: 








P. Gorpan. 





2 Gq = 2u, x, + (ly — Uy) (%y — Ly) + (My + Hy) (%y +25), 
de, = 4,2, — (ty — Us) (% — 25) — (Uy + Uy) (2p +25), 
Ap, = (tly — Us) (ay + 25) + (Uy + Uy) (% — 25), 

4qp, = — (Uy —ts) (1, — 2g) + (ty + Uy) (2 + 25), 

4p, = 4, (2, +25) + (ug +5) 2, 

4g, = u,(%,— 2%) + (u, — Us) 2, 

= Pe = (ty + Us) (Xp — Xz) — (Ug — tly) (4, + 2g), 

At 
v3 
a Pz = 4, (2%, — Xy) — (Uy — Uy) 2. 


Pz = Uy (Ly + Ly) — (tty + Uy) 1%, 


Die Valentiner-Kollineationen aindern g, nicht und unterwerfen die anderen 
g den Substitutionen 
Ni e Ps Ps Pr, Ws Ps Q; “ 
. 9; Pe Ps —%, — Ps Pe —P1 — Ps ; 
es e Pe Ps Ys Ps Ge P; a 
*  \G: 2 —%s —%s —% — Ps —% — 9!’ 
i - 9; Ps Po Ws Poe Py m 
PP, —P2 Ps PP, —Ps —%e P; —Ds F 
, ( —29, —29, 9s 2g 29; Ps —2q, — 29, 
2, = ’ 
Pi:—3 Pg Pit Po Ps—Ps Pst Pst Ps Ps—Ps—- Ps Pr—-Ps Pe+Pit+ Py Pe—P1—Ys 
—29q, 29, 293 —49, —49, —29, —4g, —49, 
4= Be, Voes+-9- 89.—V5q, 3V59,—9, 89,—Vie.)’ 
G,+3q5 ViGs+: Pi—Ps Pst V9Ms VG2+5 3Q.—-V5Q, 3V5,——, 3,—V 5g, 
Die 2,, 2, 2, sind evident, 2, folgt aus den Formeln: 


9, — 39, = UL, — 2X, + Uy Xs, 
Pi + Ps = U2, — Usd, 
2 ( — Qs) = U, 1, — Us, 


2 (Py + Pet Ps) = (My +) Ze + Uy (Xs + 2;), 
2 (Ps — Pa— Ps) = (Ug — My) Le + Uy (43 — 2), 


2% 

Vs (9; — Ps) = UL, — Usd, 

a 

— (Pet Prt Ps) = (Uy + Uy) Ly — Uy (%y +2), 
V3 

2% 


(Pe—Y;—Ps) = (tty — U,) Ly — My (1s — 2), 


v3 





WW 
i 
. 
. 
z, =| 
4 =| 
2; =| 
z= 
r= 
2; = 
Z i= 











s, 
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und 2, aus den Formeln: 


2 (gp, + 393) = 2u, 2, — 2 (uy — Uy) (%, — 2g) + (%y + Xe) (Uy + tts), 
—i(Viq,+9,) = Su, (x, +23) — 7X, (Uy + Us), 
2 (, — 9s) = 2u, x, — (ty + Us) (%y +2), 

as : (95+ Vig.) = 8°U; (Ly — 2s) + 7° (uy — Uy) a, 

i (V5 P. + Ps) = 1( Uy — Us) (% + 2) — $(Uy + Uy) (%y — Xs), 


- Ai (89,— V59,) = SU; (+23) + (Uy + Us) 2, 
yi (3V5q; — ps) = 8°, (1, — 2) -- 17(uy — Uy) 2, 
= 7 (39, = Vdq.) = 1 (Uy — Uy) (2g + 2g) + $ (Uy + tly) (1g — as). 


3. Kapitel. 
Kontragrediente Substitutionen. 

Unter Substitutionen, welche zu den Substitutionen der @ kontra- 
gredient sind, verstehen wir diejenigen Substitutionen der Koeffizienten ¢ in 
tp = by Pq + bP, + te Py + t5Ps + bMy + Ps + Me + Or + teMs 
welche die Eigenschaft haben, da bei gleichzeitiger Anwendung ent- 


sprechender Substitutionen der ¢ und @ der Ausdruck ¢@ sich nicht indert. 
Den & entsprechen dann die Substitutionen: 


2 & | & & & ’) 
—t & —t —t,/’ 


~ 


ty 


~ 
oe 
oe 
| 
Pn 


1 


ts & & © &° 6" O80 
- en ee ag): 
Se a a ee TL 
a=(; —t, ts t, —t, —t, t, _i) 
2t, —2t 2t, 2t, 2t, 2t, —3& 
a(t 3t.+t, 4—t, 2t+t,+¢, 24,—t,—t, t—t, 2t.+¢,+4, ie 
a. Oh 2t, —2t -24 —2, 

i 3t,—t, ttt, 2+4,—t, 24—t,+, t+t, 24—t,+4, ae 
2t, 4t, 2t, —4t, —2t, —4%, — —2¢, 
“(ise V5t,43t, 34,—-t, 4+3V5t, V5t,4+3t, t.-V5t, yoo Yi) 

n-(_** 2, —-44 —24, t, —4t, —4t, 
\t,—t, V5t,+3t, 34,44, V5t—3t, t.+3V5t, t,-V5t, ea aa *): 








oe eeEEEOEeEeEeEEeE——eEeEeEeEeEeEEe 


’ 





10 
Das Aggregat 
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tp = t,.9, +--- + Qs, 


ist nach Definition in bezug auf die X invariant; 2, und 2, bewirken 


unter andern 
mn (' P: + tyQe 
£9, + bQs 
—— se + 59s 
Ln 1D, + ty 9s 


Pst hOyt+tPs 6% +hG,+ a 
EPs th ttPs Pe t+ hG, + bes ’ 
Poth, UM thg, 1695+ 7 
EPe th, 9, + bP, 'P2 t+ Me 


Die Substitutionen der ¢ hiingen voneinander ab; sie lassen sich, wie wir 
zeigen wollen, aus dem folgenden System ableiten: 


1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 
8) 
9) 
10) 
11) 
12) 
13) 
14) 


(L) 
t = ~, t, bail 23, 


ts = 3,3t, — 3, t,, 

t, = 2, t, + = ts, 

_=- 2% — Zt, 
—3t, = 3,2t,+ Dt, 

t, = Zt, — =,'t,, 

t, =— 2,t, — Zt, 
p(t) =t, — 2,4, = 9, 
92(t) _ t, od 2, t = 0, 
9s(t) = t, — 24, = 9, 
g(t) =t, + Dt, + T2t—0, 
g(t) =t, + Bt, + 3,2, = 0, 
9.(t) = Vdt, — 2,*t, + 2, t,, 
o,(t) = 43, t, — V5t, — 3t,. 


Die Gleichungen 1) bis 7) driicken t,---t, durch t, aus. Die an- 
deren Gleichungen geben die notwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen fiir t,, damit tp eine Kleinsche Bilinearform ist. 


Beweis. , 


Wir unterscheiden drei Arten von Substitutionen: 


1) 2 ? 2; ? 23 ? 
2) ZY, 
3) 3. 





Zu 
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1. Art. 


a B®: 
Um die Ausdriicke 
2, t, ? 2, t,, 23 t, 


zu bestimmen, tragen wir fiir die ¢, ihre Werte aus den Formeln (L) 
ein und verwenden sodann die Formeln des 1. Kapitels. 


2. Art. 
=,’. 
Wir ergiinzen die Formeln 
t, + 2,4, + Zt, = 0, 
i= = ts — 2,5, tp = 2,4, — Zt, t = 2,f, — Zt, 
i =— 2,6 — =t,, te = 2,t, + 27, 


durch folgende, die sich aus ihnen ergeben: 


214 _ zt, _ t,, 2,7t, _ i 2,4, 
=,t, = 2,7ts + ts, 2,7 t, Sed ts + if, 
2,6, oe ts _ 2,7t5, =,*t, —_ =, ts ai ts, 

“4 _ 2,74 — t, 2, t = te — ~,,, 


2,t, = — 22, — &, Zt, = — t, — 2,b,. 
z,t, und 2, berechnet man aus 
H+ 2+ 274 =-0; = 2,t,— 2/4, 
2,t, und 2,°t, aus 
b= 2h+ 27h; t= 27t, — Ay, 
und 2,é, und 2,74, aus 


t, = Zit, —Z2ti te = — yt, — Dt. 


3. Art. 
x," , 
Fir 2, sind die Formeln bereits abgeleitet: 
t, + Bt, + 3,74, = 0, 
t, — 3,"t, —2,t,; — 3t,— 3,74, + 26, 
Vdt, = 3,4, -— Zt, 45,4, — V5t, + 34, 
—45,%t, = V5t, + 3¢,. 
Zunichst leiten wir aus der Formel 
4d, t, = V5t, + 3¢, 
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diese ab: 
—43,25,t, = V5t, + 3t, 
=— 45,°2,t, = — 45,74, 
und ergiinzen: 
Zt =t,— 24; 274 = 24-4, 
— 32,4 =—t+ 2,%t; —32,*t,— 24+6, 
V5S, =t,— 2,%t,, V5, = 254, —ts, 
42,%t, = V5Est, +323,4; 44 — V52%t, + 32,%, 
—4t, = V5 24,4324; —42,4 = V5 2,%t, + 32, *t,. 
2,t,, =,*t, berechnet man aus 
H+ Sth t+27,—0, t= 2,74, -— Sh, 
Z,*t,, Zt, aus 
— 34, = 5,74, + 2,4; V5t, — 3,74, — 36. 
=,t,, 2*t, aus 
V52,%t, = 251, — bs; V5, t, = t, — 2,*t,, 
2,t,, 2,*t, aus 
43,7t, = V5S,4,4+35,4; 44 = Y5,2t,4+ 35,24, 
2,4, 2,°t, aus 


— 44,= Vb5,4,4+ 35,4, —45,4, = V55,%t, + 35,%%. 


4. Kapitel. 


Zu den GréBen g kontragrediente Funktionen der Wurzeln § der 
Gleichung 6‘ Grades. 


Die Formeln (L) gelten fiir allgemeine GréBen ¢, die Aufgabe besteht 
aber nach Klein darin, Funktionen der & zu finden, welche den p kontra- 
gredient sind. Zu dem Ende leiten wir aus einer Funktion W, der & 
vermittels der Gleichungen 1) bis 7) des Systems (L) die GréBen W,--- W, 
ab, indem wir daselbst die ¢ durch W ersetzen. Die Aufgabe besteht 
dann darin, ein passendes W, zu bestimmen, daf alle Bedingungsglei- 
chungen in (L) erfiillt sind. Um zuniichst den Formeln (L, 8), 9), 10)) also 
W, = 2,( W,) = 2(W,) = =,(W,) m geniigen, fihren wir eine Hilfs- 
funktion w ein und setzen 


W,(w) =(1+2,)0+2)0+4) we, 
woraus nach Kapitel 1 die Formeln (L, 8), 9), 10)) unmittelbar fiir jedes i 








fo] 
di 


er 








Eine Kleinsche Bilinearform. 13 


folgen. Wir miissen dann noch w so als Funktion der — bestimmen, daB 
die Gleichungen 

9(W)=9, 9(W)=9, 9(W)=9, 9,(W)=0 
erfiillt sind. 


Es gibt unendlich viele solche Funktionen; um eine zu erhalten, ver- 
schaffen wir uns zunichst nur Partikularlésungen w von g,(W,(w)) = 0; 
diese versuchen wir dann derart linear zusammenzusetzen, daB auch die 
iibrigen Gleichungen erfiillt werden. Auf diese Weise kommen wir zu 
dem speziellen Werte 


w=£=2((123) (12 4—5)+(14+2 35) 846))—V65 (1 2 8)(14+243 56). 


Wir werden in den folgenden Kapiteln den Nachweis liefern, daB dann 
die letzten Gleichungen von (L), fiir welche wir der Kiirze wegen direkt 
9(€) schreiben wollen, auch noch erfiillt sind. 

Dann folgt, daB die Form 


W = W,(§) », + We(€) m, + Ws(E) os + Wa(8) a + W5(E) 95 + We(S) oe 
+ W,(S) p: + Ws(S) os 


eine Kleinsche Form ist. 


5. Kapitel. 
Durchfiihrung des Beweises. 
Wir beginnen mit dem Beweis, daB g,(£) = 0 ist. 
Die Determinanten (xAw) sind u. a. durch die Relationen verbunden. 
0 = (123) (456) — (124) (356) + (125) (346) — (126) (345) 
— (1+ 3,) (1+) (123) (456), 
0 = (345) — (346) + (356) — (456), 
(456) = (3 45 + 56 + 64) = (1+ 2, + 2,*) (356), 
2 (456) = (1+2 454 56 + 64) = (14+ 24+ 2%) (1+2 56), 
0 =(1+2 35) (346) + (142 36) (354) + (L4+2 34} (365), 
=(14+2,+ 2") (1+2 35) (346). 


Aus den Formeln 


(1 + 2, + B,3) (123) (124) — (123) (12 4+5 +6), 
(1+ 2, + 3,2) (123) (125) = (123) (12 445 +6), 
(14+ 5,+ 5,2) (142 35) (346) —0, 

(1+ 2, + 3,*) (123) (142 56) — 2(123) (456), 
(1+, + 3,2) (123) (356) — (123) (456) 
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folgen diese: 
0 = g,(123) (12 4—5) 
=9,(1+2 35) (346) 
= g,(123) (1+2 56) 
— 9,(123) (856) 
= 9,(8)- 
Wir haben also tatsiichlich € aus vier partikuliren Lésungen von g, = V0 
zusammengesetzt. 
Nun wollen wir uns mit g, beschiftigen. 
Aus den Formeln: 
(1+ 2) (1+ 2,) (123) (12 4—5) 
= 4(123) (124) — (12 3+ 4) (12 5+6) 
= (12 3+4)*—(12 3—4)?— (12 3+ 4) (12 5+6), 
(1+ 2,) (1+ 2,) (1+2 35) (346) 
=(1+2 3—4 5) (346) + (1+2 3—4 6) (345) 
=(1+2 34) (34 546) — 4(345) (346) 
= (34 5—6)? + (34 5+ 6) (84 14+2—5—6), 
(1+ 2) (1+ 2,) (123) (1+ 2 56) = 2(12 3—4) (1+2 56), 
(1 + 2) (1 + &,) (123) (356) — 2(123) (356) — 2(124) (456) 
= 2(12 344) (3—4 56) — 2(12 34 56) 
folgen diese Werte der W, und g,: 


W, (123) (12 4—5) 
= (12 344—5—6)* — (12 3—4)*— (12 5—6)* 
= (12 344—5—6)* — (3, + 3,5) (84 5-6)’, 

W,(1+2 35) (346) 
= 2(34 5—6)* + (34 5+6)(34 14+2—5—6) + (56 344)(56 14+2—3—4) 
= 2(34 5—6)?— 2,(12 344) (12 3+4—5—6) 

+ 3,7(12 5+6)(12 34+4—5—6), 

(B) W,(123) (1+ 2 56) 
= 2(12 3—4)(1+2 56) + 2(12 5—6)(1+2 34) 
= 225,7(34 5—6)(3+4 12) + 22,(56 3—4) (5+6 12), 


W, (128) (356) 
= 2(12 3+4—5—6) (56 3—4); 








— ff. > ee 
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g,(123)(124—5)= (14+2,4+2,")((12 34+4—5—6)?—284 5—6)), 

9,(1+2 35) (346) =— (14+ 25, + 4,7) ((12 34+4—5—6)? — 24 5—6)), 

g,(123)(1+2 56)— 2(14+2,+ 2%,%)(12 34+4—5—6) (34 5—6), 

93 (123) (356) =—2(1+5,+ 2,") (12 34+4—5—6) (34 5-6). 
Setzt man 


(128) (12 4—5) + (142 35) (346) =p, 
(123) (1+2+3 56)—>p,, 


so wird E 
[= 2p, , = Vip, 
0 = 95(P1) = 9s(P2) = 95(8)- 

Schwerer ist es, die Werte von g, und g, zu bestimmen. Um sie zu 
gewinnen, benutzen wir die in den folgenden Kapiteln berechneten Werte 
der W,p, und W,p,: 

W,p, = 2(34 5—6)?—(12 3—4)?—(12 5—6)? + (12 34+-4—5—6)? 
+ (34 5+6) (84 1+2—5—6)'+ (56 3+4) (56 14+2—3—4), 
— (12 3+4—5—6) (34 5—6) 
+ (12 3—4)(1+2 56) + (12 5—6) (142 34), 
W.p, = 3 {(341+2)(56 34+4)+(56 142)(34 54+6)+2(12 3—4) (12 5-6), 
;— (12 34+4-—5—6) (1+2 3+4 5+4+6) 
+ 2(12 3—4) (84 1+ 2) — 284 546) 
+ 2(12 5—6) (56 1+ 2) — 266 3+ 4), 


Wis —2 | 


W,p, = 





3(12 3—4)* — 3(12 5—6)*— (12 34.4)* + (12 5+6)? 

+ (34 142—5—6) (84 546) — 24 142) 

— (66 14+2—3—4) (66 34+4)— 266 142), . 

3(12 3--4)? — 8(12 5—6)* — (12 34.4)* + (12 546) 

— | (142 34)(142 3-4 546) + 5 (142 56)(14+2 5—6 344) 
—(14+2 35—46)(1+2 36—45), 


W3p~, = 





— (34 5—6) (12 34+4+5+6) 

— (12 3—4) (66 1+ 2) — 2(66 3+4)) 

+ (12 5—6) (84 142) — 24 5+ 6) 

=6 {(123) (356) — (124) (456) — (125) (345) + (126) (346)}, 


W,p, = 2 











Wp, 


W, De 


WsP, 


W3Ps 


Wer, 


WD, 


Wir, 


WP, 
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4(12 3—4) (12 344) — 202 546) 
++ (142 344 546) (84 546) — 44 142) 
— (34 5—6) (66 3+ 4) — 266 142) 
4(12 3—4) (12 344) — 202 5+6)) 
— 5 (142 34)(14+2 344 54+6)— } (142 56)(14+2 34 56) 








—(1+2 35)(1+2 36) +(1+2 45) (142 46), 


=6 {(12 3—4) 34 5—6)—(12 5+6) (56 344)}, 


— 4(12 5—6) (12 54+6) — 212 3+4)) 

+ (142 344 546) (66 344) — 466 142) 

— (34 5—6) (84 5+ 6) — 264 142) 

— 4(12 5—6) (2 5+6) — 212 34-4) 

— $(14+2 56)(14+2 344 546)— (142 34)(142 3-4 56) 
+ (142 35) (1+2 45) —(1+2 36) (1+2 46), 

(12 5—6) @4 5—6) + (12 34.4) B4 546), 





4 (12 3444546) (142 344 546) 
— (12 3—4) (84 14+ 2) — 284 5+6) 
+ (12 5—6) (66 142) — 266 3+4)) 
= (12 3444546) (142 344 5+6) 


+ (12 83—4) (14+2 34) —(12 3—4) (142 3—4 546) 
— (12 5—6) (142 56) — (12 5—6) (1+2 344 5—6), 











=2 ((34 142) (56 34-4) — (34 546) (56 142) 


(1+2 34) (142 344 5—6)+(1+2 56) (1+2 3—4 5+6), 
4 (12 344)(14+2 56)—3(12 3—4)(34 5—6)—(12 54+-6)(56 3+4) 


4(12 344)(14+2 56)+— (12 3—4) (142 3—4 5-6) 


—(12 546) (142 56)— 5 (12 546) (142 344 5-6), 


— — (345+46)(14+2 344 5+6)+4+2(34 5—6)((66 3+-4)—2(56 142)) 
—(14+2 34) (1+2 344 546)+(1+2 56) (142 3—4 5-6) 
4+2(1+42 35) (142 36)—2(1+2 45) (142 46), 





f 
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W,p, = — 4 (12 5+6)(1+2 34)-+(12 344)(34 546)—3(34 5—6)(12 5—6) 
—4(12 546) (14+2 34) + 5 (12 5—6) (1+2 3—4 5-6) 


+ (12 344)(142 34)—— (12 844) (1423-4546), 


Wp, = — (56 3+44)(1+2 344 5+6)+2(34 5—6) (384 546)—2(34 1+42)) 
— (1+2 56)(1+2 3+4 546) + (1+2 34)(1+2 3—4 5—6) 
— 2(1+2 35) (1+2 45) + 2(14+2 36) (1+2 46). 
Zwischen diesen W,p, bestehen u. a. die Relationen 
22,°W py, — 22,W,p, + 5Wap, = 0, 
2W,p, + =’ W.p, — = Wer, = 9, 
82, Wp, — 6 Wp, + 5Wyp, = 0, 
42, W,p, — 3W,p, + 2W,p, = 9, 


aus denen die Formeln 


96(§) = 9,(§) = 9 


folgen. 
6. Kapitel. 
Berechnung der W,p,. 
Aus lita 


W, (123) (12 4—5) Cfr. Kapitel 4, Anfang. 
= (12 34+4—5-—6)*— (12 3—4)* — (12 5-6) 
= (12 344—5—6)*— (3, + 3%) (34 5—6), 
W,(1+2 35) (346) 
— 2(34 5—6)*+ (34 546)(34 14+2—5—6)+(56 344)(56 1+ 2—3—4) 
= 2(34 5—6)*—B, (12 34-4)(12 344—5—6) + 3,3(12 5+6)(12 3445-6) 
folgen fir W,p, die Werte 
Wir, " 
(12 3+4—5—6)*— (12 3—4)*— (12 5—6)? + 2(34 5—6) 
~ |4+(84 546) (34 142—5—6) + (56 344) (66 14+2—3—4) 
2(34 5—6)*—(3, + 3) (34 5—6)*+ (12 3+4—5-—6) 
" (" 3, (12 344) (12 34+4—5—6)+ 3°12 546) (12 34+4—5-6). 


2) W.p,  Cfr. Formeln (A) in Kapitel 1. 
(2,—,?)(123)(124) = (123)(12 5—6), 
(1—2,)(2,—2,*)(123)(124) = = 2(123)(12 5—6), 


Mathematische Annalen. LXVIII. 2 
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(1+2,)(1—2,)(2,—2Z,2)(123)(124) = 2(12 3—4) (12 5—6), 
W,(123)(124)=—  4(12 3—4) (12 5—6), 
(X,—Z,7)(123)(125) = (123) (12 6—4), 
(1—2,)(2,—Z,")(123)(125) = — (123) (12 5-6), 
(1+ 2,)(1—2,)(2,—Z,°)(123)(125) = — (12 3 — 4) (12 5—6), 
W, (123) (125) = — 2(12 3— 4) (12 5—6), 
2,(1+ 2 35) (346) = — (1+ 2 36) (345), 
(1—2,) 2, (1+ 2 35) (346) = — (142 36)(345) + (14+ 2 35)(346) 
= (1+2 34)(356), 
2,7(1+2 35) (346) =— (1+2 34) (356), 
(1—2,)2,7(1 +2 35) (346) = — 2(1 + 2 34) (356), 
(1—3,)(2,—2,7)(1+2 85) (346) = 3(1 +2 34) (356), 
(14.2,)(1—3,.Z,—Z(1+2 35)(346)— -3(1 + 2 84) (344 56), 
W,(1+ 2 35) (346)= 3(1+2 34)(38+4 56) 
+3(1+2 56)(56 3+4) Cfr. Form.(A), 
Wp, =3 { (34 14+2)(56 34+4)+(56 14+2)(34 546)+2(12 3—4)(12 5—6)}, 





3) Wsp,- 
Ww (2— 2, — 3,")(84 5—6*? — 12 3+ 4 (12 54 6) 
Pi) 4 (1 — 3) (12 34-4)! + (1— 3,4) (12 5 +6), 


Wap, = (2,* — 25), 

3(3,?— 3) (G4 5—6) — (12 344) 12 546) 
ug git 344)? + (1+ 5,2—23,) (12 546) 
3(12 3—4)? — 3(12 5 — 6)? — (12 34.4)? + (12 546) 

— 3(1+2 56)(3+4 56) +3(5+6 34)(1+2 34) 
+2(14+2 56)?—2(1+4+2 34)? — (34 546)? + (56 344)? 





Zur Umformung benutzen wir die Formeln 
(34 546) —(14+2 34)— 2 (142 3-4 5+6), 


(56 344) =(1+2 56)— + (1+2 5—6 344), 


(34 5-6) =— (142 3—4 5-6). 
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4) Wyp,, Wsp,. 
Wp, = (2,+ 22)p,, Wp, = (22 —2,)p,- 
Wir fiihren die Bezeichnung ein 
1, = (123)* + (124)? — (125)* — (126)? — 4(123) (124) + 4(125) (126), 


1, | (+2 34) (1+2 3-4 546) + (1+2 56) (142 5-6 344) 
*  |— 2(14+2 85—46) (1+2 36—45) 


und erhalten 
, 1 
Wp, = 21, + 2 ly, 
los 
Wp, = 2(2,4+ 2), + 3 (+ 2 ly, 


Wop, = 2(22— 2), + ; (27—2)h, 
Z,1, = (123)? — (124)* + (125)* — (126)* 
— 4123) (125) + 4 (124) (126), 
5,1, = (128)* — (124)* — (125)* + (126)? 
— 4(123) (126) + 4 (124) (125), 
(2, + 3,)1l, =2(12 3—4)[(12 344) —2(12 54+6)], 
(22 —2,)1, = — 2(12 5—6) (12 546) — 2112 3+4)), 
—(1+4+2 35)(1+2 3—5 446) 
+ (142 46)(1+2 4—6 345) 
—2(1+4+2 36+ 45)(1+2 34—56), 


2, ls _ 





j-a+3 36)(1+2 3—6 445) 
DZh = + (1+2 45)(1+2 4—5 346) 
—2(1+2 34+456)(1+2 35 +46), 


—3(1+2 34)(1+2 344 5+6) 
(2,+ 2) 1, = Roe 56)(1+2 3—4 5—6) 
— 2(1+2 35)(1+2 36) + 2(1+2 45)(14+2 46), 
—3(1+2 56)(1+2 3+4 546) 
—(1+2 34)(1+2 3—4 5—6) 
+2(1+2 35)(1+2 45) — 2(1+2 36)(1+2 46) 


(2; a 2,) l, _ 





(vgl. Kapitel 5 die Werte von W,p, und W, p,). 
Q* 
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5) Wop, - 

; — 3 Wp, = 2,7 Wp, + 2, Wsp,, 
jaar? 344 5+6)((12 34+ 4)—4(12 546) 

2’ Wii = | (12 3—4) (84 142) 284 5+6)) 
on 5—6)((56 1+ 2)— 266 344), 
+(14+2 344 546)((12 546) —4(12 344) 

=; Wei = | 4 4(12 3—4)((84 14+2)—2(84 5 +6) 

+ (12 5—6)(66 142) —2(56 3+4), 

+ (1+2 344 54+6)(12 3444546) Cfr. Kap. 4, SchluB. 


Wer: = )_ (12 3—4)((84 142) 24 5+6) 
+ (12 5—6)(66 14+2)— 266 344). 


6) W.p,, Wsp,- 
(2,— 2) Wop. = Win, — (2, + 27) Wer, = Wer, 
= (12 34445+46)(142 3+5 644) 
2 Wei = \ 4 (12 83—5)((1 +2 35)— (1 +2 8—5 64+4)) 
as 6—4)((1+2 64)—(+2 6—4 3+5)), 
+ (12 84445+46)(14+2 346 445) 


2) Wor = } 4 (12 3—6)((14+2 36) —(14+2 3-6 445) 
as 4—5)(1+2 45)—(1+2 4—5 346), 





2 Wp, = 2(2,— 2°) Wer, 

2(1+2 56)(3(12 3+4+4)— 12 5+6)) 

+(1+4+2 35)(3(12 3—4) -- (125) — 3 (126) 
=— {+ (142 36)(— 3(12 3—4) + 3(125) + (126)) 

+(1+2 45)(—3(12 3—4) — (125) — 3126) 

+(1+2 46)(3(12 3—4) + 3125) + (126)) 

, 8(12 3—4)(14-2 83—4 5—6) 

| +6(14+2 56)(12 344) —2(1+4+2 56)(12 546) 

— /— (12 546)(14+2 344 5—6) 

— 2(126)(1+2 35) + 2(125)(1+2 36) 

\— 2 (126) (1+ 2°45) + 2(125)(1+4+2 46) 





| 
| 
| 














Eine Kleinsche Bilinearform. 91 


3(12 3—4)(14+2 3—4 5—6) + 6(142 56)(12 34-4) 
= |—2(1+4+2 56)(12 546) — (12 54+6)(1+2 344 5-6) 
— 2(126)(1+2 344 5) + 2(125)(14+2 344 6) 


2 Wap, = — 2(2,+ 2,°) Wop, 
2(14+2 34)(3(2 546) —12 344) 
+ (142 35) (123) + 3(124) — 3”12 5—6)) 
—— !4 (142 36)((123) + 3124) + 302 5—6)) 
+ (142 45)(— 3123) — (124) + 32 5—6) 
+(1+2 46)(— 3 (123) — (124) — 312 5-6) 
—3(12 5—6)(1+2 3—4 5-6) 
+ 6(12 5+6)(1+2 34) —2(12 3+44)(14+2 34) 
=— }+(12 3+4)(14+2 3—4 5+ 6) 
4+2(14+2 35) (124) + 2(1+4 2 36) (124) 
—2(1+2 45) (123)— 2(1+2 46) (123) 
j-32 5—6)(14+2 3-4 5—6)+6(12 54+6)(1+2 34) 
= — |—2(12 34+4)(14+2 34) + (12 344)(1+2 3—4 546) 
4+2(14+2 3 546)(124)—2(14+2 4 546)(123). 





7. Kapitel. 
Berechnung der W,p,. 
1) W,p,. Cfr. Kap. 4, Formel (B) 
W, (123) (1+2 56) 
—2(12 3—4)(14+2 56) + 2(12 5—6)(1+2 34) 
— 25,°(34 5—6)(34+4 12)+23,(56 3—4)(5+6 12) 
W, (123) (356) * fr. Kap. 4, 
= — 2(12 344—5—6)(34 5-6) 
folgen fiir W,p, die Werte: 


Aus 


W,Ps 
me 5—6)(12 34+4—5-—6) 
~ “ |+4 (12 3—4)(14+2 56) + (12 5—6)(142 34) 
; cs 5—6)(12 3+4—5—6) 
~ “(+ 3,2(34 5—6)(3+4 12) + 3,(56 3—4)(5+6 12) 








EN eee 
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2) Wyps. Cfr. Kap. 1, (A). 
(2, — 2,7) (123) (1 +2 56) = — (123)(14+2 4 5+6), 
(1 — 2,) (2, — &,) (123) (1+ 2 56) = — 2(123)(1+2 4 5+6), 
(14+3,)(1—3) 2,— 2,2) (128)(142 56) 
= — 2(123)(1+2 4 546) — 2(124)(1+2 3 5+6) 
= — (12 3+4)(1+2 3+4 546) + (12 3—4)(1+2 3—4 5+6) 
= — (12 3+4)(1+2 3+4 5+6) + 2(12 3—4)(34 142 5-6), 
(2, — &,") (123) (356) = — (123) (34 5 +6), 
(1 — 3,) (2, — &,%) (123) (356) = — 2(123) (34 5 +6), 
(1+ 3,) (1 — &,) (2, — &,”) (123) (356) = — 2(12 3—4)(34 5+6), 
(1+3,)(1— 3) (2,— 24) (123)(1 +2438 56) 
=——4(12 3—4)(34 546)+2(12 3—4)(34 1+2)—(12 3+-4)(1+2 344 5+6), 





— (12 34+4+4+5+6)(14+2 3+4 546 
Wyp, = )+ 2(12 3—4) (34 1+4 2) — 2384 5+ 6)) 
+ 2(12 5—6)(66 1+ 2) —2(66 3+4)), 
3) Wspy. 
Wsp, = (25° — 2) W ps. 
Aus 


W, py = — 2(1—2,*) (12 344) (34 5—6) — 2(1— 3) (12 546) (56 3—4). 
folgt 


a | (1+ 3, —223,%) (12 546) (56 3—4) 
oP ~ “| — (14+ 5,2—22;) (12 344) (34 5—6) 
—(12 3444546) (34 5—6) 
=—2)+4 5, [(34 5—6) (202 344) — 12 54+6)] 





+ 2,7((34 5—6) (2012 5+ 6) — (12 3+4)] 
— (34 5—6) (12 34445+6) 

— (12 3—4) (66 1+ 2) — 266 3+4) 

+ (12 5—6) (34 1+ 2) — 284 546). 


= 2 





Um diese Formel umzuformen, beniitzen wir diese Relationen: 
— (12 3—4)(1+2 56) + (12 5—6) (142 34) 
= (1—2 34) (1+2 56) —(1—2 56) (1+2 34) 
=(1—2 1+2 34 56) = 2(12 34 56), 
(12 344) (56 3—4) + 2(12 3—4) (56 3+4) 
= 3(123) (356) — 3(124) (456) — (12 34 56) 
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— (12 5+6) (34 5—6) — 2(12 5—6) (34 5+ 6) 
—— 3(125) (345) + 3(126) (346) — (12 34 56). 
Sie liefern fiir W,p, den Wert 
W,p, = 6{(123)(356) — (124)(456) — (125)(345) + (126) (346)}, 


4) Wyp,, Wepy. 
WP, = (2,+ 2,7) Wp, WsP, = (22—2,) Ws p,- 
Aus den Formeln 
2, Wsps 
= — 6((123) (345) + (124) (845) + (125) (456) + (126) (356)), 
2,’ WP, 
= — 6(— (123) (345) — (124) (846) + (125) (356) + (126) (456)) 
folgen die Werte 
Wp. = 6{(12 3—4) (34 5—6) — (12 5+ 6) (56 3+4)}, 
W,p, = 6{(12 5—6) (384 5—6) + (12 3+ 4) (84 5+6)}. 


5) Wep,. 


—3W,p, = 237W, + 2, W;. 
Aus 


— Z,? Wp, = 6{ (142 34) (56 3+ 4) + (12 3—4) (12 5—6)}, 
— , Wp, = 6{—(1+2 56) (34 546) — (12 3—4) (12 5—6)} 
folgt 
Wp, = 2 {(34 14+ 2) (56 3+ 4) — (34 5+6) (56 142)}, 


6) Wip,, Wed,- 


A Wp, = \2,—=,") Wi Pe, Wyp, = — (2, + 2?) Weng. 
us 


2, Wep, = (1+2 35) (14+2 345 6—4) —(1+2 64) (1+2 6+4 3—5) 
22W,p, = (1+2 36) (14+2 346 4—5) — (142 45) (142 445 3—6) 
folgen die Werte 

en {" (1+2 34) (14+2 344 5+6) + (1+2 56) (1+2 3—4 5—6) 
sa + 2(1+2 35) (L+2 36) — 2(1+2 45) (1+2 46), 

— (1+2 56) (1+2 344 5+6) + (1+2 34) (1+2 3—4 5—6) 


W. _ 
oF (- 2(142 35) (142 45) + 2(142 36) (142 46). 














Uber Kleinsche Theoreme in der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen.*) 


(Zweite Mitteilung.) 
Von 


Emm Hie in Wiirzburg. 


In einer ersten unter dem gleichen Titel erschienenen Mitteilung**) 
hatte ich mich auf den Fall beschriinkt, daB die in Betracht gezogene 
lineare Differentialgleichung: 

d*y l—e ,1—8f , 1—y\dy Az+B 
Be Gateiate agg geo 


z—a' «—b* z—e ) (a@—b) (a 





die vier reellen singuliren Stellen a,b, c,d = oo hatte, wobei die dazu- 
gehérigen Exponenten 0, «; 0, 8; 0, y; 0’, 6” die Eigenschaft hatten, dab 
sie reell waren und daB «, 6, y und 6’— 6” kleiner waren als 1. Ich 
hatte dann untersucht, inwieweit man den zunichst noch willkiirlichen 
yakzessorischen Parameter“ B als reelle GréBe durch Vorgabe eines der 
noch zur Verfiigung stehenden Bestimmungsstiicke desjenigen Kreisbogen- 
vierecks festlegen kann, auf welches die von der Achse des Reellen be- 
grenzte Halbebene der x durch den Quotienten zweier Partikularlésungen 
von (1) dann abgebildet wird, wenn darin alle vorkommenden Parameter, 
also a, B,y,a,b,c, A und B reell sind. 

Im folgenden wollen wir nun zuniichst den Fall ins Auge fassen, in 
welchem die vier singuliren Stellen irgendwelche komplexe Werte haben. 
Dazu leg-. wir in der z-Ebene von irgend einem Punkte O aus vier be- 
liebige, e. ander nicht itiberkreuzende Einschnitte mach den Punkten 
a,b,c,d = co und betrachten den Fundamentalbereich, auf den die so 
zerschnittene Ebene durch den Quotienten zweier Partikularlésungen ab- 


*) Vergl. eine vorliufige Mitteilung in den Gittinger Nachrichten, Math. phys. 
Klasse 1909. 

**) Math. Ann., Bd. 66, S. 215 u.f. Ich werde die ganze Arbeit als Kapitel I 
einfiihren und stets mit I zitieren. 














Kleinsche Theoreme iiber lineare Differentialgleichungen. II. 25 


gebildet wird. Dieser Fundamentalbereich ist im Falle von reellen singu- 
liren Punkten nicht wesentlich von demjenigen Bereiche verschieden, den 
wir dort durch Spiegelung des Kreisbogenviereckes an irgend einer Seite 
desselben erhalten. Es wird zuniichst die Aufgabe entstehen, die MaB- 
zahlen eines solchen allgemeinen Fundamentalbereiches festzulegen und 
dann zu versuchen, den akzessorischen Parameter B durch eine derartige 
noch zur Verfiigung stehende MaBzahi zu bestimmen, wobei man jetzt 
natiirlich fiir B komplexe Werte zulassen muf. In der vorliegenden Arbeit 
werde iclr dabei in erster Linie den Fall behandeln, welcher die Existenz 
eines, Orthogonalkreises postuliert. Der Gedanke, auch im Falle reeller 
singulirer Punkte komplexe Werte fiir B zuzulassen, auf den man jetzt 
von selbst gefiihrt wird, wird uns nun auch fiir den friiher behandelten 
Spezialfall eine groBe Anzahl neuer Resultate liefern. 

Um dann auf » singulire Punkte iiberzugehen, werde ich im zweiten 
Teile dieser Mitteilung zunichst wiederum den Fall von » reellen singu- 
laren Punkten behandeln, der sich, wenn wir wieder fiir die akzessorischen 
Parameter die Realitiit vorschreiben, mit aihnlichen Methoden durchfiihren 
laBt, wie der Fall von vier reellen singuliren Stellen. 

In einer folgenden Mitteilung werde ich dann auch bei m singuliren 
Stellen die Fille komplexer akzessorischer Parameter zu behandeln haben, 
wobei es vollig gleichgiiltig ist, ob die singuliren Stellen rein reelle oder 
komplexe Werte besitzen. 

Die Hauptschwierigkeit, die dabei auftritt, wird darin bestehen, einen 
Uberblick tiber die dabei in auBerordentlich groBer Anzahl existierenden 
»Obertheoreme* zu gewinnen. 


_ Kapitel IL. 


Behandlung des Falles von vier komplexen singuléren 
Stellen. 


§ 1. 

Allgemeine Untersuchungen itiber die Ma®zahlen eines von vier 

Drehungen erzeugten Kernes, wenn die Aufeinanderfolge der vier 
Drehungen die Identitit ergibt. 


Wir betrachten zunichst wieder die Differentialgleichung (1) mit vier 
komplexen singuliren Stellen. Wir greifen dann, wie schon oben erwihnt 
wurde, in der z-Ebene irgend einen Punkt O heraus, von dem wir zuniichst 
noch willkiirliche, sich nicht tiberkreuzende, durch analytische Kurven 
dargestellte Einschnitte nach den singuliren Punkt-a legen. Die so zer- 








; 
} 
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schnittene z-Ebene wird dann durch den Quotienten 4 zweier Partikular- 
lésungen auf einen von acht Kurvenstiicken begrenzten Bereich auf der 
y-Kugel abgebildet. Von den acht Ecken dieses Fundamentalbereiches 
entsprechen vier dem Punkte 0, die anderen vier Ecken, welche den 
singuliren Punkten a, b, c, d = oo entsprechen, seien a’,b’,c’, d’. Die in 
den letzteren Ecken zusammenstoBenden Seiten des Fundamentalbereiches 
sind sich durch lineare Substitutionen 
A,B, fF, 4 

zugeordnet. Diesen vier linearen Substitutionen entsprechen unter Zu- 
grundelegung der y-Kugel als MaBfliche einer projektiven MaSbestimmung 
vier Drehungen, welche diese Kugel in sich iiberfiihren. Die Achsen dieser 
Drehungen, welche jetzt im allgemeinen zueinander windschief sind, gehen 
beziiglich durch a’, b’, c’ und d’; sie mégen die Kugel das zweite Mal in 
a’, b”, ce’, d’ treffen. Die Amplituden der Drehungen sind 2az, 262, 
2ya und 2dz. Lassen wir nun einen Punkt x in der zerschnittenen 
z-Ebene nacheinander die Punkte a, b, ¢ und d lings der Schnittlinien 
umlaufen, so erfihrt 4 hintereinander die Substitutionen A,B,I, A, kehrt 
aber zu seinem Ausgangswert zuriick, so daB also die vier Drehungen 
A,B, und A hintereinander ausgefiihrt die Identitit ergeben. Die vier 
Geraden a’ a”, bb”, cc” und dd” mit EinschluB der dazu gehérigen Drehungen 
bezeichnen wir in naheliegender Verallgemeinerung der Nomenklatur, welche 
von Herrn Klein eingefiihrt wurde*), als ,,Kern“* des Fundamentalbereiches. 

Wir miissen nun die MaBzahlen dieses Kernes so festlegen, dab 
sie sich bei Transformationen der Kugel in sich nicht fandern; dann 
werden wir sie durch die Werte von 7 in den Schnittpunkten der Achsen 
mit der Kugel und durch die reellen gegebenen GriBen a, B, y und @ aus- 
driicken kénnen. 

Um dieses durchzufihren, miissen wir zunichst einige allgemeine 
Satze und Begriffe aus der Theorie der projektiven MaBbestimmung ein- 
fiihren**), deren MaBfliiche die y-Kugel ist. 

1) Eine Gerade steht im Sinne der projektiven MaBbestimmung auf 
einer zweiten Geraden senkrecht, wenn sie diese und die zu ihr in bezug 
auf die Kugel konjugierte Gerade schneidet. 

2) Zu irgend zwei windschiefen Geraden kann man stets zwei gemein- 
schaftliche Perpendikel konstruieren, die zueinander konjugiert sind. Das 
eine dieser beiden Perpendikel schneidet stets die Kugel, das andere nicht. 
Das die Kugel schneidende Perpendikel nennen wir auch den inneren 


*) Vergl. I S. 219. 
**) Vergl. neben den in I 8. 218 +++) zitierten Arbeten speziell: Klein, Hyper- 
geometrische Funktion, 8. 337 u. f., Schilling, Math. Ann., Bd. 44, 8. 186. 
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kiirzesten Abstand der beiden windschiefen Geraden, das die Kugel nicht 
schneidende Perpendikel den duferen kiirzesten Abstand. 

Wir konstruieren jetzt die so definierten inneren kiirzesten Abstinde 
je zweier aufeinanderfolgender der Geraden a’a”, b’b’, c’c” und d’d”, diese 
médgen die Kugel in A’ A”, B’B”, C’C” und D' D” derart schneiden, dab 
man, wenn man z. B. auf A’ A” im Inneren der Kugel von dem Schnitt- 
punkt dieser Linie mit a’a” in der Richtung zum Schnittpunkt mit bb” 
geht, nach A” kommt. 

Auf jeder der so definierten Geraden setzen wir nun als positiven 
Durchlaufungssinn diejenige Richtung fest, welche von den eingestrichenen 
Buchstaben zu den zweigestrichenen fiihrt. 

Unter einer positiven Schraubung verstehen wir eine rechtsgewundene 
Schraubung in dem festgelegten positiven Sinne der Schraubungsachse. 
Man kann nun stets durch eine projektive Transformation der Kugel in 
sich die Schnittpunkte einer Drehungsachse mit der Kugel nach 4 = 0 
und 4 = oo bringen. Einer Schraubenbewegung von der Amplitude ix 
um die Achse (co entspricht analytisch die Transformation 


(2) m= en. 
Ist 
(3) A=iA' 4+ i2", 


so setzt sich die Schraubenbewegung*) aus einer Drehung um die Achse 
von der Amplitude 4’a und aus einer Verschiebung lings der Achse um 
die in projektiver MaBbestimmung gemessene GréBe 4” zusammen, wobei 
wir bei der Messung der Kantenliinge in I S. 220 die GréBe 

(4) C= : 
setzen. Uberhaupt wird sich fiir die weiteren Entwicklungen als notwendig 
erweisen, von der dort getroffenen, véllig undualistischen Festsetzung von C 


als reelle GréBe abzuweichen; wir setzen ein fiir allemal C = ; , 


wir allerdings das, was wir friiher als reelle Kantenlinge bezeichneten, 
jetzt als eine rein imaginiire Kantenlinge ansprechen miissen. 

Nachdem so der Begriff der Schraubenwegung festgelegt ist, wiihlen 
wir das Perpendikel A’A” als die Achse einer Schraubenbewegung, welche 
die positive Richtung von a’ a” in die positive Richtung von b’b” tiberfiihrt. 

Die vier Perpendikel mit den dazugehérigen Schraubenbewegungen 
bilden nun zusammen den ,,Polarkern“ des gegebenen Kernes, Kern und 
Polarkern bilden zusammen den ,,Schillingschen Doppelkern“**). 


wobei 


*) Klein, 1. c. pag. 345 u. f. 
**) Schilling, 1. c. pag. 186. 
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Der Kern hat nun folgende zwélf MaBzahlen. 

1) Vier Kantenwinkel, das sind die zu den vier Achsen des Kernes 
gehérigen vorgegebenen Drehungen von der Gribe 2am, 2B, 2yz, 20x. 

2) Vier Seiten La, Mz, Na, Ra, das sind die im positiven Sinne 
gerechneten Amplituden derjenigen rechts gewundenen Schraubenbewegungen 
um die Achsen des Polarkernes, welche die positiven Richtungen je zweier 
Achsen des Kernes, zu denen das betreffende Perpendikel gehért, inein- 
ander iiberfiihren. Z. B. ist La die Amplitude derjenigen Schraubenbe- 
wegungen um A’ A”, welche die positive Richtung von a’a” in die positive 
Richtung von b'b” iiberfiihrt. 

3) Vier Kanten 4a, ua, va, ox. Dabei ist 4a die Amplitude der- 
jenigen Schraubenbewegung um die Achse a’a”, welche sich als Differenz 
einer Schraubenbewegung und einer Drehung um a’a” ergibt. Die 
Schraubenbewegung ist dabei diejenige um die Achse a’a”, welche die 
positive Richtung des Perpendikels A’A” in die positive Richtung des 
Perpendikels B’B” iberfihrt, die Drehung ist diejenige, deren Amplitude 
den Kantenwinkel 2«z liefert. 

Wir kommen jetzt zur Berechnung der Seiten und Kanten. 

Es seien die Nullstellen der Ausdriicke: 


PF, = 44,97 + Gy9% + Gyg, Fy = by, 4? + Dygy + Ogg, Fy = Cy? + Cy9y + Oye, 
F, Mai d,,7° + dian + dys 


die Werte von in a’, a”; b',b”; ¢,c’; d, a”. 

Dann ergeben sich*) die Werte von y in A’ und A”, d. h., in den 
Schnittpunkten des inneren kiirzesten Abstandes der Geraden a’a” und b’b” 
mit der Kugel als die Nullstellen der Funktionaldeterminante g, der 
homogen geschriebenen Formen F und F,; analog ergeben sich die 
Werte von 7 in B’, B”’, C’,C”, D’, D” als die Nulistellen der Funktional- 
determinanten 9,, 9,, 9, von F, und F,, F, und F,, F, und F;. 

Es sei dann: 

(5) Dyy = Gig — 44414393 Dyy = Aygbyg — 2yy dy. — 2e4yqy,; 
Dayz = Vig — by, D9, 
dann ergibt sich**): 
Diy _ 


2. == 
(6) cos La = —— ; sin Lx = j§ VP — Du Pros 
VD, Des V Dy; Das 


wobei dann noch durch Spezialisierung die Vorzeichen der Wurzeln so 
*) Klein, 1. c. pag. 348 u. f. 


**) Klein, 1. c, pag. 327. (Die Bezeichnung ist hier etwas geiindert, so daB statt 
2 und 3 in der dortigen Formel 1 und 2 zu setzen ist.) 
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za bestimmen sind, daB wir in den elementaren Fallen auf die bekannten 
Formeln stoBen. 
Bildet man analog aus g, und g, die entsprechenden Ausdriicke, wie 
eben aus F, und F,, so erhialt man cos ((A+2«)x), bez. sin ((4+ 2a) 2). 
Um nun alle diese Ausdriicke in einfacher Gestalt zu erhalten, bringen 
wir durch eine projektive Transformation b’ nach 0, b” nach oo; es mége 
dann y in den Punkten a’,a”, ¢,c” die Werte 4,, 4, v,, ¥, besitzen. 
Dann hat man: 


(7) F, = 9° — (A, +4g)q + A, Ag, F, = 4%, Fy, = 9° — (% +0) 4 + 4%. 


@, und g, sind dann die Funktionaldeterminanten der homogen geschriebenen 
Formen F, und F,, bez. F, und F,, es ist daher: 


(8) 9, = 7° — 4,4, PP, = 7° — 43. 
Daher erhilt man: 
(9) cos La 772, sin Lam VaR 


Um uns zu iiberzeugen, daB dabei die Vorzeichen der Wurzeln richtig 
gewahlt sind, setzen wir 4, = 0, A, = co, dann wird cos La tatsichlich 
gleich 1, setzen wir 4, =i, 4, = —i, dann wird sin Lx = 1, wenn wir 
das Vorzeichen der Wurzel bei sin La positiv wihlen. Im tbrigen ist 
(9) mit der fiir den Spezialfall in I (12) gewonnenen Formel identisch. 

Dadurch ist La mod. 2a festgelegt; Kanten, fiir welche sich La um 
Vielfache von 22 unterscheiden, haben wir uns in verschiedenen Blattern 
derjenigen iiber der Kugel ausgebreiteten Riemannschen Fliche gelegen zu 
denken, welche aus der fortgesetzten Reproduktion des zum Kern gehérigen 
Fundamentalbereichs entsteht. 

Indem wir jetzt die zu g, und g, gehérigen Formeln berechnen, 
erhalten wir: 


cos (d+ 2a) a) = thts, 


(10) BVA, Ay vy 0” 
. cam iV(, Vy: + 4, 4,)*— 42,4, 9, % “= ¥,%, — aay 7 
be A+3qs) 2V4, 4, », V, + 2V4, 23 v, ¥, 
Daher ist: vo . 
eAt2a)ai Ver oder es ist e@+2¢7i — Vrs ’ 
13 1°23 


Um zwischen beiden Forméln zu entscheiden, nehmen wir an, es mégen 
4, und A, die reellen Werte J, und J, haben; ferner sei v, = n,e?***, 


v, = n,e***, dann wird im ersten Falle 4x = £ ig tt wir haben also 


genau die Formel I (13) erhalten, wenn wir daselbst C -+ setzen, wie 
schon vorher auf Seite 27 bemerkt war. Im zweiten Falle wiirde sich e**** 
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nicht wegheben und man kame daher auf einen unbrauchbaren Ausdruck. 
Es ergibt sich also: 


(11) la=ilg 2 — 2ax.*) 


Durch (3) ist Ax nar mod. z festgelegt, doch betrachten wir solche 2, 
die sich nur um ganze Vielfache von 2 unterscheiden, als gleich. 

Welche Bedingungen miissen nun die GriBen 4, , 4g, Uy, gs Vi» Vo» Orr Oe 
erfiillen, damit bei allen vier Drehungen ein Kreis in sich tibergeht? In diesem 
Falle sagen wir, der zugehérige Fundamentalbereich besitze einen Ortho- 
gonalkreis oder kiirzer, die Orthogonalititsbedingungen seien erfillt. 

Nun gehen bei einer Drehung alle diejenigen Kreise in sich itiber, 
die von Ebenen ausgeschnitten werden, deren Pol auf der Drehungsachse 
liegt. Es miissen daher alle vier Drehungsachsen durch den Pol des 
Orthogonalkreises gehen, d. h. die vier Drehungsachsen miissen sich in 
einem Punkte schneiden. Wir nehmen nun wieder an, wir hiitten b’ 
nach 0, b” nach co gebracht. Nun ist jedenfalls fiir die Existenz eines 
Orthogonalkreises notwendig, dab die Gerade a’a” die Gerade b’b” schneidet; 
es miissen daher jetzt a’ und a” auf demselben gréBten Kreise durch 0 
und oo liegen, wenn wir die Werteverteilung auf 7 der Kugel uns derart 
angeordnet denken, daB Qco ein Durchmesser der Kugel ist und die »- 
Werte durch stereographische Projektion der in 0 die Kugel beriihrenden 
komplexen Zahlenebene von co aus erhalten sind; dann sehen wir sofort, 


dab : reell sein muB, d. h. es muB stets, wenn b’ in 0, b” in oo liegt: 


(2) R(; 2)-9 


sein, wenn i(/) der reelle Teil von / ist. 

Ist nun (12) erfiillt, dann entspricht den nacheinander ausgefiihrten 
Drehungen um aa” und bb” eine Substitution, welche einen Kreis un- 
geaindert liBt, namlich den von der Polarebene des Schnittpunktes von 
aa” und b’b” ausgeschnittenen Kreis, der reell oder imaginir sein kann. 
Daraus folgt, daB die aus A und B zusammengesetzte Substitution nur 
elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch sein kann. 

Diese durch Zusammensetzung erhaltene Substitution nennen wir E; 
dann geben E, f und A hintereinander angewendet die Identitit. Wir 
kommen daher auf einen von Herrn Klein und von Herrn Schilling 1. e. 
ausfiihrlich diskutierten Fall. 

Es sei nun zuniachst E elliptisch oder hyperbolisch, die Fixpunkte 
von E seien e’ und e”, die Werte von y in denselben 6, und 6,. Wir 
fiihren dann zunichst die Substitution: 


*) Die Formel gilt ihrer Ableitung nach natiirlich auch noch, wenn « komplex ist. 
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— —6n+1 

(13) — ae o 
ein, welche e” nach oo bringt, und zeichnen alle GréBen nach der Trans- 


formation durch Uberstreichen aus. Dann erhalten die drei Substitutionen 
E, F und A die Form: 





(14) (3, -e*" (j-4), 
WF _ gsxiy ial 
i— %, 7 "Oe 
7 —% = e27id 7—@,. 
7 — @ 7] — @s 


Dabei sind also v,, ¥,,@, und g, die urspriinglichen Werte von y in den 
Punkten c’,c’, d’, a”, dieselben Buchstaben tiberstrichen reprisentieren die 
daraus durch (13) entstandenen Werte; ¢ ist entweder reell oder rein ima- 
giniir, jenachdem E eine elliptische oder eine hyperbolische Substitution ist. 

Wir ziehen jetzt die Bedingung in Betracht, daB die drei Substitu- 
tionen (14) hintereinander angewendet die Identitit ergeben. Eine leichte 
Rechnung, welche sich iibrigens bei Schilling*) durchgefiihrt findet, ergibt 
die Gleichung: 

A @, —6,) —%, — ine 

(29) ah er a 
welche wir diskutieren wollen. 

Es sei ¢ reell, dann ersehen wir aus (11), daB die GréBe der Kante 
auf der Geraden ee” gleich — we ist; der kiirzeste innere Abstand von e¢' e” 
und d’d” geht also in den inneren kiirzesten Abstand von ee” und ¢c” 
durch eine Schraubung um e¢’e” als Achse mit der Amplitude — ae + 22, 
also durch einfache Drehung um diese Achse tiber. Also schneiden sich 
die beiden Perpendikel auf der Geraden ee” und liegen mit der zu ¢e” 
in bezug auf die Kugel konjugierten Gerade in einer Ebene, da sie ja 
beide nach der Definition des Senkrechtstehens diese schneiden. Da wir 
nun beziiglich jeder der beiden anderen Achsen dieselben Schliisse ziehen 
kénnen, so folgt, daB immer je zwei kiirzeste Abstiinde mit je einer der 
za den Achsen konjugierten Geraden in einer Ebene liegen. Es liegen 
daher entweder alle drei kiirzesten Abstiinde und damit auch die drei zu 
den Achsen konjugierten Geraden in einer Ebene, oder die drei kiirzesten 
Abstiinde schneiden sich in einem Punkte. Im ersten Falle gehen daher 
die drei Geraden cc’, dd’, ee” durch den Pol der Ebene, in denen die 
drei zu ihnen konjugierten Geraden liegen, schneiden sich also in einem 
Punkte. Dasselbe gilt aber auch im zweiten Falle, da ja, wie wir vorher 
schon bemerkten, der Schnittpunkt je zweier aufeinanderfolgender innerer 


*) Lc. 8. 198. 
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kiirzester Abstiinde je auf einer der Achsen lag. Der erste Fall tritt dann 
ein, wenn die drei Geraden c'c’, dd” und e’e’ sich auBerhalb der Kugel 
schneiden, da dann die Ebene, welche die drei inneren Abstiinde mit- 
einander bilden, die Polarebene dieses Punktes ist. Der zweite Fall tritt 
dann ein, wenn sich die drei Achsen im Innern der Kugel schneiden. 

Es sei jetzt aber « rein imaginir, also E hyperbolisch. Dann dndern 
sich die Schliisse in bezug auf cc’ und dd” in keiner Weise, es liegen 
daher wieder die inneren kiirzesten Abstiinde von c’c’, d’d” und von e’e”, dd” 
mit der zu dd” konjugierten Geraden in einer Ebene und ebenso liegen 
die kiirzesten inneren Abstiinde von d'd”, cc” und von e’e”, cc” mit der 
zu cc” konjugierten Geraden in einer Ebene. Dagegen geht jetzt der 
kiirzeste innere Abstand von c’c” und e’e” in den inneren kiirzesten Ab- 
stand von dd” und ee” durch eine blobe Verschiebung liings ee” iiber, 
diese beiden inneren kiirzesten Abstiinde liegen also mit ¢e” in einer 
Ebene. Es folgt daher wieder, daB die drei inneren kiirzesten Abstiinde 
entweder in einer Ebene liegen, welche ee” und die beiden zu c’c” und 
dd” konjugierten Geraden enthilt, oder sich in einem Punkte schneiden. 
Im ersten Falle gehen c’c’, dd” und die zu ee” konjugierte Gerade 
durch den Pol jener Ebene, im zweiten Falle gehen c’c” und dd” durch 
jenen Schnittpunkt, dieser bleibt also bei der Verschiebung lings e’e” fest, 
liegt also auch auf der zu ee” konjugierten Geraden. 

Zusammenfassend haben wir also: 

Satz 1. Geben vier Drehungen um vier vorgegebene Achsen hinter- 
einander angewendet die Identitit und schneiden sich die Achsen der beiden 
ersten Drehungen, so schneiden sich auch die beiden Achsen der letzten 
Drehungen. Ergeben die beiden ersten Drehungen hintereinander angewendet 
wieder eine Drehung, deren Achse natiirlich durch den Schnittpunkt der 
Achsen der beiden ersten Drehungen geht, so liegt der Schnittpunkt der beiden 
letzten Achsen auf dieser Achse. Ergeben die ersten beiden Drehungen 
hintereinander angewendet eine hyperbolische Substitution, also eine Ver- 
schiebung , fiir welche die zur Achse konjugierte Gerade natiirlich durch den 
Schnittpunkt der ersten beiden Drehungsachsen geht, so liegt auch der Schnitt- 
punkt der letzten beiden Drehungsachsen auf der zur Achse der hyperbolischen 
Substitution konjugierten Geraden. 

Man kann den Teil dieses Satzes, der sich auf die hyperbolische 
Substitution bezieht, sofort dadurch auf den der elliptischen Substitution 
zuriickfiihren, daB man jedesmal statt der Achse im Falle einer elliptischen 
Substitution die zur Achse konjugierte Gerade im Falle der hyperbolischen 
Substitution einfiihrt. 

Ergeben die ersten beiden Drehungen zusammen eine parabolische 
Substitution, so wird die Achse dieser Substitution eine Tangente an die 
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Kugel, und die beiden ersten und die beiden letzten Paare von Drehungs- 
achsen schneiden sich beide entweder auf der Achse der parabolischen 
Substitution oder auf der dazu konjugierten Geradeu. Um dieses zu erkennen, 
hat man nur die parabolische Substitution als Grenzfall einer elliptischen 
beziiglich hyperbolischen Substitution aufzufassen. 

Sollen nun die vier Achsen sich in einem Punkte schneiden, so miissen, 
wenn sich die beiden ersten Achsen und damit auch die beiden letzten 
Achsen in einem Punkte schneiden, nur mehr diese beiden Schnittpunkte 
zusammenfallen, welche ohnehin auf einer durch die beiden ersten Sub- 
stitutionen bestimmten Geraden liegen; das Zusammenfallen erfordert also 
nunmehr eine Bedingungsgleichung, an deren Aufstellung wir jetzt gehen. 

Es sei also zuniichst die Bedingungsgleichung (12) erfillt. Dann 
berechnen wir die aus A und B zusammengesetzte Substitution E und 
die dazu gehérigen Fixpunkte 6, und 6, und unterwerfen y der Substi- 
tution (13). Es sind dann die Fiille, in denen E elliptisch ist und in denen 
E hyperbolisch ist, zuniichst scharf zu trennen. 

1) E sei elliptisch, so daB also a’a”, b'b” und c’c” die Gerade ee” 


‘ ° ° ia 4-6, 0-6, %,—6 . 
schneiden. Es sind dann die GréBen “—“', “*—*, "1 — "1 reel] und wir 
tities 44—6, Sms 


(16) 4,—-G,=—1e", 4-6-1", ,-6,= m,o*, 

i, —6,— me", »,—6,—H,e7"!, v, —G6,— n,e7™. 
Da nun die Geraden a’a” und b’b” die Gerade e’e” in demselben Punkte 
schneiden, so folgt’ aus (11) oder auch schon aus dem in (I, (14)) abge- 
leiteten Spezialfall dieser Formel: 
(17) 1,1, — m,m, = 0. 
Sollen nun alle Achsen sich in einem Punkte schneiden, so muB aus 
demselben Grunde: 
(18) M,M, — R,Hi, = O 
sein. Die Gleichungen (12) und (18) stellen also in diesem Falle die 
notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz eines Ortho- 
gonalkreises dar. Statt (18) miissen wir dann nur mehr eine Gleichung 


wihlen, die unabhiingig von (12) einen Sinn hat und sich vermittels (12) 
auf (18) reduziert. Wir wihlen dafiir: 


(i, ~4)[,—4* re (Y, — 6,) ¥, — 6, . ec 1 —_ f) 
(19) | ~ oni ) ® ( ¥, —6, ) 1+ |¢, |? 
Dieser Ausdruck behiijt seinen Sinn, welchen Charakter auch die Sub- 
stitution E, welche im allgemeinen loxodromisch sein wird, haben mag 
es reduziert sich jedoch, wenn (12) erfiillt ist und E eine elliptische Sub- 
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stitution ist, auf (17). Sollte E in eine parabolische Substitution tibergehen, 
deren Achse durch den Schnittpunkt von a’a” und b’b” geht, wihrend (12) 
erfillt ist, so haben wir in (19) nur 6, in das Unendliche wachsen zu lassen. 

2) E sei hyperbolisch, so dab also a’a”, b’b” und ec’ die mu ¢e”’ 
konjugierte Gerade «’«” schneiden. Fiallt dann ee’ mit dem vertikalen 
durch 0 und co gehenden Durchmesser der Kugel zusammen, dann liegen 
aa”, b’b” und e’c’ in horizontalen Ebenen, da sie ja in Polarebenen von 
Punkten des Durchmessers e’e” liegen. Ist (12) erfiillt, so werden a’a” und 
bb” parallel, da sie sich in demselben Punkte der im Unendlichen liegen- 


den zu ee” konjugierten Geraden schneiden. Wir setzen dann, indem wir 
wieder die Substitution (13) ausgefiihrt denken, 


(20) A, —-6,= Tem, 1, —6,= I, em, a, — 6, = m,er*, 
Bf, —6,=— Me™", ¥, —6,—Rer™", v, — 6, — h,er*, 
Wenn nun (12) erfiillt ist und wir uns wieder ee” voriibergehend in 
0 und co denken, sind a’a” und b’b” parallel, also ist: 
Pp ’ 


@h) q+ %&= B, + Bs mod 2 

oder : a 

(22) sin (S+a—A —h,)=) 0. 

Sollen nun alle drei Achsen sich in einem Punkte schneiden, muB also sein: 
(23) sin (Ath —1,—1)s) = 


Fiir (23) schreiben wir allgemein: 
; 1 Ht, —G,) (dy — a) |%, —5, A 

(230) (sin Gls =a ow wD) ~ 
eine Gleichung, die auch in der Tat, wenn (12) erfiillt ist, E eine hyper- 
polische Substitution ist und (20) gilt, in (22) tibergeht. Ist (12) erfiillt 
und ist E eine parabolische Substitution, fiir welche die zur Achse kon- 
jugierte Gerade durch den Schnittpunkt von a’a” und b’b” geht, so haben 
wir ip (23a) 6, in das Unendliche wachsen zu lassen. 

Wenn man nun auch allenfalls durch geeignete Normierung erreichen 
kann, daB, wenn (12) erfillt ist und 6, unendlich wird, die linke Seite 
von (19) in die linke Seite von (22) stetig tibergeht, so sieht man doch 
beiden Gleichungen nicht an, da sie eigentlich eine und dieselbe trans- 
zendente Gleichung fir B, und B, unter Voraussetzung von (12) darstellen. 
Die so sehr in das Auge springende Unsymmetrie riihrt daher, dab wir 
das eine Mal die durch den Schnittpunkt gehende Gerade, das andere 
Mal die dazu konjugierte Gerade als durch 0 und oo gehend wihlten. 
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Es ist nun von gréBter Wichtigkeit, andere Ausdriicke, die diesen 
MiBstand nicht haben, aufzustellen. Wir stellen dazu folgende Betrachtung 
an. Es schneide e’c” die Gerade b’'V'’; da nun c'c”, wenn (12) erfiillt ist, 
auch die durch den Schnitt von a’a” und b’b” gehende Gerade e’e” bez. 
E’ E” schneidet, so liegen b’b", cc” und ¢e” bezw. E’E” entweder in 
einer Ebene, oder sie gehen alle drei durch einen Punkt. Es sei nun # 
der in gewéhnlicher Weise gemessene Winkel, den diejenige der beiden 
Geraden e’e’ bez. E’ E’ mit der von b’b” und e’c” gebildeten Ebene ein- 
schlieBt, welche durch den Schnittpunkt von a’a” und b’b” geht; wenn 
(12) erfiillt ist und u, = 0, uw, = oo ist, dann ist: 

1 1 
(24) wae ® (5 3) arte 
die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines Ortho- 
gonalkreises. 

Um dieses zuniichst im Falle, daB E eine elliptische Substitution ist, 
auch rechnerisch nachzuweisen, setzen wir: 


on. — th — “ 
(25) é n " e Ty v— He 
Dann ist nach (16): 


¥ (8-7) xi ~ (B-7) xi 
ni, — m, ev ig — m, e 
(26) wy,=C 1 1 ____; v,=C 2 * ——* 
ny ~~ Ms, QP -7) 78 Ne om m, eb —7)*4 
Also ist, wenn: 
= — {f—7)at = (@-7) ni 
— nr, — m,e?~? Tig — m, eY : 
(27) Nook AA Sak AOE ET 
i, —m,eP-7"* 5, — mi, -7)** 
Y 
—— = (), 
sin? 


wenn X eine reelle Zahl ist. Durch Trennung des reellen und imaginiren 
Teiles in (27) ergibt sich: 
(28) 7, 7,(1— X) — nv, (m, — XM.) cos p — ii, (i, — XM,) cos 
+ m,m, (1 — X) cos 2 p —[(H,M, + H,M,) sin p — M,M, sin2g| Y=. 
(29) —n,(m,—XmM,)sing — ni, (m,— XM,) sing + 2m, Mm, (1—X) cospsing 
= Y|— ii,n, (i,m, + 7,M,) cos P — M,M, cos 2 _y), 
wobei p= (S—7)a ist. Da nun sin@ und sing gleichzeitig und von 


gleicher Ordnung verschwinden, und ns = 0 sein soll, so folgt aus (29): 


— ii, (mi, — Xi.) — i, (ty — Xmw,) + 2 mi, mi, (1 — X) c08 y = 0, 
also ist nach (28): 
(30) (n,n, —M,M,) (1 — X) = 0. 

8* 














36 E. Hizs. 


Da wir nun stets », +, verschieden annehmen wollen, d. h. da wir 
f stets als eine wirkliche elliptische Substitution betrachten wollen, so 
ist fiir den Fall, daB E eine elliptische Substitution ist, tatsiichlich die 
Gleichung (18) aus (24) abgeleitet. Umgekehrt folgt natiirlich aus (18) 
die Gleichung (24). 

Ist E eine hyperbolische Substitution, so findet man aus (20): 


(a my hn") ett _ OF 
n ’ n 
(31) y= C 1,  v, = C—____1—__- 
(eh — m, dun) eiatt _ ™ at 
ii, ii, 


Wir setzen wieder <s =X+iiY und deuten die Faktoren von Y 
nur durch {} an. Dann wird: 


(32) (1— X) [cos (7, + 74) ~) + cos ((B, + B,) x)] 
— Gi [eos ((B, + %)) + 08 (7%, + A) 2)] 
+ z X [cos ((Bs + 7)%) + cos ((B, + %)2)] 
+ (7; —1) (1 — X) co8((6, + &)2) + ¥{) =0, 
(33) (1 — X) [sin (7, + 7m) + sin ((6, + A,)2)] 
— ji [sin (B, + 72)™) + sin (G, + 6) 
+ . X [sin (8, + 7,)%) + sin (8, + 7,)2)] 
+ (7, 1)(1 — X) sin(, + Ax) + ¥{) =O. 
Wir multiplizieren (32) mit 
si (a+ 72 +B +8e z) 
2 ? 
(33) mit Ae 
cos (” +72.+8, +8: z) 
2 ’ 
und subtrahieren. Dann erhalten wir: 
(84) ¥{} —(1— X)(™,—1) [sin (G, +8,)) cos (ATBEA TM 2) 


— cos ((B, + Ay)2) sin (*@+HTAA g). 








5 2 
Sobald nun sin @ verschwindet, verschwindet auch a — 1 von glei- 
1 


ey 
sin? 


cher Ordnung und umgekehrt, da also verschwinden soll, so muf 











— oe se, 2h oe} 6 6 Ae eee: ee 
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(35) be (A +8, = Ate z) a 


sein, wenn wieder [ eine rein elliptische Substitution ist. 

Der Fall, daB E in eine parabolische Substitution tibergeht, laBt sich 
aus den beiden eben dehandelten durch Grenziibergang ableiten, ergibt sich 
aber auch ohne weiteres aus der obigen geometrischen Interpretation des 
Resultates. Dagegen verliert natiirlich die Methode ihren Sinn, wenn E 
die identische Substitution ist, da dann von einer Achse E natiirlich nicht 
mehr die Rede sein kann. Damit dieses eintritt, miissen a’a” und b’b”, 
sowie auch cc” und d’d” zusammenfallen. Natiirlich existiert dann ein 
Orthogonalkreis, wenn c’c” die Gerade a’a” schneidet. Auf alle Fille 
muB aber dabei «c= f und y=@ sein, wir kénnen aber immer einen 
solchen Fall, in dem E die identische Substitution werden kann, im Rahmen 
des Folgenden als Grenzfall betrachten. 

An Stelle von (24) kann man natiirlich noch eine groBe Anzahl ana- 
loger Ausdriicke aufstellen, fiir manche Zwecke ist es auch bequem, Aus- 
driicke zu haben, deren Verschwinden zwar neben (12) notwendig, aber 
nicht hinreichend ist fiir die Existenz eines Orthogonalkreises, so daB man 
noch durch geeignete Funktionen die linke Seite eigentlich zu dividieren 
hatte. Als solche Gleichungen seien erwiihnt: 

(36) a] i nd 


und die etwas schiirfere Bedingungsgleichung: 
(37) HR (A pt .* es ‘ =0. 
§ 2. 
Vollstiindige Behandlung eines Spezialfalles. 


Um uns nun iiber den Fall zu orientieren, in welchem fir den ak- 
zessorischen Parameter, fiir welchen ein Orthogonalkreis existieren soll, 


allgemein komplexe Werte zugelassen werden, behandeln wir den Fall, 
daB in (1): 


= 


A=+0, c=mprey=sZ 
ist. Da dann: 
4+ at—~22+, FF =O 


ist, so ist auch 
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Wir wollen nun auch zuniichst noch fiir a, b, ¢ reelle Werte an- 
nehmen, d sei oo. Wir fiihren dann in: 
oe, 3 1 1 1 \dy B 
@) 33+ 5(6=5+553 + 5-32 + wae tes? = 
mit leichter Modifikation von I (22) die Verinderliche: 
dz 
39 dt = — 
@°) Viz — a)(x — b) (x —e) 
ein, wodurch (38) iibergeht in: 





a’? 
(40) *Y + By—0. 


Wir denken uns nun die z-Ebene lings der geraden Verbindungs- 
linie von a, b; b, ¢ und ¢, d aufgeschnitten. Diese Ebene wird dann auf 
die ¢-Ebene als Rechteck abgebildet, welches die Seite 2, und a@,i 
besetzt. 


Die Werte von ¢ in a, b, ¢ und d bezeichnen wir mit ¢,, ¢,, ¢, und ¢,. 
Es sei: 


(41) £=—0, =o, ¢—a,i. 


Die beiden zu ¢, gehérigen Fundamentallésungen sind: 
(42) Ye — WP), Y= c0s(VBi). 


Die zum Punkte a und ¢ gehérigen Fundamentalliésungen sind: 


Y,*(#) = sin(VB(t—t,)), Y,*(d) = cos (VB(t—t,)), 
Y,<() = sin(VB(t—t,)), Y°(t) — cos (VB(t—t)), 


Dabei sind die letzten vier Fundamentallésungen noch nicht normiert, 
was wir durch Uberstreichen andeuteten. Wir setzen nun: 


(43) 


Y,*(t) = sin (VY B(t— @,)) 





VB cos (YBa, ) 
— S218) _ VB) cosy Bi) — ¥p(— 8 V9-¥K0, 
(44) Yor() = SAVERS a) — yng + SVE HG, 
Y= we oie » - ¥/@ — site ) y2(, 
Y' () — VBE). y+ VE V0, 
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Ferner sei: 
Y,’ 
7= Y,(t : 
Dann schneiden wir die z-Ebene von einem oberhalb der Achse des 
Reellen gelegenen Punkt O aus auf. 
Es hat y in a’, a’, b’, b’, ¢, ce” beziiglich 


die Werte: 1 
1, ~ (VB) 1 — — ee (VBo,) 
1 VB ’ 2 VB ’ 
(45) wu, =90, [ly = 00, 
quay Ve Jy io Wes i) 
Wir miissen nun die in der komplexen GréBe: 4 ¢ 4 a 
(46) B= B, + iB, eh 


vorkommendenden beiden reellen GréBen so bestimmen, daB zu den vier 
Drehungen A, B, [ und A ein Orthogonalkreis existiert. Es miissen dazu 
entsprechend (12) und (24) die Gleichungen erfiillt sein: 


(47) R (i tg*(VBo,)) = 0. 
(48) «9 Ri te* (VBo, i) = 0. 


Neben (47) ist daher jedenfalls als notwendige Bedingungsgleichung 
R (i tg*(VBo,i) = 0. Ebenso erhilt man aus (37) als eine notwendige 
Bedingungsgleichung: 


(49) ® (—wlv8 «| — stg (VB a, |" _ te*(VBo,;) | ote (YBa, i) r) = 
VB| \VB. 

Diskutieren wir zuniichst (49). Aus (47) folgt, daB tg*(VBa,) 

reell ist, also ist: 
R(— tg (V Ba, i) | etg (VBa,i) |*) = + 1. 
Daher ist R (= te (VB ee ) =+1, d.h. es ist tg? (VBa,') reell und 
| tg (VB @, i) 

positiv oder negativ, jenachdem tg?(V Ba,) positiv oder negativ ist. Daraus 
folgt aber dann auch umgekehrt, daB die drei Achsen a’a”, Ub” und cc” 
sich in einem Punkte schneiden; denn wenn die Geraden a’a” und cc” 
die Gerade b’b” schneiden, wie es ja jetzt der Fall ist, geht (37) in die 
Orthogonalititsbedingung (I, 14) tiber. Wir haben daher: 

Satz 2. Damit der su der Differentialgleichung (12) gehirige Kern 
einen Orthogonalkreis besitzt, ist notwendig und hinreichend, dap tg?(VBa,) 
und tg?(VBa,i) beide reell wnd gleichzeitig positiv oder negativ sind. 
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Um nun die Gesamtheit der Werte z zu bestimmen, fiir welche tg*< 
reell ist, skizzieren wir am besten die durch 


(50) Z=X+iY =tgz = tg (ax + iy) 
vermittelte konforme Abbildung, die wir auch spiiter brauchen. Da 


tg(e+=)—tgs, te(2+ 3)--<, 


ist, so folgt, daB die ganze Z-Ebene das Bild eines von x=0 und z=z einge- 
schlossenen Streifens ist, und daB die Werte von tg (< + ;) aus denen von 


tg z durch Spiegelung am Einheitskreise und an der imaginiren Achse, 
hervorgehen. 


Geht nun z von 0 bis : , So geht Z von 0 bis oo, geht z von 


z bis z, so geht Z von —oo nach 0. Allgemein entsprechen den Linien: 





j=+9 
Kreise der Kreisschar: 
__ tg (29%) 
“$42 yo CE 


den Geraden « = h + ka Kreise der zu der vorigen orthogonalen Kreis- 
schar: 
— 2 ie 
1— (X*+ Y*) 
Die Kreise der zweiten Schar gehen alle durch Z = +i. Durchliuft 
z die Werte yi von 0 bis + coi baw. bis — coi, so geht Z von 0 
bis +4 bzw. bis — i; durchliiuft ¢ die Werte = +yi von y=0 bis 
y =+ 0%, so durchliuft Z die rein imaginiren Werte von oo i bis +3 
baw. von — oot bis — i. 
Diese Angaben orientieren uns véllig tiber die wechselseitige Zuord- 
nung von z und Z. Speziell entnehmen wir daraus daB Z nur dann reell 
ist, wenn ¢ reell ist, da’ Z dann und nur dann rein imaginir ist, wenn 


= tg 2h. 


= 4 yi fir K=0, 41,42... 
Wir setzen jetzt: 
(51) VB = 8, + if,; B= B,’ — B,’ + 28,8,1 = B, + Bi. 
Dann muB also (8, + if,)@, entweder reell oder von der Form 
4s + y,i sein, ebenso muB (6, + if,)@,¢ entweder reell sein oder die 


Form i + y,i besitzen. Und zwar miissen die beiden Ausdriicke gleich- 


zeitig die erste oder gleichzeitig die zweite Form besitzen. Wenn nun beide 
Ausdriicke reell sein sollen, so muB gleichzeitig 6, — 0 und 6, = 0 sein, also: 


(52) B=0 





~. ~ «= ~— BP 


ax ———  — «= =_ 
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sein. Allgemein folgt aus der Gleichung: 
é k, 
a, (B, + 1B.) = = + Mt 


k, 2x? 2 k 

B, ". te, =e —* , B, nce = 
also: 

B,o,\2  (k,x\2 

(53) B,+ (ES) - (3) fir ky = +1,2,.., 
und entsprechend k, = 0 
(54) B, = 0, 
da B, = 0. 


Ebenso folgt aus: 
ky 
a, i (B, +p.) = = + Yi 


ioe we nad roe B, —— ape, 
also: 
(55) B, — (ay aati es 
und fiir k=0O 
(56) B, = 0, 
da Bp, = 0 ist. 


Sind (56) und (54) gleichzeitig erfiillt, so kommen wir wieder auf 
B=0. Die Werte B, und B,, fiir welche (47) erfiillt ist, werden also 
durch die Punkte der Gerade B, = 0 und die Punkte des Parabelbiischels 
(53) dargestellt. Die Punkte, fiir welche auch gleichzeitig (49) erfiillt 
ist, werden auf der Geraden B,=0O und dem Parabelbiischel (53) durch 
das Parabelbiischel (55) ausgeschnitten, dazu kommen noch die von 
B,=0 auf dem Biischel (53) ausgeschnittenen Punkte. Fiir alle Schnitt- 
punkte laBt sich B in der Form. 

@n (bs + Bay 

darstellen, wo k, und k, irgendwelche positive oder negative ganze Zahlen 
sind, die auch verschwinden kénnen. Wir haben also in Ergiinzung zu 
Satz 2: 

Satz 3. Der eu der Differentialgleichung (12) gehirige Kern besitet 
dann und nur dann einen Orthogonalkreis, wenn der akzessorische Para- 


meter B= (3 + =)’ ist, wobei k, irgendeine ganze positive Zahl oder | 
2 


20, 


O ist, k, irgendeine ganze pusitive oder negative Zahl oder O ist. 
Wihrend wir also in I nur die beiden Scharen von Parameterwerten 


B= (32) und (2=*)" gefunden hatten, stoBen wir jetzt auf co? Ober- 
2 


1 


2 ow, 
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theoreme, so daB sich an jedes der Obertheoreme von | einfach unendlich 
viele neue Obertheoreme anschlieBen. Dieses laBt uns erwarten, daB wir 
aeben der in I eingefiihrten Oszillationszahl, welche wir durch die Zahl 
der Schnitte einer Seite mit dem Orthogonalkreis einfiihrten, noch eine 
neue Oszillationszahl zur Verfiigung haben, sobald Bauch in den in I be- 
handelten Fiillen komplexe Werte annehmen darf. Dabei ist aber zu- 
nichst zu bemerken, daB wir von jetzt ab nicht mehr die Schnitte einer 
Begrenzungslinie mit dem Orthogonalkreise als Oszillationszahl annehmen 
diirfen, da die Begrenzungskurven bei komplexen Parametern im allgemeinen 
nicht mehr Kreise sind und die Zahl ihrer Schnitte mit dem Orthogonal- 
kreise durch erlaubte Abiinderung des Systems der Schnittlinien in der 
z-Ebene beliebig modifiziert werden kann. 

Unser Beispiel wird uns aber gerade tiber den Charakter der Ober- 
theoreme aufkliren. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns wieder die z-Ebene zuniichst lings 
der Achse des Reellen von a iiber 6 bis d aufgeschnitten, so daB wir in 
der ¢-Ebene ein Rechteck mit den Seiten 2, und @,i als Fundamental- 
bereich haben, und diesen Fundamentalbereich bilden wir durch: 

kx , tk,x 
— ta(ss + ah 
auf die y-Kugel ab. Geht nun ¢ auf der Achse des Reellen von 0 bis 
@,, 80 beschreibt die GréBe: 
(58) rm (pe + Su) 


2 a, 2, 





in der komplexen t-Ebene eine Gerade, welche dort durch den Koordi- 
natenanfangspunkt geht, und zwar bewegt sich, wenn wir ein fiir allemal 
k, als positiv voraussetzen, bei wachsendem ¢ die GréBe +t so, dab ihr 


reeller Teil wiichst. Ist dann ¢ = i , so liegt der entsprechende Punkt y 
auf dem Kreise der rein imaginiren Zahlen und zwar zwischen +i und 
+ coi, wenn k, positiv ist, zwischen — i und — oo i, wenn hk, negativ ist; 
fiir t= Ee liegt »4 auf demselben Kreise zwischen 0 und +7 bzw. 
zwischen 0 und — é; riickt daher ¢ von 0 bis @,, so windet sich y von 
0 ausgehend spiralférmig nach innen, d. h. gegen +i baw. —i riickend 
durch [F] Blatter derjenigen Riemannschen Fliche, auf welche die 


t-Ebene durch tg abgebildet wird. [=] bedeutet dabei die gréBte 


ganze in = enthaltene Zahl. Sobald nun k, und k, von 0 verschieden 


sind, ist der Orthogonalkreis reell und geht durch die Punkte +i und — i, 
das sind aber gerade die Windungspunkte der Riemannschen Fliche. Wir 
wollen nun eben die Zahl der Blatter, die zwischen b’ und a’ liegen, zur 








—""-, 


ws et oo lc e!lCUD 
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Definition der Oszillationszahl wihlen. Wir denken uns dabei die Bliitter 
iibereinander gelegen, dann zihlen wir den Ubergang zu einem hiher ge- 
legenen Blatte als positiv, den zu einem niederer gelegenen Blatte als 
negativ. Zwei Gerade, von denen die eine so in die andere tibergefiihrt 
werden kann, daB sie, ohne da dabei ein Endpunkt auf den Orthogonal- 
kreis fallt, derart zur Deckung kommen, daB die eingestrichenen End- 
punkte zusammenfallen, wollen wir als im gleichen Blatte gelegen be- 
zeichnen. 

Zwei Achsen, deren eingestrichene Endpunkte auf derselben Seite 
des Orthogonalkreises liegen, die aber selbst in zwei aufeinanderfolgenden 
Blittern liegen, sind dann solche Gerade, welche die Eigenschaft haben, 
daB die eine derselben in diejenige Gerade, welche geometrisch mit der 
anderen Achse zusammenfallt, aber im niichsten Blatte liegt, iibergefiihrt 
werden kann, ohne daB beim Ubergang ein Endpunkt auf den Ortho- 
gonalkreis fallt. Wir wollen dann, wenn zunichst a’ und b’ auf derselben 
Seite des Orthogonalkreises liegen, die doppelte Zahl der zwischen b’b” 
und a’a” liegenden im obigen Sinne gezihlten Blitter als charakteristische 
Oszillationszahl des Intervalles ba einfiihren, wobei aber im allgemeinen 
bei den anderen Achsen auch das Vorzeichen zu beriicksichtigen ist; wir 
wollen durch Definition festlegen, daB die zu ba gehérige Oszillationszahl 
stets positiv ist. 

Fiallt a’ auf dieselbe Seite wie b”, so wollen wir folgende Festsetzung 
treffen. Wenn b’b” mit a’a’ zusammenfillt, erteilen wir dem Intervalle ba 
die charakteristische Oszillationszahl + 1 und von hieraus zihlen wir analog 
wie vorher um + 2 weiter. Diese Definition der charakteristischen Oszil- 
lationszahl] des Intervalles ba bleibt nun erhalten, wenn wir statt der 
speziellen Zerschneidung die allgemeinere Zerschneidung der Fig. 1 wihlen.*) 

Wir lassen jetzt ¢ von 0 nach @,i gehen. Wir setzen dann: 

(39) om (ht + B20, 


2@, 2a, 
wobei ¢, von 0 bis w, geht. Es sind zwei wesentlich verschiedene Fiille 
zu unterscheiden, je nachdem k, positiv oder negativ ist, h, ist nach wie 
vor als positiv festgelegt. 

Ist k, positiv, so geht-r von t = 0 in dem Sinne, dab der reelle Teil 
immer stirker negativ wird, wenn ¢, von 0 nach w, geht. 1 beschreibt 
dann eine Kurve, welche sich durch die wnterhalb des Ausgangsblattes ge- 
legenen Blatter hindurchzieht, wihrend die ba entsprechende Kurve sich 
durch die oberhalb gelegenen Blitter hindurchzog. Es ist also die zu 
dem Intervall be gehérige charakteristische Oszillationszahl — hy. 


*) Vergl. auch die Anmerkung 8. 48. 
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Ist k, dagegen eine negative Zahl, so windet sich die Kurve durch 
die Blatter oberhalb des Ausgangsblattes. Die dazugehérige charakteristische 
Oszillationszahl ist also wieder — k,. 

Wir haben daher in Ergiinzung zu Satz 3: 

Satz 4. Man kann in der Differentialgleichung (38) den komplexen 
Parameter B auf eine und nur auf eine Weise so bestimmen, dap der 
dazugehirige Kern einen Orthogonalkreis besitzt, dap ferner zu dem Inter- 
valle ba eine positive ganzzahlige vorgegebene charakteristische Oszillations- 
zahl und zu dem Intervalle be eine positive oder negative ganzzahlige vor- 
gegebene charakteristische Oszillationszahl gehért. 

Es eriibrigt uns noch, der Vollstiindigkeit halber, die Beschreibung 
des Fundamentalbereiches in der 7-Ebene zu Ende zu fiihren. Wir lassen 
daher ¢ von @,i nach @,i + 2@, gehen, wofiir: 

: - (k,@ k,@ 
(60) n= te[(h— 3) = +i (D+ 35)] 
wird. Die Kurve zieht sich daher von c um &k, Blitter hinauf. Geht 
dann ¢ von @,i +2, nach 2@,, so kommen wir zu demselben Punkte, 
wie wenn wir ¢ von © auf der Achse des Reellen bis 2@, wachsen liefen, 
also kommen wir in das k,“ Blatt tiber dem Ausgangsblatte, die Kurve 
da’ windet sich also um [ a | Blitter hinauf oder hinab, je nachdem i, 
positiv oder negativ ist. Die zum Intervalle de gehérige charakteristische 
Oszillationszahl ist also gleich der zum Intervalle ab gehérigen, die zum 
Intervalle ad gehérige Oszillationszahl ist gleich der zum Intervalle ba 
gehdérigen. 
§ 3. 
Integration der Differentialgleichung (1) bei sehr 
groBen Parameterwerten. Allgemeine Betrachtungen iiber die 
charakteristischen Oszillationszahlen. 


Wir ae also jetzt wieder zu der Differentialgleichung: 
—e« , i—6 y Az+B 
(1) at +(=5 +o bt i att G—ae—-e-er* 
tiber, in der jetzt a, b, c und d irgendwelche komplexe Zahlen sein méigen. 
Wir untersuchen dann das Verhalten der Lésungen, wenn | B| sehr grob 
ist. Es sei: 
(61) i pe 


@—a)'~*(¢—b)-"¥@—e@'-7’ 


dann erhalten wir: 


(62) £¥ + (w@—a)!-*#(2—b)!-*# (@—6)'-*7(Ae+ B)y=0 
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Um den Faktor von By zu entfernen, setzen wir: 





(68) ds— da V(e —a)~ 24% — 9)'— 37 (¢ — o)'~*7 dx 





(@—a)'~*@—b)-"@—e" Va —a)(@—Y (@—0) 
(64) Y¥=yVie—a)-**(@—b)- 7 — 0), 


Dann erhalt man: 











(65) = + are NY=0, 
wobei: 
(66) N=Ar+ 
ad 1 ee : 
ee Ve- 8e(~ —b)'- Fe —o'- a (@— a)'~*4(¢ — b)'- 2 (@— 27) 
Es sei: 
(67) B= rie. 
Wir legen dann durch irgendeinen Punkt z die Gerade: 
-_ i 
(68) e#—f=e *, 


wobei z, im ersten Fundamentalbereiche liegt, auf welchen die zerschnit- 
tene x-Ebene durch z abgebildet wird, und so gewahlt sein mag, dab die 
Gerade (68) durch keinen der Unendlichkeitspunkte von N, also durch 
keinen Bildpunkt, der a, b, c oder d entspricht, geht, und da innerhalb 
einer vorgegebenen Anzahl von Fundamentalbereichen der Abstand der zu 
diesen gehérigen Bildpunkte der Punkte a, b,c, d von dieser Geraden 
oberhalb einer festen Grenze bleibt. 

Dann kénnen wir nach einer von Liouville*) herriihrenden Methode 
die Differentialgleichung (1) lings (68) asymptotisch integrieren. Wir 
zerlegen dazu die Integration von (65) in die Integration von: 


(69) oY 4 Y= 0 

und 

@y,. e 

(70) det t+" Y= 9(e-)=—NYe %, . 
Seien nun Y, und Y, og Integrale von (69), so daB 

‘ : ay, 

(71) rs a *_ Y, de =—C, 


dann ist das allgemeine Integral von (70): 


(72) Y=G¥,+G%+4 { LOK) — KeKo) (eda. 
0 


*) Journal de Liouville, Bd. 2, 8. 119. 
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Setzen wir nun Y, = sin(re), Y, = cos(re), dann ist: 
Ge 
(73) ¥(e) = G; sin(re) + G, co8(re) — +f sin(r(e— en) (e,)der- 
0 
Es sei dann M das Maximum des absoluten Betrages von Y in dem 
Intervalle 0 bis ge, M, dasjenige von | C, sin(re) + C, cos(re)', M, das- 
jenige von | N , dann folgt aus (73): 


M<M,+~ MM, 
also ist: 


(74) mM<—*% 


Wir betrachten jetzt speziell die beiden Fille C,=1, C,=0 und 
C, = 0, C, = 1, also: 
Q 
(Ta) — ¥¥(e) = sin(re) + ~eq f sin (r(e— 0) N(ere*) ¥¥(0) de, 


0 

(Tb) Y¥(e) — cos(re) + Fe f ‘sin(r(o—@,)) N(e,¢%) ¥4(@,) dry. 
re”. 
0 


¥¥(¢e-#*) 
¥" (ee *) 
Zahl iibersteigt, einem vorgegebenen Stiicke der Geraden (68) eine Kurve 
auf der Kugel, welche sich immer in der Umgebung des Kreises der 
reellen Zahlen 6fter als eine beliebig groB vorgegebene Anzahl mal herum- 
windet. 

Wir legen dann durch ¢z, eine Gerade, welche auf der Geraden 
(68) senkrecht steht, und deren Abstand von den Unendlichkeitspunkten 
innerhalb der vorgegebenen Anzahl von Fundamentalbereichen oberhalb 
einer festen Grenze liegt. Wir behandeln diesen Fall analog wie den 
eben erledigten. Wir setzen: 


Setzen wir = 9, so entspricht, wenn r eine geniigend grofe 


re 
(76) e—%= ie * 
und erhalten: 
-7—_Jf6 . g (@-@ir _ ,-(@- G1)"  . 
(Ua) YE EEE PE (Fie) MGM, 
re 


- - eek as - 
-r¢ 2 (o— : = — ( -@:r a 
(100) ym OEE Ff a) rena. 





2 
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Setzen wir beidemal e”? als Faktor heraus, so finden wir wie oben, 
daB die Integrale nach Division durch e? unterhalb einer bestimmten 
Grenze bleiben. Bewegen wir daher z auf der Senkrechten in der Rich- 
tung der wachsenden @ um ein gegebenes Stiick, so riickt der ent- 
sprechende Wert von », wenn r groB genug ist, beliebig nahe an i, be- 
wegen wir 7 in entgegengesetzter Richtung, so riickt 7 beliebig nahe 
an — i. 

Errichten wir jetzt in irgend einem anderen Punkte z, der Geraden, 
fiir den 9 =o sei, das Lot, so kénnen wir ganz analoge Formeln zu 
(76a) und (76b) aufstellen. Es ist nimlich nach (75a): 

g 

. @¥! 1 “a 12 

(Ma) = r| cos (ro) +e f° r(@—0,) N(o,¢%) ¥*(0,) do, | e*. 


J 
0 


1a 7 p ¢ a ‘v 
(77b) —3-=r Ic sin(re) + va f eosr(e — 0) N(09, 6) ¥(0,)de, | e*. 
re 
0 
Also ist: 


Y'(6) = sin(re) + —dh, Y"(6) = cos(re) + = Jay 


I A 4 ay™ ; Me 
(= ) = r| cos (ro) + ; J, \e? 9 (= ) = r[- sin (ro) + + J.je* ' 
e=a q Zz 
wobei J,, J,, J;, J, GréBen sind, deren absoluter Betrag unterhalb einer 
festen Grenze liegt. Wir haben also lings der Senkrechten: 
ee @ 

(78) —2Z,= te ’, 
welche in bezug auf die Unendlichkeitsstellen denselben Charakter haben 
soll wie die Geraden (68) und (76) 

[-er 4 ima lete| tr +o it dyer” 
(78a) Yi= : a 


24 


e _ . 
: (-8,) _ ,-@-ir ( mA ° . 
ée é om Pim 2 = 
af ve? ig,) YG.) a, 


ré? 
0 


coy) re LC eta) [ore Ha 


-r0 


g i 
; @-@¥ _ .- @-tY 2 7 
4 | ~ le 2 ig,) Y" (6,1) do,, 


re? 





Daraus folgt, daB, wenn wir nur groB genug wihlen, 7 beliebig 
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nahe an é heranriickt, wenn sich z auf der Geraden (78) im Sinne der 
wachsenden 6 um ein gegebenes Stiick verschiebt, ferner daB 4 beliebig 
nahe an — i heranriickt, wenn sich 7 auf der Geraden in entgegengesetzter 
Richtung bewegt. 

Wenn also r geniigend groB ist, bedeckt der Fundamentalbereich 
die »-Kugel mit Ausnahme der Umgebung von +i und — i beliebig oft, 
da wir dann auf jeden Punkt z, der Geraden (68), der innerhalb einer 
endlichen vorgegebenen Anzahl von Fundamentalbereichen liegt, denselben 
Schlu8 aufbauen kénnen, wenn wir nur eine endliche, ebenfalls unter 
einer angebbaren Grenze liegende Anzahl von Punkten durch beliebig 
kleine Intervalle ausschneiden. Ferner ergibt sich aus dem Gesagten, dab 
die zum Ausgangsfundamentalbereich benachbarten Bereiche sich immer 
mehr an +i bzw. — i heranschieben, so daB also folgt, daB der Funda- 
mentalbereich sich beliebig oft bei wachsendem r iiber den Orthogonal- 
kreis hiniiberzieht. Dieses wiirde nimlich nur dann nicht eintreten, wenn 
der Orthogonalkreis mit wachsendem + immer kleiner werdend um + i 
oder —i allein sich herumziehen wiirde. Dieses ist aber nicht méglich, 
da dann die Bereiche, die sich immer mehr an + i heranziehen, nicht in 
die Bereiche, die sich an —i heranziehen, durch eine Substitution iiber- 
gefiihrt werden kénnten, die einen solchen Orthogonalkreis in sich iiberfiihrt. 

Wir wollen nun zeigen, daB nie zwei zu verschiedenen charakteristischen 
Oszillationszahlen gehérige Fundamentalbereiche zusammenfallen kénnen, 
wenn wir, vom Spezialfalle ausgehend, die in der Differentialgleichung vor- 
kommenden Parameter derart stetig aindern, dab der dazugehérige Kern stets 
einen reellen Orthogonalkreis besitzt, auf den weder a’, noch b’, noch ¢’, noch 
d fallen kénnen, da wir parabolische Substitutionen ausschlieBen.*) Wir 
denken uns dabei die z-Ebene durch gerade Linien zwischen den singuliren 
Punkten aufgeschnitten und die singuliren Punkte nur so verschoben, dab 
nie ein singulérer Punkt mit einem anderen singuliiren Punkte zusammen- 
faillt, und daB die singuliren Punkte nur Endpunkte der Schnittlinien sein 
kénnen. In dem im vorigen Paragraphen behandelten Spezialfall hatte sich 
nun der Fundamentalbereich bandférmig auf der Kugel hingezogen. Eine 
charakteristische Oszillationszahl kénnte nun nur dadurch sich indern, 
daB eine Seite des Bandes in einem Blatte ganz auf die eine Seite des 
Orthogonalkreises sich zusammenzieht, wahrend es friiher diesen zum 
mindesten zweimal schnitt; damit aber dieses eintreten kann, muB bei der 


*) Nach einer nachtriiglichen miindlichen Mitteilung von Herrn Klein li6t sich 
die charakteristische Oszillationszahl z. B. des Intervalles ab als diejenige ganze Zahl 
definieren, welche um 2a vermehrt die Amplitude derjenigen Drehung gibt, welche 
b’ erfihrt, wenn x von b ausgehend nach einem einfachen Umlauf um a nach b 
zuriickkehrt. Durch diese Definition wird unsere Behauptung evident. 
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stetigen Abiinderung ein Moment eintreten, in welchem die Seite gerade 
den Orthogonalkreis beriihrt, sonst aber in dem ganzen Blatte auf der 
einen Seite des Orthogonalkreises liegt; diesen kritischen Moment wollen 
wir fixieren. Vor Eintreffen desselben lag die betreffende Kurve noch 
zum Teile auf der anderen Seite des Orthogonalkreises, und es lagerten 
sich daran nach innen neue Fundamentalbinder, deren Randkurven in 
dem betreffenden Blatte auch noch zum Teile unterhalb des Orthogonal- 
kreises lagen, da ja ein kritischer Moment noch nicht eingetreten sein 
soll. Beim Eintreten des kritischen Momentes wiirden dann die Kurven 
sich beriihren miissen. Ein solcher Beriihrungspunkt auf dem Orthogonal- 
kreis, welcher mehreren Fundamentalbereichen angehért und in demselben 
Blatte liegt, ist aber bei unserer Zerschneidung unméglich, da die Punkte 
a’, b’, ¢, d’ nicht auf dem Orthogonalkreis liegen. Wir haben daher: 


Satz 5: Andert man die Parameter der Differentialgleichung (1), d. h. 
die singuldren Stellen, die Exponenten (innerhalb der erlaubten Grenzen) 
und den akzessorischen Parameter von einem Falle des Satzes 4 ausgehend 
derart ab, daB der Kern stets einen reguliren Orthogonalkreis besitet, und 
dap jeder singuliire Punkt stets nur Endpunkt der dieselben in ganz be- 
stimmter Reihenfolge verbindenden geraden Linien ist und mit keinem 
anderen zusammenfdllt, so dndern sich die charakteristischen Oszillations- 
zahlen nicht, und der absolute Betrag des akzessorischen Parameters bleibt 
unterhalb einer endlichen Grenze. 


§ 4. 
Behandlung des allgemeinen Falles bei vier komplexen singuliren 
Stellen. 


Wir steigen nun von dem im § 2 behandelten Falle aus allmiahlich 
zu dem allgemeinen Faile auf, der neben der Einschrinkung, dab die 
GréBen a, 8, y und 6 kleiner sind als 1, nur mehr die hat, daB die 
GréBen A,, A,, A, und A, wesentlich positiv sind. Wir wallen dabei 
zuniichst nur diejenigen Obertheoreme behandeln, welche sich nicht an 
die in I untersuchten anschlieBen. 

Wir betrachten die in § 2 aus (12) gewonnene Kurvenschar (53) in 
der Ebene mit den Koordinatenachsen B, und B,. Man sieht nun zu- 


nichst, daB die linke Seite von (12), also # (4 7), beim Uberschreiten 
2 

der Kurven jedesmal ihr Zeichen wechselt. Wir betrachten dann auf 

denjenigen Kurven (53), fiir welche k, positiv wnd von 0 verschieden ist, 

das Vorzeichen des Ausdruckes R (5 *1), also der linken Seite von 


1 —_ 
sin (#) t 


Mathematische Annalen, LXVIII. 4 
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(24). Dieser Ausdruck verschwindet, so oft B einen Wert von (57) hat, 
und zwar von erster Ordnung. Da nun in diesen Fillen immer ein 
Orthogonalkreis existiert, so kann dabei nicht sin verschwinden, es 
sei denn k,=0, in welchem Falle die Substitutionen A und B die- 
selben Achsen besitzen und E die identische Substitution ist. Daher 
haben wir diese Fille am Anfange dieses Paragraphen zunichst aus- 
geschlossen. 

Wir indern nun die Exponentendifferenzen a, 6, y und 6 und die 
singuliren Stellen stetig ab, dann wollen wir durch Zihlen der Vorzeichen- 
wechsel der linken Seite von (24) auf den Kurven (12) zeigen, daB stets 
eine ungerade Anzahl und also sicher ein Punkt vorhanden ist, fiir den 
(12) und (24) verschwinden und die Intervalle zu den vorgegebenen charak- 
teristischen Oszillationszahlen gehiren. Bezeichnen wir zwei solche Schnitt- 
punkte der Kurven (12) und (24), welche dieselben charakteristischen 
Oszillationszahlen haben, als zwm gleichen Typus gehérig, so kénnen nie 
zwei Schnittpunkte der Kurvenscharen (12) und (24), die zu verschie- 
denem Typus gehéren, zusammenfallen, dagegen kann stets eine gerade 
Anzahl von Verschwindungspunkten, die zu demselben Typus von (24) und 
(12) gehéren, entstehen oder auch wieder verschwinden. Wenn nun, was 
bei der Abanderung eintreten kann, ein Kurvenzweig von (12) aus dem 
Unendlichen hereinwichst, so wird er nach Satz 5 zuniichst keinen zu 
den festen charakteristischen Oszillationszahlen k, und k, gehérigen Schnitt- 
punkt von (24) aufweisen kénnen, also wenn er spiiter tiberhaupt welche 
hat, wird er sie nur in gerader Anzahl besitzen. Dabei bleibt also die 
Zahl der zu zwei fiir die beiden Intervalle vorgegebenen charakteristischen 
Oszillationszahlen gehérigen Schnittpunkte ungerade. Es wird nun auf 
einem der Zweige von (12) nie eine im Endlichen geschlossene Kurve 
entstehen kénnen, welche eine ungerade Zahl von Schnittpunkten, die zu 
demselben Typus gehéren, enthalt und keinen anderen Schnittpunkt trigt, 
da man beim Durchlaufen derselben zu demselben Vorzeichen der linken 
Seite von (24) kommen muf. Nun sind die zu festen charakteristischen 
Oszillationszahlen gehérigen B, und B, stets unterhalb einer festen 
Grenze gelegen, es kénnen daher die zu demselben Typus gehérigen 
Oszillationszahlen nicht in unendlicher Anzahl vorhanden sein, es sei denn, 
daB ein Kurvenzug von (12) mit einem solehen von (24) zusammenfillt. 
Auf einem solchen Kurvenzuge kénnen aber nur solche Punkte liegen, 
die zu demselben Typus gehéren, also mu er ganz im Endlichen liegen 
und geschlossen sein; ob nun dieser Zweig wegfallt, oder nicht, die Zahl 
der itibrigen zum Typus gehérigen Schnittpunkte ist stets ungerade und 
kann also nie 0 werden. Es bleibt daher, was auch sonst eintreten mag, 
stets fiir jeden Typus ein Wertepaar B, und B, vorhanden, wie wir 
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auch innerhalb der vorgeschriebenen Grenzen die Exponentendifferenzen 
abindern, wenn wir jedesmal den Fall, daB zwei Exponentendifferenzen 
einander gleich werden, nur als Grenzfall zulassen, da ja nur dabei E die 
identische Substitution werden kann. 

Um nun auch das Grundtheorem und die an I sich anschlieSenden 
Obertheoreme zu behandeln, bezeichnen wir, allenfalls unter Abianderung 
der Bezeichnung, mit ab bez. cd je ein zu der charakteristischen 
Oszillationszah] 0 gehériges Intervall und gehen wieder von dem Spezial- 
falle des § 2 aus, in dem auch a, b, ¢ reell sein sollen, wahrend d im 
Unendlichen liege. Wir setzen jetzt, abweichend von friiher, ¢,—0, t,=@,, 
t,= @,+%, und bringen a’ nach 0, a” nach oo. Um nicht neue Indizes 
einfiihren zu miissen, bezeichnen wir auch nach der Transformation den 
Wert von y in J’, b", ¢, ce” mit w,, uy, %,, ve und nehmen dann als 
Orthogonalitiitsbedingung: 


(79) R (i *) =@, 
(80) aw x (i 5 pes 0, 


wobei # der Winkel ist, den die Achse c’c” mit der von a’a” und ee” 
bez. E’ E” unter Voraussetzung von (79) gebildeten Ebene einschlieBt. 


Es ist dabei im Spezialfalle: 
(81) “ — —tg*(VBo,), — * = —tg*(VB(o,+ ie,)). 


V 

Da das Intervall ab die charakteristische Oszillationszahl 0 besitzen soll, 
so folgt unter Beriicksichtigung von Satz 3 aus (79) die Gleichung: 

(82) B, = 0, 

und zwar wechselt die linke Seite von (79) ihr Vorzeichen, wenn B, 
von einem positiven zu einem negativen Werte iibergeht. Wir haben 
nun zuniichst einen der in I behandelten Fille, in dem also, wenn 
B, = 0 ist, die Gerade c’c” die Gerade b’b” schneidet. Ferner schneidet 
b’b” sowie cc” die Gerade ee” bez. E’ E”, also liegt, wenn’ sich die 
drei Geraden nicht in einem Punkte schneiden, was ja im allgemeinen 


eintritt, wenn 
B ky 2 x? 
r] + re 4o,? ? 


i 


ee’ bez. E’ E” mit b’b” und cc” in einer Ebene, also in derjenigen 

Ebene, die durch b’b” geht und in gewéhnlichem Sinne senkrecht auf 

der von a’ a’und b’b” gebildeten Ebene steht. Nun kann iiberhaupt nie 

E’ E” mit b’b” oder cc’ zusammenfallen, da ja E’ E” die Kugel nicht 

schneidet oder hiéchstens beriihrt, ebensowenig kann b’b” oder cc” mit 
4* 
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e é’ zasammenfallen, da dann a’ a” mit b’b” bez. cc” mit dd” zusammen- 
fallen wiirde, was unmidglich ist, da die Intervalle ab und cd nicht- 
oszillatorisch sind. Aus demselben Grunde kann E nicht die identische 
Substitution sein. Daraus folgt aber, daB fiir die in Betracht kommenden 
Fille jetzt sin@# in bestimmter Form existiert und stets von 0 ver- 
schieden ist. 


Wird nun B= (* =’, so hat (80) eine einfache Nullstelle, an der 
@, 


sin # von O verschieden ist. Desgleichen findet, wenn B, = 0 ist, beim 
Durchgange von B, durch 0 ein Vorzeichenwechsel der linken Seite von 
(80) statt. 

Nur wenn B = 0 ist, also beim Grundtheorem, geht der reelle Ortho- 
gonalkreis in einen Punkt iiber. Veriandern wir jedoch a, B, y, 8 zunichst 
beliebig wenig derartig, daB A,, A,, A,, A, wesentlich positiv werden, 
so folgt aus I, daB der Kreis in einen wirklichen reellen Orthogonalkreis 
iibergeht. 

Wir haben jetzt nur den obigen SchluB zu wiederholen, indem wir 
die Zahl der zu den charakteristischen Oszillationszahlen 0, k, gehérigen 
Verschwindungspunkte der linken Seite von (80) auf den durch (79) be- 
stimmten Kurvenziigen zihlen, wenn wir Exponenten und singulire Stellen 
stetig verschieben, derart, daS stets A,, A,, A,, A, positiv sind und 
héchstens in einem Grenzfall, d. h. in einem Falle, in dem wir den 
ProzeB schlieBen, zwei Exponentendifferenzen einander gleich werden. 
Wir haben also zusammenfassend : 

Satz 6. Wenn die zu der Differentialgleichung (1) gehirigen GriBen 
A,, A,, A, und A, positiv sind, so kann man stets den akzessorischen 
Parameter B als komplexe Grife so bestimmen, daB der zugehirige Kern 
einen reellen Orthogonalkreis besitet und daB zu dem Intervalle ba irgend 
eine vorgegebene ganzzahlige, als positiv angenommene oder verschwindende, 
charakteristische Oszillationszahl k,, und zu dem Intervalle be irgend eine 
vorgegebene ganzzahlige, positive, verschwindende oder (wenn k, +0) nega- 
tive charakteristische Oszillationszahl gehirt. Als Spezialfall ergibt sich 
daraus das Grundtheorem der automorphen Funktionen im Falle von vier 
reellen oder vier komplexen singuliiren Stellen. Uber die Eindeutigkeits- 
fragen miiBten noch Spezialuntersuchungen durchgefiihrt werden, deren 
allgemeine Erledigung mir bis jetzt noch nicht gelungen ist. 
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Kapitel II. 


Fall beliebig vieler reeller singulirer Punkte bei reellen 
Parametern.”) 


$1. 
Aufstellung der Differentialgleichung. 
Zusammenhang mit dem Kreisbogenpolygon. 


Es seien der GréBe nach geordnet a,, a,,---,a,, gegebene reelle 
GréBen, ferner seien «,, @,---,@,,@,,, irgend welche zwischen 0 und 1 
liegende positive reelle Zahlen, welche von 0 und 1 verschieden sind. 
Wir betrachten dann die Differentialgleichung: 

’ it “oo t—~+ 1—an\ d 
@ i+(Sseioss+icsyg 


z—a@ ° ©—4a, L—Gy/ dx 





Ag? + Ayah 4+. 4+ Ang 
+ @=aje—a) +. + ea ¥—% 
welche die » + 1 singuliren Stellen a,, a, - - 


denen die Exponentenpaare: 





*,4,,4,,, = CO besitat, zu 


, ” 
@,,053 Oy, 0; +++3 @,, OF Orsay Ongs 


gehéren. Dabei ist: 


(2a) Oy Hy tee On + Ong + Ong1 =n —2, 
(2b) Cn +10n+1 = A, 
(2c) On+1 — Cng1 = yyy. 


Wir definieren jetzt analog zu Il § 2 die zu der singuliren Stelle a, 
gehérigen Fundamentallésungen durch: 


= _ |x — a, Ss i (x =s a;), ) = D Oa (x _ a) ? 


a 


wobei §§ immer eine Potenzreihe reprisentiert. Die Fundamentallésungen 
werden noch jeweils zweckmiBig normiert. Wollen wir beispielshalber 
die Kantenlinge auf der Kante a; a,” berechnen, so fiihren wir die in 
I § 3 durch (25) gegebenen Normierungen ein, wobei fiir a, %, ¢ jetat 
O41, Uy @,_, ma setzen ist; statt 1,,1,,”,,, fihren wir jetzt die GréBen 
LG@t+), 164+, 1.6%, 16%» ein, wobei also der obere erste Index 
die mittlere der drei in Betracht kommenden singuliren Stellen an- 


*) Der Fall von fiinf reellen singuliiren Punkten wurde auf meine Anregung von 
Herrn Gerstenmeier in einer voraussichtlich als Erlanger Doktordissertation er- 
Scheinenden Arbeit behandelt. 
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deutet. Wenn wir diese Bezeichnung einfiihren, erhalten wir ohne weiteres 
aus I (10) und (12) die Liinge der Seite a/,, a; und die Kantenlinge auf 
der Kante a, a;", also auf der Achse derjenigen Substitution, welche 
einem Umlaufe um a, entspricht. Wie jedoch schon in II bemerkt wurde, 
wollen wir abweichend von I in I (13): 


setzen. Es sei jetzt: 
dx 
dt = ——., 
(3) (a —a,)'~ (a — a,)'~% er: (a@—a,)'~%? 
dann geht (1) iiber in: 
d*y 
(4) qe + 
|e —a, |?~*% je —a, 22% ... |e —a,\*-? 


(a — a,) (@ —a,) --- (a — a") (Aa**+ A,a*-$+... +A,_s)y=0. 


Zunichst wiederholen wir nun die Diskussion des Vorzeichens von A, 
wobei wir wieder den in das Unendliche geworfenen Punkt als Index 
anfiigen. Dann haben wir wieder drei Fille. 

(A) Es sei 


A >0, a toy +---+a,<n—1. 

Dann sind alle A,, 4,,°**; A,» a positiv. Umgekehrt, sind alle 
GréBen A, -- - Baas positiv, so ist 

Gta t+---+a,<n—1. 

(B) Es sei 

Sega Os @ +a,+---+a,>n—1. 
Dann sind die GréBen A,, A, --- A,, negativ. Umgekehrt, ist 4... 
positiv, sind dagegen die anderen A,, negativ, so ist 
“%+a+---+a,>n—1. 

(C) Es sei , 0, dann sind entweder alle A, negativ oder 
zum wenigsten alle mit Ausnahme eines einzigen. Die Ableitungen dieser 
Tatsachen ergeben sich genau wie in I § 3. 


Es sollen jetzt noch die Bedingungen fiir die Existenz eines Orthogonal- 
kreises angegeben werden. Diese sind 
(5) L29L,29 =12 0120, 16,9104 —1,6.91,6,%, . 


4,@-1,9 L,@-1 OD aie L@-1 n—2) L@—%, n—2) 


Denn dann schneiden sich die Achsen a,'a,", a,'a,.", a, a;",---,4@, a," im 
einem Punkte. Maultiplizieren wir dagegen die rechten Seiten der Glei- 
chungen je mit einer geeigneten reellen GréBe, so erhalten wir Glei- 








Sg as al eee ee em oe) ee ee |e oe 











Kleinsche Theoreme iiber lineare Differentialgleichungen. II. 5d 


chungen, welche fiir »—2 Kanten vorgegebene rein imaginire Kanten- 
lingen postulieren. 

Man kann sich nun die Aufgabe stellen, durch Vorgabe von n — 2 
rein imaginiren Kantenlingen und gewissen Oszillationszahlen, oder durch 
Vorgabe von n—2 reellen Seitenliingen oder durch Vorgabe einer Anzahl 
m rein imaginiarer Kantenlingen nebst gewissen Oszillationszahlen und 
n—m—2 reellen Seitenliingen die »—2 akzessorischen Parameter zu 
bestimmen. 


§ 2. 
Eindeutige Bestimmung der akzessorischen Parameter durch n — 3 
reelle Seitenlingen. 


Dieser Fall erledigt sich wieder am leichtesten, und wir haben die 
Ausfiihrungen von I § 5 nur in wenigen Punkten zu erginzen. Es seien 
die vorgegebenen Seitenlingen von der Form . “a; dabei seien p, und q, 


teilerfremde ganze Zahlen und gq, nicht 1. Durchlaufen wir nun das 
Intervall, zu welchem die Seitenlinge & ‘x gehéren soll, g, mal unter Fest- 


haltung des in § 5 angegebenen Fortsetzungsprinzips, so muB eine Lisung 
existieren, die am Anfang und am Ende verschwindet und im Inneren 
p, — 1 Nullstellen besitzt. Wir kommen daher jetzt auf ein » — 2 para- 
metriges gewéhnliches Oszillationstheorem, welches fordert, dab in n—2 
Intervallen Lésungen existieren, von denen die zum i” Intervalle ge- 
hérige am Anfang und am Ende des q;-fach durchlaufenen Intervalles 
verschwindet und im Inneren p,—1 Nullstellen hat. Um den Beweis 
dieses Oszillationstheorems zu erbringen, hat man unter Beriicksichtigung 
der Ableitung in I § 5 nur den. von Herrn Béocher fiir das m-para- 
metrige Oszillationstheorem gegebenen Beweis wértlich zu wiederholen*), 
um den folgenden Satz zu gewinnen. 


Satz 1. Man kann stets auf eine und nur eine Weise die akzessorischen 
Parameter als reelle Grifen so bestimmen, dap n—2 Seiten vorgeschriebene 
reelle Liingen besitzen, die aber nicht ganze Vielfache von x sind. Sind 
die Werte der Seitenliingen ganze Vielfache von x, so hirt die eindeutige 
Bestimmtheit der Parameterwerte auf. 

In der Tat schliebt man von den Seitenlingen S. stets auf be- 
liebige Seitenlingen P,2, wenn P, auch eine Irrationalzahl ist, da die 
Parameter sich nach I § 4 stetig mit den reellen Seitenliingen ‘ndern, 


*) Bocher, American Bulletin, Oktober 1898 und April 1900. 
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sofern diese nicht gleich ganzzahligen Vielfachen von 2 sind; bei stetiger 
Abianderung schlieBen sich jedoch an die ganzen Vielfachen von x kom- 
plexe Seitenlingen an. 


§ 3. 
Hilfssitze. 
Wir setzen: 
Agt-? + Aya*-* feeet As = P(z), 
je — a, |?~*%|2—a,|*-*% . - - |e —a, |? 2% 





—— = 8(2). 


(@—a,) @—a,) +--+ (@—an) 
S(x) andert also bei den singuliren Punkten und nur bei diesen sein 
Vorzeichen, wir nennen nun das Vorzeichen des Wertes von S(zx) in 
einem Intervalle die Signatur des Intervalles, die also positiv oder negativ 
ist. Zwei benachbarte Intervalle haben stets verschiedene Signatur, die 
des Intervalles a, co ist stets positiv, die des Intervalles — ca, ist 
positiv oder negativ, je machdem m gerade oder ungerade ist. Wir 
machen dann folgende Hilfsbetrachtungen. 
Es sei 
(6) P(x) = P,(z) 
so gelegen, daB keine der vier Fundamentallésungen 
7” , ds ; = Ay . ¥ “ +1 
im Inneren des Intervalles a,a,,, verschwindet und daB die GréBen 
QG.4+1), IG»é+1), [+158 Ig+159 
alle positiv sind. Ein solches Intervall nennen wir _,,nichtoszillatorisch.“ 
Ebenso sei das Intervall a;,,a@,,, nichtoszillatorisch. Wir setzen dann 
(7a) Foti = Fs— Ht" Ye; rye = Fs 5" Ye; 


G1 _ Pu _ (é,¢—1) Fra; , 1. % i,t-1) Ha; 
Fa wp a= U Yas Y, Ee i Py 


= %_ P%+1 _ (i+1,4) 441. %_ VP %4+1 _ #+1,8 M41, 
GD Wee Fo — ers Fm Ket — BES 


Yur? — Put — fOr 6+) Pasi. poise Putri — Pettit poss 
“i+2 p41 1 0 ’ 0 a; 1 2 0 - 


Dabei sind die iiberstrichenen Y stets analog zu I (25) normiert, die 
Normierung der anderen Y ist eben durch (7a) und (7b) festgelegt. Es 
sei nun bei einer anderen Verteilung der Parameterwerte 

(8) P(x) = P,(x) + Q(x) = P, (2), 


wobei Q(z) vom n — 5%" Grade ist und ebenfalls so gewihlt sein mége, 








lat 


a 


a 
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daB, wenn (8) erfiillt ist, die Intervalle a,a,,, und a,,,4,,, ,nichtoszil- 
latorisch“ sind. Die zu P,(x) gehérigen GréBen zeichnen wir durch Hinzu- 
fiigen des Index q aus. Es mége nun je eine der beiden folgenden Glei- 
chungen von (9) und von (10) bestehen, 


(9a) ga >on, (9b) sae, 
(10a) ae (10b) eae. 


Dann schneiden’sich die Kurven z= P,(#) und z= P,(x) entweder im 
Intervalle a;,,4,,, oder im Intervalle a,a,,, mindestens einmal. Denn 
nehmen wir, um einen Fall zu fixieren, an, die Signatur des Intervalles 
a,4;,, sei positiv. Wire nun P, (x) durchaus in beiden Intervallen a,a,, ,, 
4;41%;,9 groBer als P,(x), so wire der Koeffizient von y in der Differential- 
gleichung (4) unter Voraussetzung von (6) im Intervalle a,a,,, durchaus 
gréBer, als derselbe Koeffizient unter Voraussetzung von (8); im Intervalle 
4; 41%, Wire dagegen der aus (6) entstehende Koeffizient durchaus 
kleiner als der aus (8) entstehende, da die Signatur des Intervalles 
4,,,4%;,9 ja entgegengesetzt der von a,a,;,, ist. Dann folgt genau wie in I 
S. 237 und 238, daB zwar sogar (10a) und (10b) gleichzeitig erfillt 
wiren, daB aber an Stelle von (9a) und (9b) gerade die entgegengesetzten 
Ungleichungen triiten. Wire aber P,(x) durchaus kleiner als P,(x) in 
beiden Intervallen, so wiren zwar die Ungleichungen (9), aber die zu 
(10) entgegengesetzten Ungleichungen erfillt. Die beiden Schlubweisen 
vertauschen sich, wenn die Signatur des Intervalles a,a,,, negativ ist. 
Man hat also ganz allgemein: 

Satz 2. Sobald zum mindesten eine der Ungleichungen (9) gleichzeitig 
mit einer der Ungleichungen (10) gilt, miissen sich die Kurven z= P,(z) 
und z= P,(x) sum mindesten einmal entweder im Intervalle a,a,,, oder 
im Intervalle a,,,4;,, schneiden. ° 

Daran schlieBt sich der etwas tieferliegende: 

Satz 3. Wenn gleichzeitig eine der Gleichungen (9) und eine der 
Gleichungen (10) erfiillt ist, und die Kurven z= P,(x) und z = P,(x) 
zwischen a, und a,,, nur einen Schnittpunkt gemeinsam haben, so ist: 


(11) es. errs. 


Liegt der Schnittpunkt der beiden Kurven im Intervalle a,,,4,,>, 
so folgt aus einer der Gleichungen (9) allein, daB P,(x)S(x) im Inter- 
valle a,a,,, durchaus gréBer ist als P,(x) S(#), und daraus folgen dann 
die beiden Gleichungen (11). Schwieriger ist der Beweis, wenn der 
Schnittpunkt im Intervalle a,a,,, liegt. Es verschwindet in diesem Falle 
das in (8) definierte Q(z) in einem Punkte X des Intervalles a,a,,,. 
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Da nun Q(z) im Intervalle a,,,4,,, nicht verschwindet und eine 
der Ungeichungen (10) erfiillt sein soll, so ist im ganzen Intervalle 





_ S(2) P,(2) > S(a) P(x), 
also ist 
(12a) S(a) P,(x) << S(x) P(x), dh. Q(x) S(x) <0, 
wenn X<U<4,,,, 
(12b) S(x) P(x) > S(xz) P(x), dh. Q(x) S(x)>0, 


wenn X>2>4,. 


Nun findet man aus der Formel I (34) wie dort*) durch geeignete 
Spezialisierung 


‘apy 
“4 “i _ ié+1) 76,4841) 
(8a) PYG V4 Q(e) S(@) at — Ket? — 
fa; 
‘aj +1 
(13b) im” = Q(z) S(x) dt = — o gree 
‘a, 
‘ai 41 
(14a) S%S =. Q(a) S(a) dt = yer - fir 
ta, 
‘aia , ! . 
(4b) YG Ys, Q@) S@) at — Kt — 9. 


"a; 


Da nun die GréBen 
BGs¢+3), Iii+0), IG+1,9, IG+1,9 
nach Voraussetzung positiv sind, so sind die Funktionen 
res, Yor+s, 3, YS, 
welche im Inneren des Intervalles nicht verschwinden, gemiB den Formeln 


(7a) und (7b) so normiert, daB sie zwischen a, und a,,, durchaus negativ 
sind. Wir bilden jetzt die Ausdriicke: 


*) Bei der Formel ist 1. c. ein Druckfehler. Sie muB natiirlich heiBen: 


& 
du dv |'s 
fier —uzepae—[o di ar ik 
4 
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‘ “1 V6 
T= Yoeet(2) — “4 — Ps(a); 


4 Yani Ve 
J,=— Y.'*) (2) — —, — FY, *(2); 
+1 ¥, ‘(X) 
(15) 
yritt 
J, Ye+r(z) — “2 © youn, 
x(x) * 
yfi+t xX 
I= Yet+1(z) — ) Ysi(a). 


¥" (X) 


Diese verschwinden fir «=X und haben als Lésungen von (4) unter 
Voraussetzung von (6) zwischen a, und a,,, keine Nullstelle mehr, da 
nach einem Sturmschen Satze*) zwischen zwei Nullstellen einer Lisung 
von (4) stets eine Nullstelle einer jeden anderen Lésung von (4) liegen 
mus. Wir wollen nun zeigen, daB jeder der Ausdriicke fiir a,< «<X 
negativ, fir X<2<a,,, positiv ist. Fir 2—a, ist namlich: 


T= Yea) <0, A= Yy't(a) <0; 
fiir &= 4,4; ist 


7A 4d xX) 


; “j+1-° 1 
2 ¥(X) Y, (4,,,)>09, 


da 
Pe de (X), Y¥j*(X), Yo*(a,1) 


negativ sind. Wir haben also ‘nunmehr unsere Behauptung betreffs J, 


zu beweisen. Fiir «=a, ist nun os = +1, also positiv. Wire nun 


J, fiir «=a, positiv, so kénnten wir J, mit einer positiven GréBe # so 
multiplizieren, dab #-J,= 1 fiir «=a, ist, wihrend 4 (od,) fir «=a, 
positiv bleibt. Es hat daher #J,(x) in a, denselben Wert wie Y,", aber 
eine gréBere positive Ableitung, ist also in der niichsten Umgebung von 
x =a, fir gréBere x gréBer ‘als Y, und bleibt es im ganzen Intervalle 
a,4;,,, da OJ,(2)—Y,% fir «=a, verschwindet, also im Intervalle 
a,a;,, nicht mehr verschwinden kann. Da nun J, in X verschwindet, 


miiBte Y,* zwischen a, und X verschwinden, was gegen die Voraus- 


*) Vergl. I, S. 245. 
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setzung verstéBt. Damit ist die Behauptung fiir alle Funktionen J,,J,,J,,J, 
bewiesen und sie gilt natiirlich genau so fir J, ,, J;,,,J3,,, Jy,,, welche 
analog aus den mit dem Index q versehenen GréBen gebildet sind. Nun 
ist nach Voraussetzung die rechte Seite entweder von (14a) oder von 
(14b) positiv, also entweder: 


(16a) Ys ‘YS Q(@) S(@) dt — pe Ys 1Q(z) S(@)| dt >0 


? 
a; 









oder 








(16b) (ve Yy', Q(a) S(x) dt — (re Yo", | Q(x) S(a)| at > 0. 


t t 
a; x 





Wir bilden jetzt, wenn (16a) erfiillt ist, die Gleichung: 


'x 
y+ 4541 
Yossi ™ Yaisi,e 
(17) =" ey nd Mg , (2) S(@) at 
Yui (X) Qe 









t 
y“+ +1 yes 
Y,. cal Y, (X) 

— Sass | Fossiss 1 Yo | Q(z) S(2)| ae 
*«(X) re ®) . 

,@ ty 

Yes y.¥+3 


rel _“i+1,¢ (x ¢** 1) _ pitt, od >0. 
yeux) oY; = It a 


a; 










Auf der linken Seite von iain ist nun der Minuend sowie auch der Sub- 
trahend positiv, dieselbe wird daher stirker positiv, wenn wir den 
Minuenden vergréBern, den Subtrahenden verkleinern. Dies geschieht, 
Meloy 

(x 


tt — Y*' (x), welches eine negative GriBe ist, Y*'+'(zx), 
7. (X) i #+1 















wenn wir statt 
fiir ~~~ Y"* (x), das auch negativ ist, er , (#) einfiihren. Denn 
Y.,q(X) ‘ 
a9 

da J, fir a,<2<X negativ, fir X<x<a,,, positiv ist, so ist das Produkt 
ee (a) Yoi*} ,(a) fir a,<«<X positiv und gréBer als das Glied, das 
wir ersetzten, fiir X < 2<a,,, auch positiv, aber kleiner als das ersetzte 
Glied. Durch diese Substitution geht aber die linke Seite von (19) in 
die linke Seite von (13a) tiber, also ist tatsichlich — — tn > 0. 
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Fihrt man Yo‘**(z) und Yo\,** in (17) ein, so folgt unter Bentitzung 
von J, aus einem zu (17) analog gebildeten Ausdrucke: I}*'*” — If‘? >. 
Geht man von (16b) aus, so erhalt man unter Beniitzung der Eigen- 
schaften von J, und J, den vollstindigen Beweis der Formeln (11). 

Wir kénnen nun Satz 3 umkehren und erhalten als eine andere 
Ausdrucksform desselben: 

Satz 4. Wenn gleichzeitig eine der Gleichungen (9) und eine der Glei- 
chungen (10) erfiillt ist, aber eine der Gleichungen (11) nicht erfiillt ist, 
haben die Kurven z= P,(x) und z= P,(x) zwischen a, und a,,, mindestens 
zwei Schnittpunkte. 


§ 4. 
Existenz eines reellen Orthogonalkreises beim Grundtheorem, wenn 


mindestens ein A positiv ist. 
Entsprechende Vorgabe rein imaginirer Kantenlingen. 


Wir wenden uns jetzt zum Beweis des Grundtheorems, wobei wir 


a, SOs OO On 





Pig. 2. 


wieder von den Kurven z= P(x) ausgehen. Wir legen zuniichst die 
Kurve durch die Punkte a,, a,,---,@,_,, so daB 


(18) P(x) = (a—a;) (way) - - - (ta, _,). 

Dann ist in allen Intervallen a,a,, a,a,,---,@,_,@, der Koeffizient von y 
in (4) durchaus negativ; wir bezeichnen in diesem Falle die Intervalle 
als ,,durchaus nichtoszillatorisch“ und diese Intervalle sind a fortiori nicht- 
oszillatorisch im Sinne von Seite 56. Wir betrachten jetzt speziell die 
Intervalle a,_,4,_, und a,_,a,. Ist nun: 


(19) Je— 2) 1a 1,n) 2 ih eam pahe-9. 


so verschieben wir den Schnittpunkt der Kurve mit der z-Achse, welcher 
nach a,_, fiel, nach links beziiglich rechts, je nachdem > oder < in (19) 
galt, die anderen Schnittpunkte lassen wir fest. Dann bleiben die Inter- 
valle zwischen a, und a,_, zunichst durchaus nichtoszillatorisch, wihrend 
i"-4") und 1*-4" bei einer Bewegung des Schnittpunktes nach rechts 
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kontinuierlich wachsen, /{*~"-* und 1{*-+"-* kontinuierlich abnehmen; 
bei emer Bewegung nach links nehmen /(*~+*-®, 1"-4"-% gu, 1-4” 
und 7{*-+" ab. Wenn nun der Schnittpunkt nach a, fillt, so ist der 
Koeffizient von y im ganzen Intervalle a,_,a, positiv, daraus folgt durch 
denselben SchluB wie in I, § 8, daB, wihrend wir den Schnittpunkt von 
@,_, nach a, bewegten, 1{"-*” durch co gegangen ist; sobald dieses ein- 
getreten ist, nennen wir das Intervall a, _, 4a, ,,.wirklich oszillatorisch“. 
Wenn aber der Schnittpunkt, sich in entgegengesetzter Richtung be- 
wegend, nach a,_, gekommen ist, ist aus demselben Grunde [{"-4"-* 
durch co gegangen, also das Intervall a,_,a,_, ,,wirklich oszillatorisch“ 
geworden. Zwischen der Lage des Schnittpunktes, fiir welche /{"-+” den 
Wert oo hat, und der Lage, fiir welche /{"-+"-* den Wert co annimmt, 
gibt es also stets eine und nur eine Lage des Schnittpunktes, fiir welche 


(20) Um — 1,9) [(n—1,») i €,_ UA b8- 9 [a-19-9) = 


erfiillt ist, wenn c,_, irgend eine reelle feste positive GréBe ist, der wir 
speziell den Wert 1 geben kénnen. 

Wir fihren nun den Wert von z= P(x) fiir c=a,_, als neue 
Variable z,_, ein. Bei der Lage der Kurve, fiir welche (20) erfillt war, 
sei 2,1 = 2,1, Wir nennen die Kurve | Ebenso fiihren wir jetzt den 
Wert von z in dem Schnittpunkte der Kurve mit der Geraden x= a,_, 
als neue Variable z,_». ein, wobei also 2/2), = 0 ist. 

Um nun zu erreichen, daB neben (20) auch: 

(21) U—2,9-1) Jin—2,a—1) __¢  , [in—2,n—8) J(n-3,n—8) 2 0) 


erfiillt sei, wobei ¢,_, eine positive reelle Konstante ist, verfahren wir 
folgendermaBen: Wir verschieben z,_, um ein kleines Stiick und be- 
stimmen z,_, 80, daB zuniichst (20) erfiillt ist. Es wechselt namlich fiir 
Z,-9=0 die linke Seite der Gleichung (20) ihr Vorzeichen, wenn z,_, 
durch z'_, hindurchgeht, wie aus den obigen Betrachtungen direkt folgt, 
da dabei der noch bewegliche Schnittpunkt mit der z-Achse sich in einer 
festen Richtung verschiebt. Liegt also z,_, geniigend nahe an 0, so hat 
die Gleichung (20) sicher eine ungerade Anzahl von Nullstellen in der 
Umgebung von z,-;=—.,. Es kann aber bei festem 2,» nur eine 
einzige soleche Wurzel von (20) existieren. Denn wiirden zwei Kurven 
il und III existieren, welche zu demselben z,_, gehdren, dann hiitte 
Kurve II mit Kurve II keinen Schnittpunkt mehr gemeinschaftlich und 
wenn wir die Kurven so bezeichnen, daB 


(22a) ein > lig : 
also auch 


(22b) je- 4-2) > I° —1i,n—2) 


, III 


2, 1 
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ist, so wiire 

. n—1,n) (n—1,m 
(23a) ere <li , 
(28b) Qa <> 


wenn wir die zu den Kurven II und III gehérigen Gréfen durch Hinzu- 
fiigen des Index II bez. III auszeichnen. Dann ist aber ein gleichzeitiges 
Bestehen der Gleichung (20) fiir die mit II versehenen Gréfen und die 
mit III versehenen GréBen ausgeschlossen; q. e. d. 

Wir wollen kiinftighin unter Annahme der Lagenverhiiltnisse in Fig. 3 
sagen, das Intervall a,_,a,_, sei fiir II stérker oszillatorisch als fir ILI, 
das Intervall a,_,@, sei fir II 
schwiicher oszillatorisch als fir III, 
was Gleichungen von der Art (22) 
und (23) zur Folge hat. Man kann 
also, wenn man 42,_, auf der 
Geraden «= a,_, hinauf- oder 
hinunterschiebt, bei einer festen 
Lage dieses Punktes stets einen 
und nur einen Wert z,_, angeben, 
so da (20) erfiillt ist, solange nur 
keine der GréBen 1, die in (20) 
vorkommen, unendlich wird. Ferner 
bemerken wir noch, dab jeweils die 
Kurve II zwischen a,_, und a, die z-Achse schneiden mu, da ja sonst 
eines der Intervalle a,_,a,_, oder a,_,a, sicher ,,wirklich oszillatorisch“ 
wire. Vergleichen wir jetzt die Kurve I mit Kurve ll, wobei wir nicht 


bentitzen wollen, daB ae ,=0 ist, so haben diese Kurven zwischen 


a,_, und a, einen Schnittpunkt gemeinschaftlich, da fiir beide (20) erfiillt 
ist. Jetzt kénnen wir also Satz 3 anwenden. Denn es sei zuniichst 





Fig. 3. 


(24) ara > Fae" 
Dann behaupten wir, dab: : 
(25) oe “Owe ec eee 


Denn liegt der einzige zwischen a,_, und a, médgliche Schnittpunkt 
zwischen a,_, und a@,, so ‘macht II das Intervall a,_,a,_,, das eine 
positive Signatur hat, durchaus stiirker oszillatorisch als I. Liegt aber 
der Schnittpunkt zwischen a,_, und a,_,, wie in Fig. 3 fiir die Kurve III 
angenommen wurde, die wir also im jetzigen Zusammenhange mit II be- 
zeichnen miissen, so ist das Intervall a,_,a,, das eine negative Signatur 
hat, fiir das jetzige II stirker oszillatorisch als fiir 1; es ist also: 








| 
i] 
} 
| 
| 
| 
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(26a) i > = * 

(26b) ¢;* os yor”), 

Da aber fiir beide Indizes die Gleichung (20) gilt, ist sicher entweder 
(27a) ii > * 

oder 

(27b) eo" > oo 

erfiillt. 


Es sind daher alle Voraussetzungen von Satz 3 erfiillt, woraus (25) 
folgt. VergréBern wir daher z,_, und veriindern wir z,_, so, daB (20) 
stets erfillt ist, so nehmen die GréBen U*-+*-*% und U{*-4*-* konti- 
nuierlich zu, verkleinern wir ¢,_, und veraindern wir z,_, so, daB (20) 
stets erfiillt ist, so nehmen /{*-*"-* und J{*-+"-*® ab. Denn bei der 
Ableitung von (27a) und (27b) wurde ja nur beniitzt, dab das zu II ge- 
hérige 2,_, gréBer ist als das zu I gehérige. Das Intervall a,_,a,_,, 
das eine negative Signatur hat, wird aber bei wachsendem z,_, und ent- 
sprechender Verschiebung von z,_, stets schwiicher oszillatorisch, so dab 
i=-%"-%) und 1*-*%*-® mit wachsendem z,_, abnehmen, mit steigendem 
Z,-, Wwachsen. Nun folgt aus den Gleichungen (7), daB /{*-*"-” und 
If*-+"-* stets gleichzeitig unendlich werden; solange also 1{*-*"~ end- 
lich ist, gilt dieses von allen in (20) vorkommenden GréBen, da immer 
zuerst 1, durch co gehen mub, und beim ersten Durechgang von /, durch 
co das zugehdrige /, nicht 0 sein kann. (Vergl. I, S. 223 u. f.) 

Nun kann man stets z,_, unter der durch (20) vorgeschriebenen Ver- 
riickung von z,_, so vergréBern bez. verkleinern, daB J{*-**-" bez. 
i*-*%*-® unendlich wird. Diese Tatsache ist sicher dann erwiesen, wenn 
wir zeigen, daB durch geniigendes Verschieben von z,_, bei zugeord- 
neter Verriickung von z,_, stets mindestens eines der Intervalle zwischen 
a,_, und a, ,wirklich oszillatorisch“ wird. 

Es kann nun |z,_,| nur dadurch iiber alle Grenzen wachsen, dab 
mindestens einer der akzessorischen Parameter tiber alle Grenzen wiichst. 
Wir setzen nun den betreffenden Parameter als Faktor von P(x) heraus 
und erhalten den zweiten Faktor als Summe von zwei Polynomen, von 
denen das eine héchstens vom Grade n — 3 ist, das andere aber einen 
beliebig kleinen absoluten Betrag im ganzen inneren Intervall zwischen 
a, und a, besitzt, wenn der herausgesetzte Faktor groB genug ist. Damit 
nun von den Intervallen keines ,,wirklich oszillatorisch* ist, miifte das 
erste Polynom vom mn — 3° Grade in jedem der n — 1 Intervalle ein zu 
dessen Signatur entgegengesetztes Zeichen besitzen, also mindestens n — 2 
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Nullstellen besitzen, was unméglich ist. Daher mu mindestens ein 
Intervall zwischen a, und a, wirklich oszillatorisch sein. Waren nun aber 
die drei Intervalle zwischen a,_, und a, alle nichtoszillatorisch, so wiirden 
notwendigerweise zwischen a,_, und a, mindestens zwei Nullstellen von 
P(«) liegen, und es wiiren daher die Intervalle zwischen a, und a,_,, also 
alle Intervalle zwischen a, und a,, durchaus nichtoszillatorisch, wie 
Fig. 4 zeigt. Dieses steht mit dem eben Gesagten in Widerspruch. 
Bewegen wir daher z,_, fortwihrend nach abwirts und entsprechend 
Z,-1, 80 daB (20) erfiillt bleibt, von dem Werte an, fiir den /{*-**~ 





das erste Mal unendlich wurde, bis zu dem Werte, in dem 1{*-*"-* das 
erste Mal unendlich wird, so durchliuft die linke Seite von (21), alle da- 
zwischenliegenden Werte einmal und,nur einmal annehmend, die Werte 
zwischen + co und —oo. Die linke Seite von (21) nimmt also dabei 
einmal und nur einmal den Wert 0 an und zwar geschehe dieses fiir 
2n—-1 = 20-1, 2n-2 = 2n—2, fiir welche also (20) und (21) gleichzeitig er- 
fiillt sind. 

Wir beginnen jetzt mit der Verschiebung des Schnittpunktes der 
Kurve mit *=a,_,, indem wir z,_, von 0 an wachsen oder abnehmen 
lassen, bis die Gleichungen (20), (21) und 
(28) Um— 8-2) [in-3a-%) 6  Jin—8,n—4) Jin 3n—6) 0) 


erfiillt sind, wiihrend die vier Intervalle a,_,@,_5, 4, 3%,_9) %-2%,-1) 
a,_,4, ,nichtoszillatorisch* sind, die anderen Intervalle zwischen a, und 
a,_, sind dann von selbst ,durchaus nichtoszillatorisch*. Wir verriicken zu- 
nichst z,_, von 0 aus, wahrend wir alle anderen GréBen festhalten. Hierauf 
halten wir z,_, und z,_, fest und verschieben z,_, um so viel, dab (20) 
erfillt wird. Dann folgt, daB nur eine einzige Wurzel z,_, in der Um- 
gebung von 2’, liegt. Wir verschieben hierauf z,_, und gleichzeitig z,_, 
so, daB (20) erhalten bleibt, (21) wieder erfiillt wird, was wieder, wie 
oben, nur fiir ein Wertepaar z,_, und z,_, eintritt. Wenn sich also 
Z,_3 Stetig findert, findern sich die Werte von z,_, und z,_,, fiir welche 
(20) und (21) erfiillt sind, stetig, da wir bei der Ableitung nirgends be- 
niitzten, dab wir von z,_, = 0 ausgingen. 

Wir bezeichnen nun wieder zwei Lagen der Kurve, fiir welche (20) 
und (21) erfiillt sind, mit I und IJ. Dann miissen sich wegen (20) I und 
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Il zuniichst zwischen a,_, und a, mindestens einmal schneiden; liegt dieser 
Schnittpunkt zwischen a, _, und a,, so muB ein zweiter Schnittpunkt 
wegen (21) zwischen a,_, und a,_, liegen. Dasselbe gilt aber auch, 
wenn der erste Schnittpunkt zwischen a,_, und a,_, liegt, denn ist 
dieser Schnittpunkt der einzige in diesem Intervalle, so folgt aus (25), 
fiir welches dann die einen der beiden fiquivalenten bei seiner Ableitung 
gemachten Voraussetzungen er- 
fillt sind, daB die GréBenbe- 


ziehung zwischen 


Id 


fe-%e-8) (n —2,n—1) 
II * “, 11 
und 





n—-2,n—1) n—2,n—1) 
I ae 


dieselbe ist, wie wenn der Schnittpunkt der Kurven I und II statt 
zwischen a,_, und a,_, zwischen a,_, und a, liegen wiirde. Liegt also 
nur ein einziger Schnittpunkt zwischen a,_, und a,, so mub, wenn (21) 
erfiillt sein soll, ein weiterer Schnittpunkt zwischen a,_, und a, _, liegen. 
Dann aber haben wir genau wieder dieselbe Sachlage, wie beim Inter- 
valle a,_,@,_,, und wir kénnen genau wie friiher aus Satz 3 schlieBen, 
daB das GréBenverhiiltnis der Produkte 


n—3,n—2) n—3,n—2) n—3,n—2) (n — 3,2 — 2) 
es ; r a und e; Ty 


dasselbe ist, wie wenn dieser zweite Schnittpunkt im Intervalle a,_,a,_, 
liegen wiirde, dieses war aber gerade die andere Alternative. Liegt nun 
"al héher als aide so liegt Il im Intervalle a,_,a,_,, das eine posi- 
tive Signatur hat, héher als I, ebenso ist nach den eben erledigten Aus- 
fihrungen die Wirkung auf die Produkte 

er" . und ial Peters 
so, als ob II auch im Intervalle a,_,a,_, ganz oberhalb I liegen wiirde; 
da nun die Signatur von a,_,a,_, negativ ist, so folgt, dab 

[e-%e-%) . ie-S0-9 

mit wachsendem z,_, bei zugeordneter Bewegung von z,_, und z,_,, 80 
daB (20) und (21) erfiillt bleiben, sinkt, 


—8,n—4) , ](n—3,n—4 
Li" n—4) Ie 3, — 4) 


dagegen wiichst. Es gibt daher eine und nur eine Lage der als allein 
beweglich angenommenen Werte z,_,, 2,2, 2,-3, fir welche (20), (21) 
und (28) erfiillt sind, wihrend alle Intervalle zwischen a, und a, nicht- 
oszillatorisch sind. 
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Um nun allgemein den Beweis zu erbringen, nehmen wir an, es gebe 
zwei Kurven I und II, welche die Geraden 


(29) LZ—Ay, L—ay, ...5 L=A_yy 
in denselben Punkten schneiden, und fiir welche die Gleichungen: 
(30) U6 + 216,641) pa 6b 5-106 4—» =Q 


fir i=n—m+1, n—m+2,...,n—1 erfiillt sind, wobei die ¢, vor- 
gegebene reelle positive GréBen, und die inneren Intervalle zwischen 
a,_,, wnd a, nichtoszillatorisch sind. Dann haben I und II auBer den 
n—m— 2 Schnittpunkten fiir = a,, a,,...,4,_,,-, noch m—1 Schnitt- 
punkte. Schreibew wir nun statt: ,(30) fir i= k* die Abkiirzung (30, k), 
so miissen, wie oben ausgefiihrt, wegen (30, n—1) und (30, n — 2) 
zwischen a,_, und a, zwei Schnittpunkte liegen, die, wenn sie allein in 
diesen Intervallen liegen, auf die GréBenbeziehung zwischen den Produkten 


n—3,n—2) n—3,n—2) n—3,n—2) n — 3, n—2) 
os : e und a : ey 


so wirken, wie wenn sie beide zwischen a,_, und a, liegen wiirden. Im 
anderen Falle liegen aber zwischen a,_, und a, mehr als zwei Punkte. 
Im ersteren Falle mu8 nun zwischen a,_, und a,_, mindestens ein 
Schnittpunkt liegen, der, wenn er allein vorhanden ist, infolge Satz 3 auf 
die GréBenbeziehung zwischen den Produkten 


(n — 4, n— 3) (n — 4, n — 3) n—4,n—3) n—4,n—3) 
tu Cn und e - 


so einwirkt, wie wenn er zwischen a,_, und a,_, liegen wiirde. Im 
zweiten Falle liegt nun entweder wirklich zwischen a,_, und a,_, kein 
Schnittpunkt, oder die Zah] der Schnittpunkte zwischen a,_, und a, ist 
mindestens vier. Diesen Schlu8 kann man beliebig fortsetzen. Es folgt 
daher aus (30, n —m-+ 1), wenn alle vorhergehenden Gleichungen (30) 
erfiillt sind, daB entweder die Kurven I und II zwischen a,_,,,, und a, 
mehr als m — 2 Schnittpunkte, also gerade m — 1 Schnittpunkte haben, 
oder daB zwischen a,_,,,, und a, gerade m — 2 Schnittpunkte liegen, 
zwischen @ und a , aber ein einziger Schnittpunkt liegt, der auf 


a—™ a—m+ 


die Gré®enbeziehung zwischen den Produkten : 


(n —m, n—m +1) 7(n—m, n—m+1) n—m,n—m+1)7(n—m,n—m+i1) 
ln — und ae < 


gerade so einwirkt, wie wenn er zwischen a,_,,,, und @,_,,,, liegen 
wiirde. Die GréBenbeziehurig zwischen diesen beiden Produkten ist also 
bei beiden Alternativen dieselbe, wie wenn zwischen a,_,, und @,_,,,, 
kein Schnittpunkt liegen wiirde; zwischen a,_,,_, und a,_,, kann itiber- 
haupt kein Schnittpunkt liegen. 

Wir nehmen nun an, wir hitten gezeigt, dab man auf eine und nur 


eine Weise eine Kurve z= P(x), welche die z-Achse in @y, dy,.. -, ym 
5* 
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schneidet, derart bestimmen kann, da die Intervalle a, bis a, nicht- 
oszillatorisch sind, wiihrend die Gleichungen (30) bestehen. Dann ver- 
schieben wir z,_,, und gleichzeitig z,_,,,;,---) %,-; 80, daB (30) erfiillt 
bleibt. Dabei iindern sich z,_,,,,,---,%,-, stetig mit z,_,, und das 
Produkt [(*-™*-™+» . "-™"-™+") indert sich gerade in entgegengesetztem 
Sinne, wie das Produkt [{*-™"-™-")./("-™"-™-», so daB es eine und 
und nur eine Wertekombination der GréBen z,_,,,..., 2,-, gibt, sodaB 
neben den Gleichungen (30) die Gleichung: 


per aenane a ene s — 


—-m,n—m— = —m—1) 
- nn—m™ D1" nm, n—m ) 0 


besteht. Denn wir kénnen genau wie oben zeigen, daB man |z,_,,| 9 
weit vergréBern kann, dab [{*-™"-"+" baw. I{"-™*-"-» durch Unen 
geht. Setzen wir m =n — 2, so folgt, da’ man die akzessorischen Para- 
meter auf eine und nur eine Weise so bestimmen kann, daf die inneren 
Intervalle zwischen a, und a, nichtoszillatorisch sind und die » — 2 Glei- 
chungen: 

(31) UG8+0 [441 _ oMGF-D]GI-1) — 


fir i=—n—1, n—2,..., 2 bestehen. 


Setzen wir alle c,—1, so hat das Kreisbogenpolygon einen Ortho- 
gonalkreis. 

Sind nun alle GréBen A,, positiv, so behaupten wir, dab in diesem 
Falle ein reeller Orthogonalkreis existitiert, den keine der Seiten des 
Polygons schneidet. In der Tat wiire dieses nur dann nicht der Fall, 
wenn die Intervalle a,a,,, und a, ,,@, ,,wirklich oszillatorisch* wiren. Um 
dieses als unméglich nachzuweisen, werfen wir a, in das Unendliche, dann 

kénnen wir die akzessorischen 

: “ . Parameter so bestimmen, dab 

G41 a, a, a, ay } " 

Fig. 6. ein reeller Orthogonalkreis 

existiert und die Intervalle 

@, 4, ..., @,4,,, nichtoszillatorisch sind. Es gibt also eine zweite 
Werteverteilung der Parameter, zu der die Kurve II gehéren mége, bei 
welcher die Intervalle a,a,,..., a,a,,, ,nichtoszillatorisch“ sind, wihrend 
die Gleichungen (31) gelten, in denen ¢, = 1 ist. Wir bezeichnen wiederum 
die Kurve, fiir welche die Intervalle a,a,, ..., @,_,4, nichtoszillatorisch 
sind und die Gleichungen (31) bestehen, mit I. Dann miifte II das Inter- 
vall a,a, ,,wirklich oszillatorisch* machen, da sonst, wenn wir in (30) 
m=—n—1 setzen, alle sich daran anschlieBenden SchluSfolgerungen erfiillt 
wiren und I und II m—1, also »—2, Schnittpunkte gemeinschaftlich 
hiitten, also zusammenfielen. Aber auch, wenn fir II das Intervall a,«, 
»Wirklich oszillatorisch* ist, kénnen wir fiir m =m —2 die an (30) an- 
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schlieBenden SchluBfolgerungen beniitzen, aus denen folgt, dab die » — 3 
Schnittpunkte von I und II rechts von a, und links von a, liegen. Es 
macht nun II das Intervall a,a, stirker oszillatorisch als I. Da aber 
zwischen a, und irgendeinem Punkte des Intervalles a,a,,, » — 1 Punkte 
mit Vorzeichenwechsel von S(x), nimlich a,, a,,...,@,, ferner n—3 Schnitt- 
punkte von I und II liegen, so iindert die Differenz (P(x) — Py(x)) S(a), 
welche im Intervalle a,a, positiv war, »—1-+—3, also 2m — 4mal ihr 
Vorzeichen, also macht II das Intervall a,a,,, stirker oszillatorisch als I. 
Da aber a,a,,, fiir I nichtoszillatorisch ist, so ist dieses also a fortiori 
fiir I der Fall. Wir haben also: 

Satz 4. Ist A positiv, so kann man auf eine und nur eine Weise 
die akzessorischen Parameter so bestimmen, daB die Liingen der Kanten 
Gg! Ay", Gs/a;",..., @, a," vorgeschriebene rein imaginire Gripen besitzen, 
wihrend die Seiten a,‘ dq’, d'ds,..., G14, rein imagindre Liingen be- 
sitzen, Sind alle Gripen A,, positiv, so kann man auf eine und nur eine 
Weise die akzessorischen Parameter so bestimmen, daB das Kreisbogenpoly- 
gon einen Orthogonalkreis besitzt, der reell ist, und den keine Seite schneidet. 

Es sei nun A,,,, positiv, aber A,, also auch alle iibrigen A,,, negativ. 
Dann werfen wir a, in das Unendliche und zeichnen die Kurve, fir 
welche ein Orthogonalkreis existiert und die Intervalle a,a,,a,a;,...,4,_,4, 
nichtoszillatorisch sind. Da A, negativ ist, so ist jetzt z fiir sehr groBe 
positive x negativ, und die Kurve muB die z-Achse zwischen a, und a, 
schneiden, da sonst P(x) S(x) im zweiten Intervalle a,a, durchaus positiv, 
also dieses Intervall ,,wirklich oszillatorisch“ wiire. 

Aus demselben Grunde miissen zwischen a, und a, zwei Schnittpunkte 
mit der x-Achse, zwischen a, und a, » — 2 Schnittpunkte liegen, sodaB 
also zwischen a,,, und a, kein solcher Schnittpunkt mehr liegen kann 
und also das Intervall a,a,,, ,,wirklich oszillatorisch“ ist. Wirft man a, 
in das Unendliche, so folgt fiir das Intervall a,,,a, dieselbe Eigenschaft. 
Wir haben also in Ergiinzung von Satz 4: 

Satz 5: Ist Au,,, positiv, sind dagegen alle anderen Gripen Ag, 
negativ, so kann man die akzessorischen Parameter auf eine und nur eine 
Weise so bestimmen, daB das Kreisbogenpolygon einen reellen Orthogonal- 
kreis besitzt, den die reellen Seiten a,'dn4, und a,,,a,° und nur diese 
schneiden. 


§ 5. 
Obertheoreme. i 


Es sei wieder A,,,, positiv. Wir stellen uns dann die Aufgabe, die 
akzessorischen Parameter so zu bestimmen, daB die Kantenliingen auf 
Ay‘ Ay", As(A3", ..., An—1@n-1 Vorgegebene rein imaginiire Werte besitzen, 
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wihrend die Seitenlingen von a,'a,', a, a,',...,@, 1a, die Form k,a + ¥,i 
fir r= 2,...,”—1 haben, wobei die k, von 0 verschiedene, positive 
ganze vorgegebene Zahlen sind. Der Kiirze des Ausdruckes wegen wihlen 
wir wieder die Kantenliingen 0, also den Fall, in welchem ein Ortho- 
gonalkreis existiert. Zuniichst orientieren wir uns tiber den Verlauf der 
Kurve z= P(x). Da A positiv 
ist, so ist ¢ fir groBe Werte 
von « positiv. Soll also das 
Intervall a,_,@, ,,wirklich oszil- 
latorisch* sein, so muB P(x) 
zwischen a,_, und a@,,, eine 
Nullstelle besitzen. Geradeso 
schlieBen wir, daB es zwischen a,_, und a,,, zwei Nullstellen, zwischen 
a, und a,,, »—2 Nullstellen besitzen mub, und da damit P(x) seine 
Maximalzahl von Nullstellen erreicht hat, so folgt, daB das Intervall a,a, 
nichtoszillatorisch ist. Die Nullstellen von P(x) bezeichnen wir jetzt 
mit X,,..., X,_, und legen X,,..., X,_, zuniichst nach a,, a@,,...,4, 9, 
X,_, dagegen so weit nach rechts, dab, wenn X, rechts von der Mitte 
des Intervalles a,a, und links von a, liegt, wihrend X, bzw. X,,..., 
X,,_; irgendwo in den Intervallen a,a, baw. a,a,;,..., @,_94,_, liegen, 
die Seite a,'a,’ eine Linge besitzen mége, deren reeller Teil gréBSer ist 
als k,x. Analoges gelte von den anderen Punkten X,,..., X,_, in bezug 
auf ihre Intervalle. 

Wir bewegen jetzt X, von a, aus nach rechts. Dann existiert eine 
ungerade Anzahl von Werten fiir X,, fiir welche 
(32) 13910) — 129729 — 0 
ist, wahrend die Liinge von a, a,’ rein imaginiir ist, die Linge von a,’ a,’ 
die Form k,a+ ,% besitzt, und zwar liegen diese Wurzeln links von der 
Mitte des Intervalles a,a,. Denn der Minuend in (32) ist positiv und 
nimmt stets ab, wenn wir X, nach rechts verschieben, der Subtrahend 
findert sich dadurch, dab 1{** und 1{* den Kreis der reellen Zahlen dem 
Uhrzeigersinne entgegengesetzt durchlaufen, so daB er, wenn die Seiten- 
- linge die Form k,x + a,i erhiilt, nach I Satz 1 entweder stiindig wachsend 
die positiven Werte zwischen 0 und oo oder stiindig abnehmend die 
Werte von + co bis 0 durchliuft. Im ersten Falle existiert ein und nur 
ein zu k, gehériger Wurzelwert X, der Gleichung (32), im zweiten Falle 
eine ungerade Anzahl solcher Wurzeln, da die linke Seite von — oo durch 
die negativen Werte zu dem positiven Werte /{* 1!) gelangt, was eine 
ungerade Anzahl von Wurzeln anzeigt. 

Wir verschieben jetzt X, nach rechts und fndern gleichzeitig X, so 
ab, daB (32) erhalten bleibt. Die Zahl der Wurzeln X, wird dann bei 
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festem X, immer eine ungerade bleiben und zwar verindern sich die 
Wurzelwerte X, stetig mit X,. Es kann dabei jederzeit eine gerade 
Anzahl von Wurzelwerten X, verloren oder gewonnen werden, doch 
bleibt die Gesamtzah] immer unterhalb einer endlichen Grenze, wenn der 
absolute Betrag aller X unterhalb einer festen Grenze bleibt. Daraus 
folgt nun, daB immer eine der Wurzeln X, zum mindesten existiert, die, 
stets reell bleibend, stetig aus einer der Wurzeln X, abgeleitet werden 
kann, welche, als X,—a, war, eine zu k, gehérige Wurzel von (32) 
war. Es empfiehlt sich nun, (32) als Gleichung einer Kurve in der Ebene 
mit den Koordinatenachsen X, X, zu deuten. Dann erhalten wir also zu 
k, gehérig Kurvenziige, die von jeder der Geraden X, = c in dem iiber- 
haupt in Betracht kommenden Intervalle fiir X, in einer ungeraden Anzahl 
von Punkten geschnitten werden. Da nun, wenn (32) erfiillt ist, die 
Achsen a,’ a,” und a,’ a,” sich auBerhalb der Kugel schneiden, so ist stets 
2 13* > 0. Bei der Wanderung von X, nach rechts unter zweck- 
miiBiger Abiinderung von X,, so daB (32) erfiillt bleibt, durchlaufen 
die GréBen ({** und /{°* den Kreis der reellen Zahlen entgegengesetzt 
dem Uhrzeigersinne, wobei aber jetzt teilweise riickliufige Bewegungen 
dieser Gréfen nicht ausgeschlossen sind. Es soll nun die Gleichung: 
(33) i 2) 13) sate 134) 1S4 om ft) 

gleichzeitig mit (32) erfiillt sein, wihrend a,’ a,’ bez. a,'a, Lingen von 
der Form k,1+ y,i, kja+y,;i haben, oder wie wir sagen wollen, 
za den Zahlen k, und k, gehéren. Wenn X, die Mitte des Intervalles 
a, a, tiberschritten hat, geaért a,’a,’ zu einer Zahl, die gréBer ist als k,, 
wenn X, gleich a, ist, gehért es zur Zahl 0. Nun ist der Minuend in 
(33) immer positiv, der Subtrahend kann nur dadurch positiv werden, 
daB der eine der beiden Punkte a,’ oder a,” durch 0 oder oo gehend 
auf denselben Halbkreis kommt, auf dem der andere, zweite Punkt schon 
lag. Verli®t der erstere Punkt nun zuerst den Halbkreis, so liegt zwischen 
dem Eintritt und dem Austritt des ersten Punktes auf dem Halbkreis 
eine gerade Anzahl von Wurzelpaaren X, und X, der Gleichungen (32) 
und (33), wobei wir 0 auch als gerade Zahl rechnen wollen; verliBt aber 
der andere Punkt den Halbkreis zuerst, so liegt dazwischen eine ungerade 
Anzahl von Wurzelpaaren. Da aber schlieBlich a,’ a,’ zu einer Zahl ge- 
hért, die gréBer ist als k,, so tritt die zweite Méglichkeit stets einmal 
oder eine ungerade Anzahl mal beziiglich der Zahl k, ein. Besonderer 
Erwihnung bedarf dabei nunmehr der Fall, daB 1{** - {5 etwa die Form 
0-co annimmt. Durch k, ist nun festgelegt, ob /{** oder 1{*® unendlich 
wird; um einen Fall zu fixieren, nehmen wir an, es sei /{**) positiv und 
14 werde positiv, indem es durch oo geht, wobei der Wert der linken 
Seite von (33), welche wir uns durch /{** dividiert denken, negativ ist. 
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Von dem Moment des Durchganges an gehért a, a, zu k,. Es werde 
jetzt 1%" gleich 0, 1{* gleich co. Dann wird der Ausdruck einen 
positiven Wert besitzen; geht dann /{** wieder durch oo zuriick, so er- 
halten wir dieselbe Sachlage, wie wenn /{** allein durch 0 gegangen 
wiire und dementsprechend eine ungerade Anzahl von Wurzeln. Geht 
dagegen 1{**) zuerst durch 0, so ist der Ausdruck negativ, weshalb wir 
eine gerade Anzahl von Wurzeln haben, was wiederum mit dem Obigen 
iibereinstimmt, da der Gesamteffekt derselbe ist, wie wenn /{**, das in 
den Halbkreis durch co am Anfang gekommen war, diesen als erstes 
wieder verlassen hiitte. 

Kehren wir nun zu den Kurvenziigen (32) zuriick und betrachten wir 
davon zunichst diejenigen, welche sich, stets reell bleibend, von Punkten, 
zu denen fiir a,’a,° Zahlen kleiner als k, gehéren, zu Punkten ziehen, zu 

denen fiir a,’ a,’ Zahlen 
+ gréBer als k, gehéren. 
e Solche Kurvenziige sind 


: stets in ungerader An- 
“~ wi zahl vorhanden und auf 
( jedem erhalten wir eine 


ungerade Anzahl von 
<> Punkten, fiir welche 
(33) so erfiillt ist, daB 


—<——_ a, a, zur Zahl k, gehért. 
— -— —_—e Die Gesamtzahl dieser 


Punkte ist also unge- 

» 7 rade. Dazu kommen 
Fig. 8. dann noch als einzige 

Méglichkeit Kurven- 

ziige, deren Punkte fiir a,’a,° nur Seitenliingen vom reellen Teile i, x 
liefern, die also geschlossen sind, und Kurvenziige, zu denen Seiten- 
lingen gehéren, deren reeller Teil entweder durchaus gréBer und gleich 
k,x bez. kleiner und gleich k,a sind, die also das betreffende Gebiet auf 
derselben Seite wieder verlassen. Jedesmal erhilt man aber auf diesen 
Kurven nach den vorigen Ausfiihrungen eine gerade Anzahl von Punkten, 
fiir welche (33) erfiillt ist und a, a,° zu k, gehért. Nur auf geschlossenen 
Kurvenziigen, die ganz zu k, gehdren, kann fiir Spezialfille die Gleichung 
(33) identisch erfiillt sein. Die Gesamtzahl aller dieser Punkte ist also 
ungerade, da wie in Il § 4 das identische Erfiilltsein ebenso wie eine 
gerade Anzahl von Wurzeln gilt, da die dazugehérigen Wertepaare in 
dem dort angegebenen Sinne isoliert von den anderen sind. Wir setzen 
nun dieses Verfahren fort. Wir verschieben X, um ein kleines Stiick 
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und bestimmen X, und X, aus (32) und (33), so daB a,’a, zu ky, 
a,'a,, za k, gehért. Dann haben wir zunichst eine ungerade Zahl von 
Werten X,, wenn wir jedes X, als so oft vorhanden zahlen, als Punkte 
X,, in der richtigen Vielfachheit gezihlt, dazu gehéren. Wir erhalten 
dann fiir die Gleichungen (32), (33) und 


(34) 149 10459) — 145) 148) — 0 


im ganzen wieder durch dieselbe SchluBweise eine ungerade Anzahl von 
Wertetripeln, so daB (32) zu k,, (33) zu k,, (34) mu k, gehért. Dieses 
Verfahren kénnen wir dann auf alle Intervalle bis a,,_,a,,_, ausdehnen. 
Wir nehmen jetzt an, daB wir von Anfang an den Punkt X,_,, den wir 
ja nur weit genug nach rechts legen muBten, so weit hinausgelegt haben, 
dab, wo sich auch X, im Intervalle a,a,, X, im Intervalle a,a, u.s. f. 
bis X,_, im Intervalle a,_,@,_, befinden mége, a,;_,a, zu einer Zahl 
gehért, die gréBer ist als k,_,. Wir verschieben dann X,_, nach links, 
lassen es also abnehmen, dann haben wir immer eine im obigen Sinne 
ungerade Anzahl von Wertekomplexen X,, X,,---, X,_.,, fiir welche die 
Gleichungen : 


(35) [fst 0) [64-1 _ JGP+1) [G+ — O (i=2,3,---,n—2) 


so erfiillt sind, daB a,’ a,’, a,’ @,',---,@n-2@,—; zu den Zahlen k,, k,,---,k,_» 
gehéren. Dabei kann nun jedes der X, das zugehirige Intervall a,a;,, 
verlassen, aber weder mit X,;,, noch mit X,_, zusammenstoBen, was 
unmittelbar aus dem vorher durchgefiihrten Beweise der Realitit der X, 
unter den gemachten Voraussetzungen folgt. Es kann also, wiihrend die 
Gleichungen (35) in dem angegebenen Sinne erfiiilt sind, z. B. X,_, in 
das Intervall a,_,4a, eindringen und bis a, riicken, wihrend aber unter 
unseren Voraussetzungen X,_, in das Intervall a,_,a@, nicht einriicken 
kann. Sobald aber X,_, nach a, fillt oder X,_, mit X,_, zusammen- 
fallt, oder ohne daB dieses eingetreten ist, nach a,_, fallt, ist das Intervall 
a, ,4, durchaus nichtoszillatorisch geworden. Wir haben also ganz 
aiquivalente Voraussetzungen wie diejenigen, welche uns vorher schlieBen 
lieBen, daB wir den n —3 Gleichungen (35) durch eine ungerade Anzahl 
von Wertekomplexen gentigen kénnen, daher folgt auch jetzt, daB es 
stets eine ungerade Anzahl von Wertekomplexen X,, X,,---, X,_, gibt, 
fiir welche nicht nur die Gleichungen (34) im obigen Sinne erfiillt sind, 
sondern auch: 


(36) iain: ean a, [(#— 4) [o~ 1.9) 


ist und a,_,a, zur Zahl k,_, gehért. Wir haben also: 


Satz 6: Sind alle A positiv, so kann man stets die akzessorischen 
Parameter so bestimmen, daB das Kreisbogenpolygon einen reellen Orthogonal- 
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kreis besitet, den n — 2 benachbarte Seiten je in einer vorgegebenen Anzahl 
schneiden, wiihrend die n — 1" und n + 1” Seite ihn nicht schneidet. 

Eine groBe Anzahl neuer Theoreme wiirde sich nun ergeben, wenn 
man neben Kantenlingen auch gleichzeitig fiir einen Teil der Intervalle 


Seitenliingen vorschreibt, doch wollen wir darauf hier nicht niher 
eingehen. 


Augsburg, den 8. April 1909. 
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Randwertaufgaben bei partiellen Differentialgleichungen von 
hyperbolischem Typus. 


Von 


A. Mytuer in Bukarest. 


Das Hauptproblem. 


Man kennt den Erfolg, mit welchem die Methode der Integralglei- 
chungen zur Behandlung der Randwertaufgaben bei partiellen Differential- 
gleichungen vom elliptischen Typus angewandt wurde.*) Die hyperbolischen 
Gleichungen aber sind von der Entwicklung dieser Methode wenig beein- 
flu8t worden; auch sind fltere Untersuchungen iiber diese Gleichungen in 
weit kleinerer Anzahl als iiber solche vom elliptischen Typus vorhanden. 

Man verdankt Herrn Picard**) das Problem, die Lésung einer hyper- 
bolischen Differentialgleichung zu finden, wenn ihre Werte auf zwei sich 
schneidenden Kurven gegeben sind. Die Herren Picard, Goursat***), 
Hadamard+), Mason7+}) haben das Problem hauptsiichlich mit Hilfe 
der Methode der sukzessiven Approximationen vollstindig gelést. Herr 
Bendixson7}77}) hat, mit derselben Methode, ein anderes diesem ahnliches 
Problem in Angriff genommen. 

Die Anwendung der Theorie der Integralgleichungen auf diese be- 
kannten Probleme empfiehlt sich durch ihre Einfachheit und eréffnet die 
Méglichkeit, neue allgemeine Probleme in ihnlicher Weise zu behandeln. 
Diese Probleme werden den Gegenstand der folgenden Zeilen bilden. 

Wir stellen uns die Aufgabe, diejenigen zweimal stetig differenzier- 
baren Lésungen der Differentialgleichung 


‘ 
*) D. Hilbert, Grundziige einer Theorie der Integralgleichungen, Géttinger 
Nachrichten 1904. 

**) Comptes Rendus de l’Ac. de Paris, Bd. 144, 1907. 

***) Annales de Toulouse, Bd. 6, (2) 1904. 

+) Bull. de la Soc. math. de France, Bd. 31, 1903. 

++) Math. Annalen, Bd. 65. 

+++) Arkiv for Matematik, Bd. 3. 
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A. Mytuer. 


(1) sade + a(x, y) o* + b(x, y) ey + (a, y)u + d(x, y) —0 

za untersuchen, welche im Intervalle 
O<z<a, O0<y<t, 

auf den zwei durch den Koordinatenanfang hindurchgehenden Kurven 
(G,) y =f,(2), 
(C,) y = f(z) 

die gegebenen Beziehungen 


(2) «,(2,y)o* + B(zy) S + ne, y)u+ (zy) —0 fir y—f,(2) 
and 
(8) (a, 9) $% + B(x, 9) S* + ra(x, yu + 8,(z,y)-0 fir y—f,(2) 


befriedigen.*) Die Kurven (C,) und (C,) sollen so beschaffen sein, dab 
jede von einer Parallelen zur z- oder y-Achse nur in einem Punkte ge- 
troffen wird. 


Die D’Alembertsche Formel. 


Wir werden eine Formel fiir die Lésung u(z,y) der Gleichung (1) 
geben, welche auf die z- oder y-Achse die Werte u(x) resp. v(y) annimmt. 
Da diese Formel als eine Verailgemeinerung der von d’Alembert gegebenen 
Lésung u(x, y) = p(x) + o(y) der Gleichung 


o*u 
éxdy 0 
angesehen werden kann, nennen wir sie die d’Alembertsche Formel. 
Es ist 
u(z, 0) = u(x), 
(4) 


u(0, y) = v(y) 

und wegen der Kontinuitit von u(z,y) im Nullpunkte 
u(0) = (0). 

Die Lésung kann in der Form 


u(x, y) = w(x) + v(y) — v(0) 
zy 
— f {fae n) a + b(E, n) on + e(&, 4) u + d(é, 1) |a& dy 
00 


dargestellt werden; man iiberzeugt sich davon durch das Einsetzen in (1). 


*) Die Bedingungen, denen die Funktionen /, (x), f, (x), a, (x, y), & (a, y), «++, 0, (x,y) 
unterworfen sind, werden sich im Laufe der Arbeit ergeben. 
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Durch partielle Integration der oe ; a enthaltenden Glieder, unter 


Zuhilfenahme der Formel (4) bekommt man 
u(z, y) = w(x) + v(y) — (0) +f a+e +2 —¢]u(, n)dédy 
(6) — fa(e, x) u(e, 1) ay — fo0g vu, ») a8 
0 0 


. oA 
+,a(0, n) v(m) dn +,fb(&, 0) w() ak +f J al, 1) dé dn. 
Indem man 
(2) = w(x) +.fb(&, 0) u(&) ak, 
6) ; 
¥(y) = v(y) — »(0) +J a(0, 7) v(m) dn 


setzt, nimmt die Formel (5) die Gestalt 
u(x, y) = 9(z) + oy) fae c| u(E, 1) dé dy 


zy 
— J a(x, y) u(a, n)dy _ foe y) u(&, y) dé +f fae n) dé dy 
0 0 0 
an. 
Es ist eine Integralgleichung von besonderer Art; die unbekannte 
Funktion u(z,y) kommt unter dem Zeichen des doppelten und des ein- 
fachen Integrales zugleich vor. Herr Volterra hat gezeigt*), wie sich 


diese spezielle Integralgleichung in die folgende von gewdhnlicher Art 
verwandeln laBt 


9(2) + wy) + 3 [ag n)aé dy 
(7) +f B(x, y; &)[p(&) + v(y)] dé +f: A(x, y; un} (p(x) + ¥(m)] dy 


F | 
= u(2, y) +f [MG y; § 0) u(E, ) dé dy. 


*) Atti dei Lincei, Bd. 5, (6) 1896. 
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A. Myxer. 


A(a, y; 9), B(x, y; §) bezeichnen die den Kernen — a(x, 4) resp. — 6(E, y) 
entsprechenden lésenden Funktionen, welche durch die Gleichungen 


u 
A(x, 9; 9) + a(2, 9) +.fa(z, r) A(a,r; n)dr =0 
q 


B(a, y; &) + bE, v) + [00 y) BUr, y; 8) dr = 0 
definiert sind. AuBerdem ist 


. b 9" 
Mia,9;:89) -¢(% »)— ood. 1) @ cog) 


+ Ba, y; ten n) + A(x, y; 9) b(&, 4) 


+[eG, ") — cae _ ov(s fa] (Be, y;r)dr + JAC y; r)dr| 


gesetzt worden. 


Die Integralgleichung (7) kann gelést werden. Wenn T(z, y; &, 7) 
die lésende Funktion dieser Gleichung bedeutet, dann hat man bekannt- 
lich als Lisung 


u(x, y) = p(x) + ¥(y) +f fac 4) dé dy 
+ [Bea E)Lp(E) + ¥(y)] dé + [Ala n)[p(x)+ v(m) dy 
~f fray §, 1) | we) +w(n) +f fac n’) dé’ dy 
+ (30 13 €)[p(&) + wa) ae’ 


+f AG; i )(p(E) + Oy] an’ fab dy. 


Da sich durch Umkehrung der Integrationsfolge 
fae (x,y; 0) fae BE n; &)9E) =f a8 OE), f dE T(ay; &n) BE ns €) 
1) 0 0 4 


4 ” 4 4 
JadnT (x,y; & 1) fan’ A(En3 1 )v(n’) = fdxv(x) fan T (x,y; §, 1) A(E, "3 7) 
0 0 0 y 


ergibt, laBt sich die Lésung u(x, y) auch in folgender Form schreiben: 
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u(x, y) = p(x, y) p(x) + a(x, y) ¥(y) + r(2, y) 
z y 
+fi i, (x, ys &) (8) dé +.fhq(x,y; 8) w(8) db. 
Dabei ist zur Abkiirzung 


(8) 


y 
p(«,y)=1 + fA(e, y; 0) 40, 
0 


q(x, y) = 1 +f B(a, y; ak, 
0 


zy zy jy 
r(a,y) =f [ig ndtdn +f fagdnf fae’ dy ac, 1), 
0 0 é 0 0 0 0 
: Fe 
i, (a,y; 8) =B(x,y;8)— f T(a,y3&n)p(&n)an— ff T(a,y; 8,n)B(0,n;£) dO dn, 
0 0 ¢€ 


z zy 
ky(a,y38) =A (x,y3n)— f T(a,ysén)a(&nyae— fT (a,y58, 0) A (E, 0; n) ded 0 
0 0 
gesetzt worden. ‘ . 
Die Formel (8) gibt die Lésung der Gleichung (1), welche auf den 
Koordinatenachsen gegebene Werte annimmt; das zu ihrer Aufstellung 
eingeschlagene Verfahren zeigt, daB sie eindeutig ist. Bemerken wir noch, 


daB nach (6) u(x), v(x) eindeutig durch g(x), (x) bestimmt sind und 
umgekehrt. 


Die Integralgleichung des Problems. 


Um zu dem aufgestellten Problem zuriickzukehren, suchen wir die 
Willkiirlichkeit der Funktionen p(x) oder- (a) in der Lésung (8) von (1) 
in der Weise zu beschrinken, daB die Bedingung,(2) auf der Kurve (C,) 
befriedigt wird. Indem wir den durch (8) gegebenen Wert von u(z, y) 
und die aus derselben Formel berechneten Werte von 


Cu 


Ou r 
az und dy 


in (2) einsetzen, bekommen wir 


—— &(% 9) P™ 9) P() + BC 9) a(@, 9) ¥'Y) 
+ [D,p(a, y) + «(@, y) (x, y; 2)] p(x) 
+ [D,4(2, y) + B, (2, y) k, (x, ¥; y)] v(y) 


+.[D,k, (a, y; 8) p(€) dt +.[D,hq(a, y; £) ¥(®) dé 
+ 4,(z,y) + r(a,y) = 0. 














80 A. Myuusr. 
Dabei ist zur Abkiirzung 
Df = (2,9) 6 + B(x, 9) 2 + 4 wf 
g(a) = 6%, ¥ (2) =o 


gesetzt worden und y = /,(x) vorausgesetzt. 

Wir wollen diese letzte Gleichung in eine andere verwandeln, die 
statt p(x), p(x), w(x), w(x) nur g(x) und w(x) enthilt. Zu diesem 
Zwecke integrieren wir die Glieder mit dem Integralzeichen partiell und 
setzen nachher iiberall 


v(x) = fo'(®) dé + (0), 


y 
v(y) = [vw (® ak. 
Denn es ist, wegen der zweiten Gleichung (6), (0) = 0. Wir erhalten dann 
(x, y) p(x, y) p(x) + By (2, y) a(z, y) ¥'(y) 


+ [D,p(@, 9) + 0% (2. y) ky(x, 93 2) +. [Dy ky (a, 95 €) €8) pO) 
+ [[D,p(@,y) + q(2,¥)k (95 2) +f Dyk, (2,95 8) aE] © ak 


+ [{D,a(@,y) + By (2,9) ky(ass 9) +f Dyky x, 95 €) 48'] v'(B) a 


i 6, (a, y) + r(2, y)= 0. 
Wir setzen jetzt y = f,(x) ein und fiihren nachher in dem Gliede 


ti (@) i (5) 
J(Di9@ f,@) +B: @) ha (2 fs .@) +f Dy ky (2, fy @; &) dB’ (dé 
0 $ 


die Transformation der Variabeln § —/,(&”) aus. In dieser Weise be- 
kommen wir eine Gleichung von der Form 


a,(x) g(x) + b, (x) v'(f, (x)) 
(9) + A,(a, &) 9 (& dé +. [B,(z, §) v'(f,@) at 
0 0 


+ ¢,(x) p(0) + d,(z) = 9. 
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Es ist dabei 
a, (2) = a, (2, f,()) p(x, f,@)), 
b, (2) = B, (2, f,@)) a(a, f,@), 


Ag (1 8) — Dy 9 fy (2) + 0 (sf) (fy (20s @) +, f Dy hy (x, f(a; €) a8, 


B, (2, )=([D, gf @)+Bb,@AO)k@A@s fh (a)) 


(10) 2% an. ®) 
+ J Dyky(@, sf) a8) “Gees 


A) 
G (x) _ A, (2, 0), 
d, (x) = 4, (a, f,@)) + r(a, f@). 
Wir setzen a,(x), b,(x) und folglich «,(x, f,(2)), B,(x,f,@)) von Null ver- 
schieden voraus. 
Die Formel (9) kann als eine Integralgleichung in (x) betrachtet 


werden und in bezug auf g’(x) gelist werden. Bezeichnet Y,(2,§&) die 
lésende Funktion dieser Gleichung, so ist 


‘ b, , "B, (@,&) 0 
oa) — — 23 w(A@) — J 2S? vi nea 
0 
CQ (x) d, (a) 
— 2, 9 -a@ 


E b, , *B, é, *) Ul “ 
+/%@o [22 wine +f2h? vGaena 
0 0 

¢, (6) d, (&) 

Fa @ 9 + a, a - 
Eine Umkehrung der Integrationsfolge im Doppelintegrale gibt 
; , B, »§) , P toe A F B, . F 
‘farwee,» fag) wpe) = farvne)fauey WGP, 
0 0 n % 


und dann nimmt der Ausdruck fiir g(x) die Form an 


(11) g(x) = 4, (2) ¥'(f,@) + [B,(s, &) ¥'(f,@) a& + C,(x) (0) + D,(a). 


Dabei ist 


Mathematische Annalen. LXVILL 6 








A. Myuuer. 





A,(2)=— 35 





@, (x)’ 
B(z,8) = — SED 4 (6,8) © 4 os 7) 68 ay 


__ 4@) 4 4 
(12) C, (x) a, (x) +f (a, é) a * 


d, (2) d, () 
D,(2) = — 28) +f (2,8) S® ag 


gesetzt. 


Es ist auch méglich, die Gleichung in bezug auf w'(f,(x)) zu lésen. 
In derselben Weise wie oben bekommen wir 


¥ (f:®) = Ay © 9 &) +f By E, &) 9 (E) ak’ + C/ © pO) + Dy). 


Setzen wir §=/,(x), wo §=/,(x) die inverse Funktion von x =/,(£) 
ist, und fihren wir unter dem Integralzeichen die Transformation der 
Variabel &’ = /,(€) aus. Dann haben wir eine Gleichung von der Form 


(18) w (2) = 4,*(2) 9 (7,@) +f B,*(2,8)9'(F,@)dé+ C;*(2) 90) +D,*(2). 


Die Formeln (12) oder (13) driicken die Beziehung aus, welche 
zwischen g(x) und w(x) stattfinden muB, damit die Lésung (8) von (1) 
die Bedingung (2) erfiille. 

Die Beziehung, welche zwischen g(x) und w’(x) bestehen muB, 
damit die Bedingung (3) erfiillt werde, laBt sich genau in derselben 
Weise aufstellen. Sie hat eine der Formen 


(14) o'(x) = A,(z) ¥ (f,@) +f Bla, &) u'(f, ©) dé + C,(x) p (0) + D, (2) 


oder 
(15) o'(x) = A,*(x)9'(f,(@)+ [B,* (2,8) 9 Fs@)ad&+C,%(2) 9 (0) + D,*(2). 


Dabei haben die Funktionen /,(xz), A,(x), a,(x) ete. Werte, die sich leicht 
aus denen fiir die Bedingung (2) durch Anderung der Indizes ableiten 
lassen. Die Funktionen a,(x), b,(x) und folglich «,(x, f,(x)), By(x, fy(@)) 
sind von Null verschieden vorausgesetet. 

Die Funktionen ’(x) und w'(z) miissen einer der Gleichungen (11) 
oder (13) und einer der Gleichungen (14) und (15) Geniige leisten, damit 
sie, in (8) eingesetzt, die gesuchte Lésung von (1) ergeben. 
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Die Elimination von g’(x) zwischen (11) und (14) fiihrt zu der 
Gleichung 


A, (2) v'(f,@)) — A,(x) v'(f@) 
(16) +f B(x, 8) ¥ f,®) 4& —[B, (x, &) vf) ak 
0 0 


+ (C,@) — C,(a)) (0) + D, (x) — D, (x) = 0. 


Indem man diese letzte Gleichung als eine Integralgleichung in w’(f,(z)) 
betrachtet, kann man sie in bezug auf diese Funktion lésen. Man mu 
dazu die schon gebrauchte Umkehrung der Integrationsfolge im Doppel- 
integral vollziehen und erhalt dann leicht 


(12) (2) — G(x) O(f@) +f H(a, ) Oda + I(x) pO) + J(a) = 0. 


Es wird durch 8(a, &) die dem Kerne 





B, (x, §) 
A, (x) 
entsprechende lésende Funktion bezeichnet und es ist auberdem 
(18) f(@)=f:4,@), 
(19) O(z) = v'(f,@), 
A, ( 
(20) G(2) = 4 a 


. (7, ,n) B, ) A 
(31) Ae,t)= A -f* svat A, (x) dq— B(z, 0752 = 


4,2 4, © Ay(2) 
(23) T(z) —— AOL DO 5 i B (a,b) Oy A,(2) ab, 


gesetzt worden. 

Wir gelangen in dieser Weise zu der Integralgleichung des Pro- 
blems (17). Sie ist besonderer Art; die unbekannte Funktion (7) kommt 
in den beiden Formen (x7) und O(f(z)) vor. 


Loésung der Integralgleichung. 

Bei der Auflésung der Integralgleichung (17) spielt eine groBe Rolle 
die Frage, ob die Bedingungen (2) und (3) fir =0, y= 0 identisch 
sind, d. h. ob die Gleichheiten 

6* 














84 A. Mytuer. 
a, (0, 0) _ a, (0, 0), 
is 6,(0, 0) = (0, 0), 


7,(0, 0) = 7,(0, 0), 

6, (0, 0) = 4, (0, 0) 
bestehen. Ebenso ist die Form der Funktion f(x) in Betracht zu ziehen. 
Es wird zu unterscheiden sein, ob die Kurve y=/f(x) die Halbierungs- 
gerade des Koordinatenwinkels 20 y im Nullpunkt beriihrt oder sie nur 
einfach schneidet. Im ersten Falle beriihren sich die gegebenen Kurven 


(C,) und (C,) im Nullpunkte, im zweiten bilden sie untereinander einen 
Winkel. In der Tat, wenn 

y= M7 
(m, + m,) 
y= Mm, x 
die Tangenten der Kurven y=/,(z) und y=/f,(x) im Nullpunkte dar- 
stellen, dann ist 


y= 
~— ° ’ 
wo 
- 7 
m >? 


die Gleichung der Tangente der Kurve y = f(x) = f,(f,(@). 

Wir setzen zuniichst voraus, dab die Kurve y = f(x) die Halbierungs- 
gerade des Koordinatenwinkels in keinem Punkte auber dem Nullpunkte 
trifft, d.h. daB die Kurven (C,) und (C,) nur im Nullpunkte sich schneiden. 
Diese Voraussetzung lift sich durch die andere ersetzen, dab die Kurve 
y =f(x) ganz im ersten Oktanten liegt. In der Tat, wenn die Kurve 
y =f (x) nicht im ersten Oktanten liegt, mu8 sie notwendig im zweiten liegen. 
Kommt dieser letzte Fall vor, so lésen wir die Gleichung (17) in bezug 
auf ©(z), als ob ®(f(x)) bekannt wiire, und setzen im Resultat 0 (f(x)) = (2). 
Wir bekommen dann eine Integralgleichung in (7) von derselben Form 
wie (17), in welcher aber die an Stelle von f(z) vorkommende Funktion 
f (x) jetzt ganz im ersten Oktanten liegt. 

Erster Fall. Die Kurve y=/(z) schneidet die Halbierungsgerade 
des Koordinatenwinkels im Nullpunkte unter einem von Null verschie- 
denen Winkel und liegt fiir 
(25) O0<2<a 
im ersten Oktanten. AuBerdem sollen die Bedingungen (24) erfiillt sein. 

Es ist dann gegeben 


(26) f(x) < pe (B <1). 
Die in (17) vorkommende Funktion G(x) befriedigt die Ungleichung 
(27) |G(a)| < e*. 
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In der Tat ist 


= Ar(@) _ (2) a (2) 
(28) G@) = Ze ~ a, @)0,@) 
— %(@,f,@) Bef) p@, f@) a(@, f,@) | 
a, (@,f,(@) By (@,f,(@)) pla, f,@) a(@, i) 
Wegen der Bedingungen (24) hat die Potenzreihenentwickelung der Funktion 
a, (x, f, (x) 
ee, (a, f,@) 
1 als estaba Glied. Dasselbe gilt von 


B, @, f, (@) 
Bs (x, h (x)) 


P(e, f,@)) qe, f@) . 
P(r, f,(@)’ qe, f,@) 





und auch von 


Die Funktion G(a) ist infolgedessen ebenfalls in eine Reihe entwickelbar, 
deren konstantes Glied gleich 1 ist. Man kann dann ein geniigend groBes 
u so wahlen, daB 


G(x)| << e"* 
ist. : 


Wir haben noch die Ungleichung 
(29) \1(x) p(0) + J(z)| < da, 
wo A eine Konstante ist, abzuleiten. Bezichen wir uns zuerst auf den 


Ausdruck (22) von I(x). Er besteht aus zwei Teilen. Der zweite 
Teil ist 


f2e0 B=38 Acrar| <b fa — ae, 
0 


wo k, eine Konstante bedeutet; der erste Teil ist 


(30) C, ee C, (2) 


2 A, (2) 


C,(a) — C,() besteht seinerseits nach (12) aus zwei Teilen. Ein Teil 


(31) (Ren eQ a fae n gga 
° ‘ 
wird mit « Null und kann kleiner als /,2 sein; der andere Teil ist 
26 C,(@) , &% (@) 
(2) ~ a, @) F aa)” 
C, (x) 


a, (x) 
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A. Myuuzr. 


ist aber aus 
¢, (2) 
a, (x) 
durch Ersetzung der darin vorkommenden Funktionen f,(x), @, (2, f,(a)), 
B,(2,f,;@)), 71(#,f,@)) dureh f,(x), «3(2,f,(@)), B(@,f@), r2(%, f@)) 
entstanden. Da die Funktionen /,(z) mit f(x), «,(7,f,(x)) mit a,(z, f,(x)) usw. 
im konstanten Gliede ihrer Reihenentwickelung ibereinstimmen, ist es 
klar, daB (32) kein konstantes Glied besitzt. Man kann infolgedessen ein 
geniigend groBes k, finden, damit 
¢, (a) , ¢, (2) 
eae 
befriedigt werde. Da dasselbe fiir J(x) gilt, so ist die Richtigkeit der 
Formel (29) bewiesen. 

Mit Hilfe dieser Resultate und der Ungleichung (26) ist es jetzt 
leicht, die Lésung der Gleichung (17) zu erhalten. Diese Lésung laBt 
sich in eine Reihe entwickeln, deren Konvergenz sich durch Vergleich 
mit der Lésung der Picardschen Gleichung*) 


\<k,x 


(2) — G(x) &(2) +f H(a, &) 0(&) dé + I(x) (0) + J(z) =0 


beweisen laBt. Diese letzte Gleichung unterscheidet sich von (17) da- 
durch, daB an Stelle von f(z) die lineare Funktion 6 z steht. 

Man kann eine Reihe bilden, die formal der Integralgleichung (17) 
geniigt. Sie ist 
(33) D(x) = Oo(z) + M(x) + O,(z) +--- +O, @) +°°*, 
wobei die Funktionen ®,(x), 9,(x), ---, ®,(z), --- als Lésungen der 
folgenden Funktionalgleichungen 


Do(2) — G(x) (fi)) + I(x) (0) + I(x) = 9, 


©, (2) — G(x) , (f@)) +f H(@, &) %(&) dé = 0, 
(34) 


©, (2) — G(a) 0, (fm) +f H(a,8)%,_,()dt= 0, 


definiert werden. 
Alle diese Funktionalgleichungen haben die Form 


(35) a(x) — G(x) x(f(2)) = V(a), 


*) Picard, loc. cit. 























Randwertaufgaben bei hyperbolischen Differentialgleichungen. 87 


wo die unbekannte Funktion a(x) ist und V(x), wie wir sehen werden, 
die Ungleichung 

(36) | V(x)\ << ea" (n> 1) 
befriedigt. Wir wollen zeigen, daB diese Gleichung (35) immer eine Lésung 
hat, wenn f(x) der Ungleichung (26) und G(x) der Ungleichung (27) 
geniigt. In der Tat ist eine Lésung der Gleichung (35), welche im Null- 
punkte den Wert 2(0) annimmt, durch die Reihe 


a(x) = 2(0) G(x) G(f(a)) G(fP@))--- 


CD £V@ + > 6@ Ew) E(H%@)--- EF @) VFM @) 


gegeben. Dabei ist zur Abkiirzung 
f(a) = f(F@), 
(38) f(x) _ f (f(F@)) ’ 


f(a) = f(f(---f@)) 
gesetzt worden. Diese Reihe konvergiert, denn (26), (27) und (36) au- 
folge wird die Formel (37) 
| (a)| < a (0) orerPaert =... + ga" 4S) ott nhs 2. . enPris 9 Brn gm 


v=1 
“v=o ws 


Bn. 
<2(0)e~* + 9a" + ede? pr" x". 
v=1 
Weil aber 


un 
e ° <k, 
wo k eine Konstante ist, haben wir weiter 
we =m un v= @ 
a(O)e!-? + oa* + @ >) et Aprna" <a(0)k+ oa" + ok >’ pr" a" 
v=1 v=1 
<2(O)k + 92" + ok _£ a" = 2(0)k + 9 Ax", 
dabei ist 
‘ S . 
O—1+k— a" 
gesetzt worden. 
Es ist also 
(39) | n(x) |< a(O)k + 902" 
und wenn 2(0) = 0 ist, 
(40) a(x)| << 9O2". 














88 A. Myxer. 


Da der Ausdruck I(x)p(0) + J(x) der Ungleichung (29) Geniige 
leistet, ist eine Lésung ®,(x) der ersten der Gleichungen (34) vorhanden, 
welche im Nullpunkte den Wert y’(0) annimmt. Diese geniigt der Un- 
gleichung 

®,(z)| <2. 
Infolgedessen ist 
f H(a, 8) %9(&) dé | < haz. 
) 


Wir suchen fiir die iibrigen Gleichungen (34) Lésungen, die im 
Nullpunkte verschwinden. ; 
Der Formel (40) zufolge befriedigt die Lésung %,(7) der zweiten 
der Gleichungen (34) die Ungleichung 
|®, (x) < LhOz, 


und im allgemeinen hat man 


hx)" 
©, (2) <4, _. 


Diese letzte Formel zeigt ums die Konvergenz der Reihe (33). 

Aus der Bildungsweise der Lésung (2) ist leicht zu sehen, daB die 
Parameter g(0) und y’(0) in ihr beide linear vorkommen, so dab (2) 
sich in die Form 
(41) (ax) = U(x) + m(x) p(0) + n(x) v'(0) 
bringen laBt. 

Es bleibt noch zu beweisen, daB die durch (33) gegebene Lisung die 
einzige ist. Wenn zwei verschiedene den Werten (0) und w’(0) ent- 


sprechende Lésungen existierten, dann wiire ihre Differenz eine von Null 
verschiedene Lisung der Gleichung 


(x) — G(x) 0(f(a) +f H(a, 8) o(€) ak =0, 
0 
wobei (0) = 0 wiire. Wie Herr Picard gezeigt hat*), ist eine solche 
Lésung unméglich. In der Tat, wenn 
O(2)< M 
gesetzt ist, erhilt man nach (40) 


O(x2) << MhOz. 
Ebenso ist dieser letzten Formel wegen 
om) < My 


*) loc. cit. 
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und im allgemeinen 
(zx) < M-;- er _ e 


Folglich ist ®(#) identisch Null. 

Wenn die Kurve y=/(z) im zweiten Oktanten liegt, liBt sich die 
Gleichung (17), wie gezeigt wurde, in eine andere verwandeln, wo die an 
Stelle von /(x) vorkommende Funktion im ersten Oktanten liegt. Die an 
Stelle von G(x), H(a, &), I(x), J(x) vorkommenden Funktionen besitzen 
dieselben Eigenschaften wie die urspriinglichen. 

Zweiter Fall. Die Kurve y= f(x) beriihrt die Halbierungsgerade 
des Koordinatenwinkels im Nullpunkte und liegt fiir 

O0O<2<a 


ganz im ersten Oktanten. Die Kurven (C,) und (C,) beriihren sich folglich 


im Nullpunkte. Wir setzen auBerdem voraus, dab neben den Bedingungen 
(24) auch die folgenden 


[ee (x, ft = : 


-{¢ a, S fs (x) | 

z=0 
a [AS (x, f oy paige 
[snes (a, Ff, ( = 


dy, S A Ley), 
2x 0” 


7 
oa [see (x, f, =| 


dé, = AS) 
erfiillt sind. L.. 


Eine Ungleichung wie (26) ist in diesem Falle unméglich. Wir 
kénnen aber ein geniigend kleines 6 wihlen, damit die Kurve y = f(z) 
ganz unter der Parabel 


(43) y= g(x) = 2 — 28 
liegt. Statt (26) ist ; 
(44) f(x) < 9(@). 
Unter den jetzigen Bedingungen befriedigt G(x) die Ungleichung 
(45) | G(a)|< e™. ‘ 


In der Tat stimmen die Funktionen «,(z,f,(z)) und a(x, f,(x)) in den 
konstanten und linearen Gliedern ihrer Reihenentwicklungen iiberein, und 
infolgedessen ist das konstante Glied der Entwicklung von 


‘ 
a, (x, f, (2)) 


a, (2, f, (a) 
gleich eins und das lineare Glied gleich Null. Dasselbe ist tiber 
B, (a, f, (@)) 


B, (x, fy (x) 


und auch iiber 











A. Myuver. 





PL) yng ef (@) 

P (a, f, (@)) 4 (2; f,()) 
zu sagen, weil f,(#) und f,(x) im den konstanten und in den linearen 
Gliedern iibereinstimmen. 

Es folgt wegen (28), dab die Reihenentwicklung von G(z) 1 als 
konstantes Glied und kein lineares Glied besitzt. Es ist dann méglich, 
die Ungleichung (45) zu schreiben. 

Wir gehen zum Beweis der in diesem Falle giiltigen Formel 


(46) | I(x) p(0) + J(a)| << Az? 
tiber. Der Wert von I(x) besteht aus zwei Teilen. Der erste Teil ist 


ae C, (x) 2 C, (x) 
A, (x) - 


welcher seinerseits sich nach (12) wieder in zwei Teile zerlegen laBt. 
Dieselben sind 


C,(@) (x) 
(47) a, (a) a, (2) 
und 
(48) — f[x.@, 988 — ae, 2) 20} ae 
0 

Die Funktion 

6 (2) 
3 a, (x) 
ist aus 

¢, (x) 

a, (2) 


durch Ersatz von f(z), a(x, f,(@)), B,(2, @), 4(% A@), 48,(a, ,@) 
durch /,(2), a(x, f,(2)), By(%, f,@), ve(*, f@)), 92(a, fp@)) abzmuleiten. 
Diese Funktionen f,(z) und f,(x), «,(#, f,(@@)) und «,(2, f,(x)) usw. ent- 
halten entsprechend gleiche konstante und lineare Glieder, die in der 
Differenz (47) verschwinden. Die Entwicklung von (47) beginnt daher 
mit dem quadratischen Gliede. 

Bevor wir zur Formel (48) iibergehen, bemerken wir, daB, wenn 
K(a, &) die dem Kerne k(z, &) einer Volterraschen Integralgleichung ent- 
sprechende lésende Funktion ist, immer 
(49) K(0, 0) = k(0, 0) 
ist. Diese Formel folgt sofort beim Einsetzen x = 0, § =O in die Fun- 
damentalbeziehung 


K (a, t) —k(a, §) — f k(a, r) K(r, 8) dr =0. 


Die in (48) vorkommenden Funktionen W, (x, £) und Y,(x, &) sind lésende 
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Funktionen fiir die durch (10) definierten Kerne A,(x,&) und A,(z, &). 
A,(x, §) ist aber aus A,(z,&) durch Umiinderung der in A,(z, &) vor- 
kommenden Funktionen /, (x), @,(z, f,(@)), ... in f,(x), a (a, f,(@)), ... ent- 
standen. Man hat dann A,(0, 0) = A,/0, 0) und infolge von (49) 


4, (0, 0) — w, (0, 0). 
€,(0) _ ¢(0) 
a, (0) a, (0) 


ist, enthalt die nach x und £ fortschreitende Reihenentwicklung der Dif- 
ferenz 


Da aber auch 


1 ( - 
46. D28— me 08 


kein konstantes Glied. Das zwischen Null und 2 genommene Integral 
dieser Reihe enthalt dann kein konstantes und kein lineares Glied. 


Es bleibt nur noch der zweite Teil der Formel (22) zu untersuchen; 
er ist 


f Be, ) YE aaa. 


C, (E) — C,(€) enthilt kein konstantes Glied in seiner Reihenentwicklung 
und folglich besitzt auch die Funktion 


Cc, (é) — 
Be OG Ae A@) 


dieselbe Eigenschaft. Das zwischen Null und z genommene Integral 
dieser letzten Funktion enthilt dann in seiner Reihenentwicklung kein 
konstantes und kein lineares Glied. j 

Aus diesen Resultaten ist ersichtlich, daB die Potenzentwicklung von 
I(x) mit dem quadratischen Gliede anfingt. In gleicher Weise ergibt 
sich, daB J(x) und folglich auch I(x) (0) + J(x) dieselbe Eigenschaft 
besitzt. Man kann dann ein gentigend groBes 4 wihlen, sodaB die Un- 
gleichung (46) erfillt wird. 

Wir zeigen noch, daB der Kern H(z, &) der Gaeichhinns 


50) | H(z, §)|<m(a+6&), 
wo m eine Konstante ist, geniigt. Aus (21) folgt 


B, (0,0) 
A, (0) = B(0, 0) 


und da B(z, &) die lésende Funktion von 


B, (a, ) 
A, (2) 


A, (0) A, (0) 


H(0, 0) = A, (0) A, 0) 
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ist, bekommt man wegen (49) 
B,(0,0)  B,(0,0) 
a ee i 


B, (x, §) 

A, (x) 
ist aber aus 

B, (a, &) 

A, (x) 


mittels Ersetzung der Funktionen /, (x), «, (x, f, (x)),--- durch f, (2), a, (2, f,(),--- 
abzuleiten. Es folgt deswegen 
H(0, 0) = 0; 

die Potenzentwicklung von H(z, &) enthilt kein konstantes Glied. Es ist 
also méglich, ein geniigend grofes m zu finden, so daB (50) erfiillt wird. 

Die Gleichung (17) ist auch unter den Bedingungen dieses Falles 
iésbar. Man kann formal die Lésung (33) bilden. Die Funktionen 
®,(x), 9,(x),--- befriedigen die Funktionalgleichungen (34). Diese Glei- 
chungen haben alle die Form (35), wobei f(x) der Ungleichung (44) und 
G(a) der Ungleichung (45) geniigen. Auferdem ist, wie wir sehen werden 


(51) V(a)| < oa" (n> 2). 
Die Reihe (37) geniigt formal der Gleichung (35). Wir wollen ihre 


Konvergenz unter den neuen Bedingungen aufstellen. Zu diesem Zwecke 
beweisen wir zuerst, daB die Reihe 


(52) a? + f(a)? + f(a)? + --- + (fw)? 4+--- 
konvergiert. Die Glieder dieser Reihe sind resp. kleiner als diejenigen 
der Reihe 

(x)? + (g@))?? (g@)? --- (ga)? --- 


wo g(x) die durch (43) definierte Funktion ist. 
Man hat 
r= 2, 


g(2) —2— 62, 

g” (x) = g(x) — P(g@)’, 

9g” (x) = g(x) — P(g @)’, 

g” (x) _ g"- (x) - 62(g"-»)(2)) 
und durch Addition 

[2 + 9(a) + 9%(2) +--+ + g-9(@)] + 9a) 
— 2+ [2+ gz) + 92) +--+ 9"-%(2)] 
— Pla? + (gia)? + --- + (g?-9@)*]. 
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Da 


lim g(a) = 0 


ist, gibt diese letzte Formel 

a? + (g(a))*+ (ga)? +--+ = 5s 
und daraus schlieBt man, daB die Reihe (52) konvergent und ihre Summe 
kleiner als 


x 
6? 
ist. Wegen (45) hat man 
G(x) G(f(a)) eee G(f™ (a) < oft (2+ (sR te +7 @)) ” 


< oft (2° + (4@))*+(7@)P +--+) < eo. 
Aus (37) folgt 
“2 uz n= 
x(2)| < (0) e® +e [\V(a)| + >\V(F@)) |] 
n=1 
ux uz 


< 2(0) e* +e” ofa.t (fw) + (fm) +--+] 
Me “ue 
<2(0) e* + e® oa*-*[2? + (fa)? + (fPW)* +--+] 
und schlieBlich 


(58) x(2)| <x(0) 7 + eka", 
wo 
Ma Mes 
y=e”; k = ¢® af 
gesetzt ist. Fiir 2(0) 0 wird diese letzte Formel 
(54) |a(x)| << oka*—'. 


Folglich konvergiert die Reihe (37). 

Da der Ausdruck I(x) (0) + J(x) der Ungleichung (46) Geniige 
leistet, existiert immer eine Lésung der ersten der Gleichungen (34), 
welche im Nullpunkte den Wert y’(0) annimmt und wegen (53) der Un- 
gleichung 

| (2)| <6 (6= Aka), 
gentigt. Auf Grund dies¢r Formel und der Formel (50) ist 


| A(a,8) % (8) de! < | fm(e+ 8) ode <om2a*. 


Die Lisung ©, (x), die im Nullpunkte verschwindet, gentigt der Ungleichung 
, (2), << 62mkz. 
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In derselben Weise erhilt man 


A. Myuurr. 


:- . 
J H(a, ),(&) df <ok2*m* *, 


2? 2%? 2 
0,(2)|<0 
und im allgemeinen 

(2mkx)" 


|%.@)| < 6 -s-x° 


Diese letzte Ungleichung tut die Konvergenz der Reihe (33) dar. 
e Wie im vorigen Falle ist auch hier zu bemerken, dab g(0) und (0) 
im Ausdrucke von ®(z) linear vorkommen. Die Funktion ®(x) behiilt 
auch hier die Form (41). Ebenso wie im ersten Falle gibt es eine ein- 
zige Liésung, und dieselbe existiert, auch wenn f(x) im zweiten Oktant liegt. 
Dritter Fall. Die Kurve y=/(z) erfillt dieselben Bedingungen 
wie im ersten Falle; die Gleichheiten (24) bestehen aber nicht mehr. 
Eine Ungleichung wie (27) ist in diesem Falle nicht immer méglich. 
Statt deren kann man aber bei passender Wahl von uw die Beziehung 


(55) G(a)| < ke“* 
erfillen, wobei 


k = |G(0) 
ist. Wir setzen voraus, dab k der Ungleichung 
(56) k<s 


gentigt. Dabei bezeichnet 6 die durch (26) eingefiihrte Konstante. 

Die Ungleichung (29) ist im allgemeinen ebenfalls nicht befriedigt. 
Wir kénnen sie aber erfiillen, indem wir dem Parameter m(0) den Wert 
J (0) 


(57) y(0) = 1(0) 


geben. Die Funktion I(x) p(0) + J(x) verschwindet dann im Nullpunkte, 
und es laBt sich folglich ein 4 finden, so daB (29) stattfindet. 

Die Auflésung der Integralgleichung (17) erfolgt in gleicher Weise 
wie im ersten Falle. Ein Unterschied kommt nur im Beweise der Kon- 
vergenz der Reihe (37) vor. Je nach dem Werte von k werden wir drei 
Unterfille zu unterscheiden haben 

a) k<1 

Das unendliche Produkt 


(58) G(x) G(f@) G(f%@) --- 
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ist Null. Die Lésung ist folglich 


v=o 


(59) (2) = V (2) + SE (2) G(fia))--- G(fO-9@) V(F@) 


und man hat 


(60) x(x) | < 9a" + Sens on82... 0K8" "9 (kBryra%. 
v=1 
Diese Ungleichung unterscheidet sich von der im ersten Falle vorkom- 
menden dadurch, daB 6" durch kf" ersetzt ist. Wir erhalten dann dasselbe 
Resultat nur mit dem Unterschiede, daB (0) den Wert (57) und y’(0) 
den Wert Null hat. 
b) k=1. 

Obwohl die Bedingungen (24) nicht erfiillt sind, gestaltet sich die 
Auflésung von (17) in ganz gleicher Weise wie im ersten Falle; 2(«) hat 
die Form (37); die Reihe (33) von (x) ist konvergent und hingt nur 
von ~(0) ab, indem (0) durch (57) bestimmt ist. 


c) 1<k< 


Das unendliche Produkt (58) divergiert. Indem wir aber 2(0) = 0 
nehmen, lat sich 2(2) durch die Reihe (59) darstellen, welche der Formeln 
(60) und (56) wegen konvergiert. (x) enthilt dann keinen unbestimmten 
Parameter. 

Vierter Fall. Es kann vorkommen, daB die Kurve y=/(x) im 
gegebenen Intervalle 0<a2<a die Halbierungslinie des Koordinaten- 
winkels auBer dem Nullpunkte noch in anderen Punkten trifft. Seien 
O'(a=2'), C"(a=2")--- (a <2" <--) diese Punkte. Unsere bis jetzt 
entwickelte Theorie gilt fiir das Intervall 0<2< a2 —«e, wo « eine be- 
liebig kleine Zahl bedeutet, und folglich kann die Funktion ®(7) im 
Intervalle O<2<z2' bestimmt werden. Indem wir die Koordinaten- 
achsen parallel mit sich selbst in den Punkt C’ iibertragen, kénnen wir 
nach demselben Verfahren eine Funktion %’(x) bestimmen. Diese Funktion 
ist in dem durch C’ und C” begrenzten Intervalle definiert. Auf diese 
Weise erhalten wir die Funktionen ®(x), 0’(x), ®”(x),---, die uns alle 
zur Lésung des vorgelegten Problems dienen werden. 


Loésung des Hauptproblems. 


Wir haben gesehen, daB die Funktion ®(7) die Parameter m(0) und 
y' (0) linear enthilt. Aus (41) erhilt man mittels der Beziehung 


w(x) = O(f, (x) 
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w(x) und dann durch Integration zwischen Null und z #(z). Diese letzte 
Funktion hat die Form 

(61) v(x) = L*(x) + M*(z) 90) + N*(@) v0). 

Indem wir diesen Wert von w(x) in (11) einsetzen, erhalten wir ’(z) 
und nach Integration p(x) in der Form 

(62) 9 (2) = L(x) + M(2) (0) + N(z) ¥'(0), 

wobei 


aé¢ 


L(a) = f-A,(§) 1*(®) dt +, f°[B,(E, 0) L*(q) dy dé +fD, (6) at 


0 


“kak © 


M(2) — f'A,(@) M*(@) a +f 


[By ni) M* (a) dn ag + fC,(8) ak + 1, 
0 0 
N() = fA, (&) N*(®) at +f B,(&n) N*(q) anak 
0 00 
gesetzt wird. 


Durch Einsetzen dieser Werte von g(x) und (x) in (8) haben wir 
die gesuchte Lésung u(z,y) in der Form 


(63) u(x, y) = R(z, y) + S(x,y) (0) + Ti, y) v0), 
x R(a, y) = p(x, y) L(x) + q(x, y) L*(y) + r(2, y) 
+J is(e, 95 8) L(G) at +) in(o, ys &) L*(G) aE, 
S(a, y) = p(a, y) M(x) + q(a, y) M*(y) 
+ fin y; &) M(&) dé + fina y; §) M*(&) dé, 
T(x, y) = p(*, y) N(x) + g(a, y) N*(y) 


+ fis (a 95 8) N(@) dé + fig( 95 ) N*® ab, 
0 0 


gesetzt ist. 


Es gibt infolgedessen unendlich viele Lésungen unseres Problems, die 
im allgemeinen von den Werten der Parameter g(0) und y’(0) abhiingen. 

In speziellen Fallen, die wir kennen gelernt haben, kénnen g(0) und 
w(0) allein von vornherein bestimmte Werte haben; u(z,y) hingt dann 
nur von einem oder von keinem Parameter ab. 

Die so gefundene Lésung (63) ist aber nur unter den Bedingungen 
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der ersten drei Fille aufgestellt worden, d. h. unter der Bedingung, daB 
die Kurven (C,) und (C,) sich nur im Nullpunkte treffen. 

Wenn die Kurven (C,) und (C,) sich noch in anderen Punkten, B 
und D z. B., treffen, dann ist die Lésung (63) nur im Rechtecke 0A BF 
definiert. Man kann aber eine andere Lisung 





u(x, y) finden, die fiir das Rechteck BCDE 6 ¢ » 
gilt und von zwei Parametern 4’ und w’ abhiingt. 
Die zwei Lésungen u(z, y) und w’(z,y) stimmen 4| s iE 
im allgemeinen im Punkte B nicht tiberein, man 











kann das aber durch die passende Wahl der 
Parameter 2’, uw’ erreichen. Man hat in dieser 
Weise eine einzige Lésung, die von zwei Parametern abhingt und im 
Gebiete OABCDEBFO definiert ist. Dieselbe laBt sich aber auch in 
den Rechtecken ABCG und FBEH fortsetzen. In der Tat bestimmen 
die Werte, die die Lésung auf dem Rande ABC annimmt, sie bekannt- 
lich auch im Innern des Rechtecks ABCG. Dasselbe trifft fiir das 
Rechteck BEHF zu. 

Die nichthomogene Differentialgleichung. Zur vollstiindigen Bestimmung 
der Lisung (63) von (1) fiigen wir den Bedingungen (2) und (3) noch 
andere hinzu. Die Lésung u(x, y) soll in zwei gegebenen Punkten 2,, y, 
und 2, y, gegebene Werte u, resp. u annehmen. Wir kénnen dann 
(0) und w'(0) aus den Gleichungen 


(64) u, = R(x,,¥,) + S(x%,,%) pO) + Ta, %) ¥'(0), 

tty = R(x, yo) + S(xq, Yo) PO) + Tes, 2) YO) 
berechnen und damit die eindeutig mégliche Lésung des Problems 
bestimmen. 

Diese letzte Operation ist nur dann méglich, wenn die Determinante 
S(%,%) T(%,%)| 
AG Ki 0) | 500, Ther 9) 
von Null verschieden ist. Wird aber die Beziehung : 

(65) A(2,, Y15 Ty ¥2) = 9, 
die wir LHigenbeziechung nennen, befriedigt, so ist die Liésung unseres 
Problems im allgemeinen: unméglich. 

In dem Falle, daB die Lisung u(z, y) nur vom Parameter y'(0) ab 
hiingt, laBt sich derselbe durch die Bedingung bestimmen, dab u(z, y) 
im Punkte 2,y, einen gegebenen Wert u, annimmt. Der Parameter 
v’(O) ist dann als Liésung der Gleichung 


(66) Uy = R(x, Yo) + S(%, Yo) P(O) + T(%o, Yo) ¥'(O) 


Mathematische Annalen, LXVIII. 7 
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bestimmt. Diese letzte Operation ist nur méglich, wenn T(z, y,) von 
Null verschieden ist. Ist aber T(x, 4) = 0, d. h. liegt der Punkt 2), y, 
auf der Kurve 
(67) T(z,y) =, 
die wir Eigenkurve nennen, so ist die Lésung unseres Problems im 
allgemeinen unméglich. 

Die homogene Differentialgleichung. Neben der Gleichung (1) be- 
trachten wir die homogene Gleichung 


(68) judy + ¥) pe + O(zy) 5, +e y)u— 0, 

dabei die homogenen Bedingungen 

(69) a, (2, y) + B,(2, y) Fy tM y)u=0 fir y=/,(2), 
a Or . 

(70) a(2,y) 2, +A(2,9) 5 +(e y)u—0 fir y=f,(2), 


und auBerdem die Bedingung, da u(z, y) in den Punkten z,, y, und 
Le, yp Null wird: 
(71) u(z,,y,) = 9, 
u(t, Y) = 0. 
Die Lésung von (68), welcbe den Bedingungen (69) und (70) geniigt, 
li®t sich aus der gefundenen Lésung von (1) durch die Substitution 


d(x, y) = 0, 
(72) 6,(x, y) = 9, 
0s (x, y) =0 
erhalten. 
Dies hat zur Folge 
R(z, y) = 0, 


wie man sich sofort aus dem Ausdrucke dieser Funktion iiberzeugt. Man 
hat dann 
(73) u(x, y) = S(2, y) (0) + T(2, 9) v' 0). 
Aus (71) folgen die Gleichungen 

0 = S(z,, 4) (0) + T(x%,,y%) ¥ ©), 

O = S(x,y, ye) (0) + Ts, yz) vO), 
welche fiir (0) und w'(0) die Werte Null liefern; folglich ist auch 
u(x, y)=0. Wenn die Punkte z,, y, und 2,, y, die Eigenbeziehung (65) 
befriedigen, lat sich der Quotient der beiden Parameter bestimmen und 
hat einen von Null verschiedenen Wert. Die gesuchte Lésung der 
homogenen Gleichung ist dann von Null verschieden und hingt von einem 
multiplikativen Parameter ab. 
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Ist insbesondere 
(74) S(x,, y,) = 9, S(a,, ¥,) = 0, 
T(@, ’ ¥;) = 0, T (22, 2) = 9, 
d. h. sind #,, y, und 2, y, zwei Schnittpunkte der Kurven 
S(x,y) =9, T(2, y) = 9, 
dann bleiben (0) und y’(0) in (73) vollstiindig unbestimmt. Die Lésung 
u(z, y) von (68) hingt von zwei Parametern ab. 

Es kann vorkommen, daB der Parameter g(0) von vornherein einen 
durch die Gleichung (57) bestimmten Wert hat. Wegen (72) ist jetzt 
in (57) J(0)=0, und folglich muB auch g(0)=—O0 sein. Die Lésung 
nimmt die Form 

u(x, y) = T(z, y) ¥(0) 
an. Der Parameter y’(0) ist mittels der Gleichung 
0 = T(%q, yo) ¥'(0) 
bestimmt. Er ist im allgemeinen Null; von Null verschieden ist er nur, 
wenn der Punkt 2, y, auf einer Eigenkurve (67) liegt. 

In den Fallen, in welchen die’ homogene Gleichung eine von Null 
verschiedene Lisung hat, hat die nichthomogene Gleichung im allgemeinen 
keine Lésung. 

Wenn die gegebenen Werte u, und u, eine der beiden Beziehungen 


S(2,,y,), R(x, 4) — 4, | 
S(2g, Ye), R(x, Yo) — Ue 


T(%,,%;), R(x,%)-—% a 
D(X, 42), Rs Ye) — Me 
erfiillen, sind die Gleichungen -(64), auch wenn A(2,, 4,3 %2, 4) = 0 ist, 
lésbar. Es existiert dann eine von Null verschiedene Lésung von (1), 
die von einem willkiirlichen Parameter abhiingt. 
Ebenso wenn 


= 0) 


’ 


u, = R(x, %), 
uy = R(x, 2) 
ist, existiert eine Lésung von (1), auch wenn (74) erfiillt ist. Diese 
Lésung enthalt zwei willktrliche Parameter. 
Im Falle, wenn g(0) von vornherein bestimmt ist, und u, die Bedingung 


Uy = R(x, yo) + So, Yo) YO) 
erfillt, hat (1) eine von einem willkiirlichen Parameter abhiingende 
Lésung, wenn der Punkt 2, y, auf der Eigenkurve (67) liegt. 


7* 














| 
| 
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Spezielle Fille. 


In der betrachteten allgemeinen Randwertaufgabe ist eine Reihe von 
wichtigen speziellen Aufgaben enthalten. 

I. Auf den zwei Kurven (C,), (C,) sind die Werte der normalen 
Ableitung der gesuchten Lisung u(x, y) gegeben. 

Die Richtungskosinus der Normale zur Kurve y = f,(z) sind: 


cos(n, 2) = — cos(”, y) = 


y 1 
Vity” Vity”’ 


Ou - f'@ Ou 1 ou 


man hat dann 
én VF h7@ Oe Vit h%@ ey 
Man erhilt also diese speziellen Randbedingungen aus den allgemeinen 
(2) und (3) beim Ansatz 
fh, (@) “hE ee 
Vi+h*@’ 


ae a ? 
: Vi+h"@) Bs 
1 
By — Vi+f,(a)’ 


f(a) _ 
Vit+h*@)’ 

Bei der Voraussetzung, daB jede der Kurven (C,), (C,) von einer 
Parallele zur z- oder y-Achse nur in einem Punkte getroffen werden darf, 
verschwinden die Koeffizienten «,, a, B,, 6, nie. Infolgedessen gelten 
die angegebenen allgemeinen Betrachtungen. 

Il. Ein anderer wichtiger spezieller Fall ist derjenige, welcher von 
Herrn J. Bendixson betrachtet wurde. Auf den zwei Kurven (C,) und 
(C,) sind die Werte von 


%, = 0, 


v, = 0. 


Gs 


ou Ou 
= resp. 
Ox ey 


gegeben. In den allgemeinen Formeln (2), (3) setzt man dann 
(75) a=1, B=—0, 4,=—9, 
a=0, Ap=—1, %=0. 

Der Werte a, = 0, 6, = 0 wegen sind von den Formeln (11), (1%), 
(14), (15) mur (11) und (15) zu gebrauchen. In diesen verschwinden 
aber der Formeln (75) wegen die Koeffizienten A,(x), A,*(x), und sie 
haben infolgedessen die Form 


(76) y («) “J B,(2, 8) ¥ (f,®) a& + C,(@) 90) + D,(2), 


(77) v(x) — ['B*(x,8)@'(F @)dé+ O,*(2) p(0) +D,*(2). 


0 
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Der Wert von w(x) aus dieser letzten Gleichung in die vorhergehende 


eingesetzt, gibt die Integralgleichung 


(78) y'(«) =f H(a, &) ¢'(f®) a& + I(@) »(0) + J(2), 


wobei 


f(x) = f(f,@), 
- H(z, $) -f B,(x,1) B*(f.(,f.®) “42 a 


I(2) = C,(@) +f “B.(«, 8) G*© at, 


I(x) = D,(a) +.f By(a,, 8) Dy* (8) at 
gesetzt ist. i 


Die Lésung dieser Integralgleichung liBt sich durch die Reihe 


(79) (2) = Go (x) + Hy (2) + Gy(@) +--- 
darstellen. Die Funktionen g, (x), y,'(~),---+ werden sukzessiv aus den 
Formeln 


Po (x) = I(x) p(0) + J(a), 


gy’ (a) =f H(a, &) oo (F®) ak, 
0 


Gn’ (a) =f H (x, 8) ns (f@) ab, 
0 


berechnet. Die Reihe (79) konvergiert. In der Tat, 
Ungleichungen 
| I(x) p(O) + J(x)|<m, 
H(a,&)\ <h, 


wo m und h Konstante bedeuten, erhilt man 
Po ‘(x)| <m, 
| p,'(x)|< mh f dt = mhz, 


“(h 2 


Pn < oe * 


Diese Formeln beweisen die Konvergenz von (79). Es 


mit Hilfe 


der 


ist ersichtlich 
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A. Myxer. 
daB g(0) im Ausdrucke von g’(x) linear vorkommt; g'(x) laBt sich 
folglich in der Form 
gy (2) = M(x) (0) + N(z) 
schreiben. Indem man diesen Wert von g‘(x) in (77) einsetzt, erhiilt 
man (x) in der Form 
v(x) = M*(x) p(0) + N*(z). 
Weiter lassen sich die allgemeinen Betrachtungen des Falles, in welchem 
u(z, y) nur von einem Parameter abhiingt, ohne Anderung wiederholen. 
Ill. Wir betrachten den Fall, in welchem auf den zwei Kurven die 
Werte der Funktion allein gegeben sind) Wir setzen dann in den Glei- 
chungen (2) und (3) 
a, = « = B, = B, = 0, 
1 = 2 = 1. 
Zur Lisung des Problems wenden wir uns direkt zur Gleichung (8) 
und driicken aus, daB sie fiir y= /,(x) und u(a, f,(x)) = — 4 (a, f,(@)) er- 
fillt ist. Wir erhalten dann die Gleichung 


8 (a, f,(@)) + p(z, f,(@) p(x) + a(a, f,@) ¥(f,@) +r (a, f@) 
Si (2) 


+f hy(x, fw; 8) ©) dé +f hala, f(a); &) w() dé — 0, 


welche, nach einer Anderung der Variabeln unter dem letzten Integral- 
zeichen, 


0 (x, f,(x)) + p (a, f,@) p(x) + a(@, fp@) HA@) + r(a, f,@) 


+ fk. (@, fm; 8) (© ak 
0 


+ free, fs) 4 vG,@) ak =0 
0 


wird. Diese Formel hat die Form der Gleichung (9) mit dem Unter- 
schiede, daB ’(x), w(x) durch p(x), ¥(x) ersetzt sind. Wir kénnen diese 
Gleichung genau ebenso wie die Gleichung (9) behandeln. Das Resultat 
ist dasselbe, nur enthilt es keinen unbestimmten Parameter; die Lésung 
nimmt auf den zwei Kurven die gegebenen Werte an und ist durch diese 
Werte allein vollstiindig bestimmt. 
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Ein anderes Problem. 


Wir kehren zur Formel (8) zuriick, die wir dadurch umformen, dab 
wir darin m(x) und w(x) durch ihre Werte (6) ersetzen. Wir erhalten 
in dieser Weise einen Ausdruck fiir u(x, y), welcher von den Werten u(z) 
und v(y) abhangt, die u(x,y) auf den Koordinatenachsen annimmt. Dieser 
Ausdruck ist: 


(80) u(a, y) = p(x, y) u(x) + g(a, y) »(y) + r(a, y) + s(x, y) w(0) 


+f K, (x,y; 8) wb) dé +.f Ky(x, ys; §) v8) a, 
0 0 


$(a, y) = — p(x, 9) —f ky(a, y; 8 ak, 
0 


K,, (x,y; ) = p(x, y) (&, 0) +k, (a. ys &) + OE, 0) fh, (aw, ys 8) a8, 


K, (x,y; 8) = (2, y) a(0, &) + Ki(w, 9; §) + (0, 8) f kyla, ys at 
gesetzt ist. ‘ 

Wir betrachten das durch die Koordinatenachsen und die Geraden 
z=e, y= gebildete Rechteck. Wir suchen eine in diesem Gebiete 
existierende Lésung u(z, y) der Gleichung (1), welche auf den gegeniiber- 
liegenden Seiten des Rechteckes solche Werte annimmt, da ihre Diffe- 
renz durch gegebene Funktionen ausgedriickt ist. 

Es seien u(x) und w(y) die Werte, welche die Lésung u(z, y) auf 
den Koordinatenachsen Oz und Oy annimmt. Auf den Geraden y = p 
und = « muB u(z,y) die Werte 


(81) u(x, B) = u(x) + M(x), 
(82) u(a, y) = v(y) + Ny) 
annehmen, wo M(a) und N(y) gegebene Funktionen sind.” 

M(x) und N(z) sind nicht vollstiindig willkiirlich, sie miissen die 
Beziehung 

M(«) — M(0) = N(B) — N(0) 

befriedigen. Man erhiilt diese Formel, indem man ausdriickt, daB die 
Werte von u(a,B) aus (81) und (82) berechnet gleich sind, und die 


Formeln 
u(a) — w(0) = NO), 


se : (8) — v(0) = M(0) 
in Betracht zieht. 
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A, Myuuer. 


Um das vorgelegte Problem zu lésen, nehmen wir die Lésung (80) 
der Gleichung (1) und suchen wir die dort vorkommenden Funktionen 
u(x) und v(y) so zu bestimmen, daB die gegebenen Bedingungen (81), 
(82) erfiillt werden. Die Gleichungen (81) und (82) werden dann 


(p(@, B) — 1) u(x) + a(@, B) v(B) + r(x, B) — M(x) + s(x, B) w(0) 


+ | K, (a, ;8)u(e) dé +.[ K,(a, bs #)v(8) at —0 
(84) 0 0 
F (q(a@, y) — 1) v(y) + pla, y) v(@) + r(a@, y) — N(y) + s(e, y) w(0) 


a y 
+f K,(qy; §) (8) dé +.f Ky(«, y; §) (6) dé = 0 
0 0 


Die erste, wenn man sie als eine Integralgleichung in u(x) betrachtet 
und in bezug auf diese Funktion list, gibt 


(85) u(2) — F,(2) +.f H,(a, &) »(@) at. 
Dabei ist 
Fe) -»)| [iv ps ) $59 at — 800 | 


p(2, B) —1 


+ (0) fr (x, Bs) 3G ag — 8) 


p(&p)—1 p(x, p)—1 


r(&, B) — ~@ 2 r(a, B) — M(a) 
+ [ free ) epi 4 = 6 ae, 


* K, (n, ‘ 
A, (a, £) — p(n, ee 36) K, (z, B; ”) dy — ee 


gesetzt worden, und K,(z, B; &) bedeutet die dem Kerne 
K, (x, B; &) 
p(2, B) ee 

entsprechende lésende Funktion. 


Ebenso gibt die zweite der Gleichungen (84), nachdem sie in bezug 
auf v(x) gelést worden ist: 


(86) v(a) = Fy (x) +.f Hy(a, §) w(€) db. 
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Dabei ist 


F@) = #(@) [five *; §) ee iu, Pe?) ] 


q(a, x) — 1 





+0, five a: 268 go 9 ] 


q(a,&)—1 q(a,x)—1 


r(«, §)—N ©) 7 __ (a, %) — N(a) 
+[ five $) ~ q(a,§)—1 |, 


q(a@, z)— 1 
K, ( K, (@, 2; 
H, (2, &) = fies K3(«, - ") dy “i gen 


gesetzt worden, und me x; §) bedeutet die dem Kerne 


K, («, 2; §) 
q(«, x)—1 
entsprechende lésende Funktion. 
Indem wir den Wert v(x) aus (86) in (85) einsetzen, erhalten wir 


(87) u(x) = F(x) +f H(x, &) we) ae, 
0 


wobei die folgenden Abkiirzungen benutzt worden sind: 


id 
F(a) = F,(x) +. H,(a, 8) F,(€) dé, 


H(a, 8) = ['H,(2, 1) Hy(n, §) dy. 


Die Integralgleichung (87) hat im allgemeinen eine Lésung. Wenn H(z, §) 
die lésende Funktion bezeichnet, ist die Lésung 


u(x) = F(a) +f H(@, §) Fe) dé. 


Zu bemerken ist, daB F,(x) und F(x) und folglich F(a) die Para- 
meter u(0), w(a), v(B) linear enthalten. Da aber u(a) und v(f), der 
Formel (83) wegen, Funktionen von u(0) sind, hingt die gesuchte Lésung 
nur von einem willkiirlichen Parameter w(0) ab. 

Wenn 4 = 1 ein einfacher Eigenwert der Integralgleichung 


u(x) = F(a) +4 H(a, §)u(€) dé 
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ist, gibt es bekanntlich eine Lésung der Gleichung (87) nur im Falle, 
wenn die Funktion F(z) die Gleichung 


(88) J F(a) (x) dx=0 


befriedigt, wobei (x) die dem Eigenwerte 4 = 1 entsprechende Eigen- 
funktion ist. Die Gleichung (88) la8t sich in unserem Problem durch 
passende Wahl des Parameters u(0) immer befriedigen. Die gesuchte 
Lésung enthalt in diesem Falle keinen unbestimmten Parameter. 
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Bemerkung zur Potentialtheorie. 
Von 


Eruarp Scumipr in Zirich. 


Einleitung. 


Die Integrale, durch welche die Newtonschen Potentiale einer ein- 
fachen und doppelten Flaichenbelegung definiert werden, verhalten sich be- 
kanntlich und offenbar auBerhalb der Belegungsfliche analytisch und regular. 
Beim Durchgang durch die Belegungsfliiche treten aber Unstetigkeiten auf. 
Sind Belegungsfliche und Beleguny analytisch und reguliir, so haben die 
genannten Potentiale nebst ihren simtlichen Ableitungen beim Heranriicken 
des Aufpunktes an nicht auf dem Rande gelegene Punkte der Belegungs- 
fliiche aut beiden Seiten endliche, bestimmte, aber im allgemeinen sich 
nicht deckende Grenzwerte, deren Differenzen, die sogen. Spriinge, von 
besonderer Bedeutung sind. Fiir die fundamentalen und bekannten Theoreme, 
durch welche das eben skizzierte Verhalten der Potentiale klargestellt und 
erschépfender prizisiert wird, soll im folgenden ein Beweis auseinander- 
gesetzt werden, welcher ohne jede der sonst tiblichen Rechnungen, Ein- 
teilungen und Abschiitzungen in der gréBten Einfachheit simtliche Resultate 
mit einem Schlage explizite liefert. Diese Methode besteht in einer ge- 
ringfiigigen Modifikation eines zuerst von Bruns*) und nach ihm von 
Stahl**) verwandten fruchtbaren Kunstgriffes. 

Unveriindert dasselbe Verfahren gibt auch die Formela, um das Ver- 
halten des K6rperpotentials im Innern des Belegungskérpers und beim 
Durchgang durch dessen Oberfliiche zu beherrschen. Ebenso unmittelbar 
lassen sich die Entwicklungen als Beweise der entsprechenden Eigen- 
schaften des logarithmischen Potentials und des Potentials in » Dimen- 
sionen verwenden. 

*) Bruns, ,,De proprietate quadam functionis potentialis“, Diss. Berlin 1871; 
Uber einen Satz aus der Potentialtheorie“, Crelles Journal Bd, 81. 

™) Stahl, ,Zur Theorie der Potentialflichen“, Crelles Journal Bd. 79. 
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Die Beweisfiihrung setzt keine speziellen Kenntnisse voraus. AuBer 
dem allgemeinen Existenztheorem fiir partielle Differentialgleichungen 
kommt nur das Greensche Theorem zur Anwendung, welches daher noch 
einmal kurz auseinandergesetzt werden soll. 

Es sei G ein ganz im endlichen liegender, von einer endlichen Anzahl 
analytischer regulirer Flichenstiicke begrenzter Raumteil, dessen gesamte 
Umgrenzung mit y bezeichnet werden soll. Es seien ferner g und » 
innerhalb und auf der Umgrenzung von G als reelle zweimal stetig dif- 
ferenzierbare Funktionen definiert. Dann gilt zunichst die durch partielle 
Integration unmittelbar und leicht zu verifizierende Greensche Identitit 


. ¢ 7] 7] 
(1) [dv—wdg) de —— [ (95 — 0) ds, 
@ y 


wo dt das Volumenelement und ds das Oberflichenelement bedeutet, n 
die ins Innere von G weisende Normale bezeichnet, und 


_ ay o*@ 0° 
49 = 528 + oy: + on 
zu setzen ist. Setzt man 


wo r die Entfernung von einem festen auferhalb G liegenden Punkte 


bedeutet, so folgt wegen A( ) = 0 aus (1) 


1 
r 
3 1 a ; dg 1 
(2) O=——jfAg_dt+fo > ds—J5, > ds. 
G Y ¥ 


Bezeichnet r die Entfernung von einem festen im Innern von G gelegenen 
Punkte z,y,2, so beschreibe man um diesen als Mittelpunkt eine kleine 
ganz ins Innere von G fallende Kugel und wende dann die Formel (2) 
auf denjenigen Teil von G an, welcher auBerhalb der kleinen Kugel liegt, 
und fiir welchen daher der Punkt 2, y, z ein diuBerer ist. Lift man nun 
den Radius der kleinen Kugel gegen Null konvergieren, so haben die 
Oberflichenintegrale iiber die kleine Kugel den Grenzwert — 42q(z, y, 2), 
und man erhalt daher 
1 

‘ 5 1 3 r og 1 
(3) 4x9(z,y,2)——| Ap : dt +fo an 48 — {3s > ds. 

G Y Y 
Ebenso ergibt sich, wenn x, y, 2 einen reguliiren Punkt der Umgrenzung 
von G darstellt, die Gleichung 
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, a- 

. 1 1 

(4) 2ag(x,y,2) = [a9 dt +fo xe as—[2# +a 2 
G y 7 


Um einzusehen, daB in dieser Formel auch das zweite Integral einen 
bestimmten Sinn hat, beriicksichtige man folgendes: Es ist 

a+. 

r 

on 

wo cos(r,) den Kosinus des vom festen Punkte 2, y, z nach ds ge- 

richteten Radiusvektor mit der ins Innere von G weisenden Normalen in 


ds bedeutet. Dieser Kosinus verschwindet aber bei verschwindendem r 
1 


1 ‘ 
= 7? cos (7, n), 


und mithin wird der im Integranden auftretende Faktor 50 mit ver- 


schwindendem r nur in erster Ordnung unendlich groB. 
Die drei Gleichungen (2), (3), (4) werden als das Greensche Theorem 


bezeichnet. 


$' 1. 
Das Potential der doppelten Flichenbelegung. 


Es bezeichne 6 ein reelles regulires analytisches Flichenstiick. Auf 
6 sei eine regulire analytische Doppelbelegung f gegeben, deren Potential 
durch das Integral 
1 


a Oo : 
(5) We,y, 2) =f fae as 


definiert wird. Hierbei bedeutet r die Entfernung des Aufpunktes , y, ¢ 
vom Flichenelement ds und » die nach einer festgesetzten Seite positiv, 
nach der anderen negativ zu ziihlende Normale in ds. 

Das Integral (5) stellt bekanntlich und offenbar, wenn der Aufpunkt 
nicht auf der Belegungsfliiche liegt, eine reguliire analytische Funktion 
des Aufpunktes dar. 

Um nun das Verhalten von W(z, y, 2) zu untersuchen, wenn der Auf- 
punkt x, y, 2 in die Belegungsfliiche o dringt, wird eine gewisse Hilfs- 
funktion benutzt, deren Erklirung und Gewinnung der Zweck der un- 
mittelbar folgenden Uberlegungen ist. 

Es sei O ein beliebiger nicht auf dem Rande gelegener Punkt von 6 
Zuniichst beziehe man in einer gewissen Umgebung von O die Punkte 
von 6 regulir und analytisch auf ein System von Fliichenkoordinaten p, q. 
Dann fiihre man statt der Raumkoordinaten x, y, z die Koordinaten n, p,q 
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ein, wo » den Normalabstand des Punktes x, y, z von o bedeutet und p 
und qg die Flichenkoordinaten des Schnittpunktes dieser Normale mit o. 
Diese Koordinatentransformation ist bei Beschrinkung auf eine gewisse 
Umgebung von 0 eindeutig, analytisch und regulir. 

Bedeutet m eine zweimal stetig differenzierbare Funktion von 2, y, z 


so ist 
ap dp an de op , dg oq 
x2) «(On Ox ' Cp Ox * Oq Gx’ 


ep a*@ (an\* 

éz* an? (52) + L,(9), 
wo L,() einen linearen Differentialausdruck zweiter Ordnung nach 2, p, q 
mit reguliiren analytischen Koeffizienten bedeutet, in welchem nicht 


vorkommt. Hieraus folgt 


7? : 
Ag=N oat + D,(g), 


an\* an\* on\* 

N= (52) + (ag) + Ga) 
ist, und D,(q) auch einen linearen Differentialausdruck zweiter Ordnung 
nach », p,q mit reguliiren analytischen Koeffizienten bedeutet, in welchem 


2 
rs nicht vorkommt. 


wo 


N ist offenbar invariant gegeniiber Drehung des Koordinatensystems 
x,y, 2. Denkt man sich dieses so gedreht, dab die Richtung der wachsen- 
den x mit der positiven Normalrichtung in O zusammenfiallt, so wird in O 


on 
=1 
0x 
Also ist in O a fortiori 
N>1. 


Mithin ist in einer gewissen Umgebung von 0 
N+0. 
In dieser Umgebung kann also die Gleichung 


(6) Ag =0 
in die Form 

- A . 
(7) oat = — yy Daly) 


gebracht werden. 
Da die Differentialgleichung (7) nach der Variablen n die sogenannte 
Normalform hat, so laBt sich gemiB dem Cauchy-Weierstrab-Kowalewski- 
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schen Existenztheorem*) fiir partielle Differentialgleichungen in einer ge- 
wissen Umgebung von O eine reguliire analytische Funktion g bestimmen, 
welche die Gleichung (7) erfiillt und folgenden Grenzbedingungen geniigt: 
Es soll fiir » = 0, d. h. auf o, 


(8) g=f 
und 
@) n= ° 


werden. Das: ist die Hilfsfunktion, die wir konstruieren wollten.**) 

Mit diesem Resultat ist der Zweck der Koordinatentransformation 
erreicht und wir kehren zu dem urspriinglichen System der 2, y, z zuriick. 

Man beschreibe um O eine geniigend kleine Kugel, welche aus ¢ 
das regulire analytische Flichenstiick o ausschneide, und deren Oberfliiche 
durch den Rand von o’ in die beiden reguliren Stiicke k, und k, zerfalle, 
wihrend die Vollkugel selber durch o in die beiden entsprechenden Raum- 
teile G, und G, zerlegt werde. Hierbei sei der von o und k, begrenzte 
Raumteil G, etwa derjenige, nach welchem die positive Normalenrichtung 
in O weist. 

Innerhalb und auf der Umgrenzung einer solchen, geniigend klein 
gewihlten Kugel stellt m eine reguliire analytische Funktion dar, welche 
der Gleichung (6) geniigt und auf o die Gleichungen (8), (9) erfiillt. 

Wir wenden nun auf den mit der Funktion @ belegten Raumteil G, 
das Greensche Theorem (2), (3) an. 

Fiir einen im Innern von G, gelegenen Punkt z, y, 2 gilt die Glei- 
chung (3), welche bei Beriicksichtigung der Gleichungen (6), (8), (9) die 
Gestalt annimmt 

oF ’ > ‘Op 1 
(10) 429(2, y, 2) ff an ds +fo an ds —| — — ds. 
a’ : ky 


Jone 
A 


Liegt der Punkt x, y, ¢ auBerhalb G,, so ergibt die Gleichung (2) 


1 ad 
(11) 0= 1 an “* ds— (2% 14s 
on P in Onr ‘ 
a Ay ky 
Bezeichnet 6 — oo’ den auferhalb unserer kleinen Kugel gelegenen Teil 
von 6, so folgt aus (5) und (10) fiir einen im Innern von G, liegenden Punkt 


1 ‘4 
es Q r op 1 
(12) W(a, y, 2) -fr an a8 ~fo gn +a, 7 U8 t 4xq(, y, 2). 
o-—a' k 
*) Siehe z. B. Jordan, Cours d’Analyse, Bd. III, 8. 305. 
**) Die hier durchgefiihrte Herstellung dieser Hilfsfunktion ist der Eingangs 
angekiindigte, von Bruns herriihrende Kunstgriff. 

















112 


Ersarp Scumpr. 
Fiir einen auBerhalb G, liegenden Punkt zx, y, 2 ergeben (5) und (11) 


= 2 
a— 
r 


1 
3 — 
ap 1 
(13) W(a, y, 2) -ff 5 —|P Gq 48 +/% 7%. 
o-a ky ky 


Riickt nun der Aufpunkt z, y, z des zu untersuchenden Potentials 
W (a, y, 2) von der Seite der positiven Normalenrichtung zum Punkte 0 
oder zu einem andern nicht auf dem Rande gelegenen Punkte von o’, so 
wird er schlieBlich ein innerer Punkt von G,, und wir benutzen die Dar- 
stellung (12). Riickt der Aufpunkt x, y, z von der anderen Seite heran, 
so kommt die fiir iuBbere Punkte giiltige Darstellung (13) zur Anwendung. 

Damit ist das gestellte Problem erledigt. In der Tat — die drei 
Integrale auf den rechten Seiten der Gleichungen (12), (13) sind beim 
Durechgang des Punktes x, y, z durch O oder jeden andern nicht auf dem 
Rande gelegenen Punkt von o analytisch und reguliir; es sind eben zwei 
Potentiale doppelter und eines einfacher Belegung, deren Belegungsfliichen 
6—o und k, O nicht enthalten. Die Funktion @ endlich ist in O und 
in allen Punkten von G, analytisch und regulir. Fiir alle Punkte von o& 
ergeben sich vollends die Werte simtlicher Ableitungen der Funktion » 
nach n,p,q und mithin auch nach z, y, z nach dem Cauchy-Weier- 
straBschen Verfahren aus der Gleichung (7) unmittelbar durch Differen- 
tiation. 

Beriicksichtigt man, daB O ein willkiirlicher nicht auf dem Rande 
gelegener Punkt der Belegungsfliche war, so lassen sich, wenn die Kand- 
punkte von 6 ein fiir allemal von der Betrachtung ausgeschlossen werden, 
aus den Formeln (12) und (13) die folgenden bekannten Siitze ablesen: 

I. Das Integral W(x, y, 2) und seine séimtlichen Ableitungen haben, 
wenn der Aufpunkt von der einen oder der anderen Seite in die Belegungs- 
flache riickt, endliche bestimmte Grenzwerte, deren Spriinge in der Be- 
lequngsfliiche durch das 4x-fache der Funktion » und ihrer entsprechenden 
Ableitungen in dem betreffenden Punkt von 6 unmitielbar gegeben werden. 
Letzteres sind aber, wie oben erwiihnt, Werte, welche aus der Gleichung (7) 
sich direkt durch Differentiation ermitteln lassen. 

Il. Insbesondere folgt aus I wegen (8), (9) das beriihmte Theorem, 
dag der Sprung von W gleich 4af und der von Aad gleich Null ist. 

IIL*) Das Integral W(x, y, 2) ist einschlieBlich seiner in 1 fest- 
gestellten Grenzwerte auf jeder der beiden Seiten der Belegungsfliche 6 eine 
analytische und regulire Funktion von x, y, 2. 


Die Siitze I und III lassen sich auch in folgender Weise aussprechen: 


*) Dieses Theorem riihrt von Bruns her lL. c. 
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Der analytische Funktionszweig, welchen auf der einen Seite der Be- 
lequngsfliche das Potential W(x, y, 2) bildet, lift sich auch durch die 
Belegungsfliche hindurch in die andere Seite hinein analytisch und regulér 
fortsetzen. Diese Fortsetzung wird aber nicht mehr durch das Potential 
W (a, y, 2) dargestellt, sondern unterscheidet sich von diesem um das 4x-fache 
der konstruierten Funktion q. 

Wird nicht mehr nach den Grenzwerten des Integrals W(z, y, 2) beim 
Heranriicken an die Belegungsfliche gefragt, sondern nach dem Werte 
des Integrals, wenn der Aufpunkt sich auf der Belegungsfliche befindet, 
so ergibt, wenn 2,, ¥,, 2, etwa die Koordinaten von O bedeuten, der dann 
in der Gleichung (4) bestehende Greensche Satz bei Beriicksichtigung 
von (6), (8), (9) 


a— 
22 (2,5 Hy» %) fi’ in 8 + fox -ds— [2% 1 as. 


on r 
Ferner ist wegen (8) 
P(%1,%» 4) =f» 
wo f, den Wert von f in 0 bedeutet. 
Hieraus folgt wie — 


(14) W(a,,%, 4) ~fre - ds “ful! a, as fire * ds + Qaf,. 

IV. Der Wert des Potentials ‘We, Y, 2) a der Belegungsfliiche ist 
also gleich dem arithmetischen Mittel der Grenzwerte beim Heramnriicken an 
dieselbe. 


§ 2. 
Das Potential der einfachen Flichenbelegung. 
Es stelle g eine analytische regulire einfache Belegung unseres 


Flachenstiickes o dar; es soll das Verhalten des Potentials der einfachen 
Belegung 


(15) Via, y, 2) =f9 : ds ° 


bei Durchgang durch nicht auf dem Rande gelegene Punkte der Belegungs- 
fliche untersucht werden. Um die Brunssche Hilfsfunktion zu erhalten, 
integriere- man die Gleichtng (7) unter folgenden Randbedingungen: es 
soll fir n= 0, d. h. also auf o, 


(16) g-0 
und P 

(17) = 9 
sein. 
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Liegt der Punkt z,y,z im Innern des ganz wie im vorigen Para- 
graphen konstruierten Raumteils G,, so folgt aus dem dann in der Glei- 
chung (3) bestehenden Greenschen Satz bei Beriicksichtigung von (6), 
(16), (17) die Gleichung 

» o= 
(18) V(a, ve)=fot as+ [9 5 


ao a 


ds ai — ds — 4a9(Z, y, 2). 


Ebenso ergibt (2) bei Berticksichtigung von (6), (16), (17) fiir einen 
auBerhalb* G, liegenden Punkt z, y, 2 


oe 
Co ” 
P 1 r og 1 
(19) V(2,y,2)=[g Last fot as— an > ds. 
a-a' A ky 


Endlich ergibt sich aus (4) und (6), (16), (17), wenn z,, y,, 2, die Ko- 
ordinaten von O sind, 


(20) V(%,%,%)= 1 atfa 2 ds — 2x9 (2, ¥4, 4) 


a-a' 


=Jo, = r — 0 — Jon : ds (wegen (16)). 


Wie im vorigen eid durch die Gleichungen (12), (13), (14), 
wird hier durch die Darstellungen (18), (19), (20) das gestellte Problem 
erledigt. Wie im vorigen Paragraphen lassen sich aus ihnen die folgenden 
bekannten Siitze ablesen: 

I. Das Integral V(x, y, 2) und seine stimtlichen Ableitungen haben, 
wenn der Aufpunkt von der einen oder der anderen Seite in die Belegungsfliche 
riickt, endliche bestimmte Grenzwerte, deren Spriinge in der Belegungsfliche 
durch das —42x-fache der Funktion p und ihrer entsprechenden Ableitungen 
in dem betreffenden Punkt von o unmittelbar gegeben werden. Letzteres 
sind aber Werte, welche sich nach dem Cauchy-WeierstraSschen Verfahren 
aus der Gleichung (7) direkt durch Differentiation ergeben. 

Il. Insbesondere folgt aus I wegen (16), (17) das beriihmte Theorem, 
dap der Sprung von V gleich Null und der von 2" gleich —4ng ist. 

IIL.*) Das Integral V(x, y,2) ist einschlieBlich seiner in 1 fesigestellten 
Grenzwerte auf jeder der beiden Seiten der Belegungsfliche 6 eine analytische 
und regulire Funktion von x, y, 2. 

Die Siitze I und III lassen sich auch in folgender Weise aussprechen: 

Der analytische Funktionszweig, welchen auf der einen Seite der Be- 
legungsfliche das Potential V(x, y, 2) bildet, laéBt sich auch durch die 


*) Dieses Theorem riihrt von Bruns l. c. her. 
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Belegungsfliiche hindurch in die andere Seite hinein reguliir und analytisch 
fortsetzen. Diese Fortsetewng wird aber nicht mehr durch das Potential 
V(a, y, 2) dargestellt, sondern unterscheidet sich von diesem um das — 42- 
fache der konstruierten Funktion 9. 

IV. Bei Beriicksichtigung von II und (20) ergibt sich endlich die 
bekannte Tatsache, da das Potential V(x, y, 2) beim Durchgang durch 
nicht auf dem Rande gelegene Punkte der Belequngsfliiche stetig bleibt. 


§ 3. 
Das Korperpotential. 


(21) J(v,y,2) = | 0 . dt, 
r 


wo T einen endlichen, von einer endlichen Anzahl reguliirer analytischer 
Flachenstiicke begrenzten Kérper bedeutet und @ eine innerhalb und auf 
den Grenzflichen desselben analytisch und regular definierte Funktion. 
Auferhalb des Korpers 7 ist+J(z,y,2) bekanntlich und offenbar 
analytisch und regular. Es soll das Verhalten von J(x,y,2) innerhalb 
des Kérpers etwa in der Umgebung des inneren Punktes O untersucht 
werden. 
Es bezeichne @ eine in O reguliire analytische Funktion von 2, y, ¢ 
welche der Gleichung 
22) Ag =e 
geniigt. Da® es in der Umgebung von O stets eine solche gibt, folgt 
aus dem Existenztheorem fiir partielle Differentialgleichungen. Um das 
in Evidenz zu setzen, schreibe man die Gleichung (22) 
(23) oa — oe -Gte, 
lege durch O eine zur Z-Achse senkrechte Ebene « und tntegriere (23) 
etwa unter den Randbedingungen, dab g und ? auf « verschwinden 
sollen. g ist also innerhalb und auf der Oberfliche einer gentigend 
kleinen um O beschriebenen, ganz ins Innere von 7’ fallenden Kugel G, 
deren Oberfliche mit k bezeichnet werden soll, regular. Fiir einen Punkt 


x,y, 2 im Innern von G ergibt dann das Greensche Theorem (3) bei 
Beriicksichtigung von (22) 


an 
. oe oA ag 1 
42y(%, y, 2) --| o> dt +9 35 ds — 5 , as. 
a 6 A 


g* 
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Hieraus folgt, wenn 7 —G den auBerhalb G liegenden Teil von 7 be- 
zeichnet, fiir einen Punkt z, y, ¢ im Innern von G 


2 O— e 
Io 5 ee ee ds — 4xq(z, y, 2). 


© J Onr 
k 


(24) I(e,y,2)—fe} de+ 
T-G k 

Durch diese Gleichung wird das gestellte Problem erledigt. In der 
Tat — o(z,y,2) ist im Innern von G analytisch und regular, und die 
drei Integrale auf der rechten Seite stellen Potentiale mit den Belegungs- 
gebieten 7—G und k dar, deren analytisches regulires Verhalten im 
Innern von G evident ist, da die Punkte im Innern von G auBerhalb 
der Belegungsgebiete liegen. 

Da O ein willkiirlich gewihlter Punkt innerhalb 7 war, so folgt aus 
(24) das bekannte Theorem*), daf das Potential J(x, y, 2) auch innerhalb 
T eine analytische und regulire Funktion ist. In Punkten, welche inner- 
halb G und daher auBerhalb der Belegungsgebiete 7’ — G und k liegen, 
ergibt ferner die Operation A fiir jedes der drei ersten Integrale auf der 
rechten Seite von (24) Null. Also kann aus (24) bei Beriicksichtigung 
von (22) die Poissonsche Differentialgleichung 


AJ = — 4x0 
unmittelbar abgelesen werden. 


§ 4. 
Das Kérperpotential an der Oberfliiche des Belegungskérpers. 


Es bezeichne o eines der reguliren analytischen Flachenstiicke, aus 
welchen die Oberfliiche von 7’ besteht. Es soll das Verhalten des durch 
(21) definierten Potentials J(z,y,z2) beim Durchgang durch nicht auf 
dem Rande gelegene Punkte von o untersucht werden. 

Es bezeichne O einen nicht auf dem Rande gelegenen Punkt von o. 
Indem wir die Bezeichnungsweise des § 1 beibehalten, und als positive 
Normalrichtung in 6 die ins Innere von 7 weisende festsetzen, fiihren 
wir zuniichst die in § 1 angegebene Koordinatentransformation aus. Die 
Gleichung (22) geht dabei in der Umgebung von 0 in die Gleichung 
(25) ant ~ — yDs(v) + ye 
iiber. Auf Grund des Existenztheorems der partiellen Differentialgleichungen 
bilden wir nun nach Bruns fiir diese Gleichung das in der Umgebung von 


O regulire Integral », welches folgenden Randbedingungen geniigt: Fiir 
n=Q, d. h. auf 6, soll 


(26) QoQ= 0 


*) Dieses Theorem riihrt von Bruns her 1. c. 
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und . 

* a 

(27) ie 

sein. Wir wenden nun — immer unter Beibehaltung der Bezeichnungs- 


weise des § 1 — auf den mit der Funktion g belegten Raumteil G,, 
der jetzt wegen der eben gemachten Festsetzung der Normalenrichtung 
im Innern von 7 liegt, das Greensche Theorem an. Wie in § 1 ergibt 
fiir einen im Innern von G, gelegenen Punkt die Gleichung (3) bei 
Beriicksichtigung von (22), (26), (27) 


(28) szv(ey,s)=—fe, ter for ds— [FE 7 ae 


on r 


Fiir einen auBerhalb G, gelegenen Punkt wz, y, 2 ergibt die 
Gleichung (2) 


on r 


gt 
(29) 0O=—— otars fo; “ds — OP 1 as. 
w 1 i, 


Bezeichnet 7’— G, den auBerhalb G, liegenden Teil von 7’, so folgt 
aus (28) fiir einen Punkt im ean" von G, 


(30) en foraesfor F da — 98-4 aa deple, 959, 
ky 


onr 
T-G, 


und aus (29) fiir einen Punkt 2, y, z auberhalb G, 


ay 
0 ' 
og i 
(31) J (2, Y, £)= es > 1 at ma 4 in 28 = ~ ds. 
7-6, : 
Ebenso ergibt, wenn 2,, y,, % die Koordinaten von O bedeuten, die 
Gleichung (4) 


eg 1 
(82) Tam 4) = =e; dc + fois gn 0 fF pds —2a Cems 4) 
Ay 


eg 1 
-fer tes fora an 28 
k 


1 


wegen (26). 
Durch diese Gleichungen wird das gestellte Problem erledigt. Wenn 
nach wie vor die nicht reguliéren Punkte der Kérperoberfliiche ausgeschlossen 
werden, so lassen sich aus unsern Gleichungen wie in den vorigen Para- 
graphen die folgenden Siitze ablesen: 
I. Das Kérperpotential J(x, y, 2) und seine siimllichen Ableitungen 
haben, wenn der Aufpunkt x, y, 2 aus dem Innern oder aus dem Aupern 
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des Belegungskirpers an die Kirperoberfliche heranriickt, endliche bestimmte 
Grenzwerte, deren Spriinge durch das — 42-fache der Funktion gp und ihrer 
entsprechenden Ableitungen in dem betreffenden Oberfliichenpunkt unmittel- 
bar gegeben werden. Letzteres sind aber Werte, die sich nach dem 
Cauchy-WeierstraBschen Verfahren aus der Gleichung (25) direkt durch 
Differentiation ergeben. 
Il. Da aus (26) fiir die Punkte von o die Gleichungen 
a9 c@ 
so a 
folgen, und mithin wegen (27) auf 6 auch die Gleichungen 
0 o o 
a7 9 547% G79 
gelten, so ergibt sich insbesondere aus I, (26), (27), (31) das bekannte 
Theorem, daf das Kérperpotential und seine ersten Ableitungen beim Durch- 
gang durch die Korperoberfliiche stetig bleiben. 

IlL*) Das Korperpotential J (x,y,z) ist einschlieBlich seiner in I fest- 
gestellien Grenzwerte sowohl an der innern als an der duBern Seite einer 
reguliiren Stelle der Oberjliiche des Belegungskirpers eine analytische und 
reguliire Funktion von 2x, y, 2. 

Die Siitze I und III lassen sich auch in folgender Weise aussprechen: 

Der analytische Funktionszweig, welchen im Aufern des Belegungskirpers 
das Potential J(x,y, 2) bildet, lépt sick auch durch die Korperoberfliche 
hindurch ins Innere hinein analytisch und regulir fortsetzen. Diese Fort- 
setzung wird aber nicht mehr durch das Potential J(x,y, 2) dargestellt, 
sondern unterscheidet sich von diesem um die konstruierte Funktion 9. 


*) Dieses Theorem riihrt von Bruns l. c. her. 
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Das spezielle Reziprozitatsgesetz im relativ-biquadratischen 
Zahlkorper. 


Von 


W. Lrerzmann in Barmen. 


Herr St. Bochniéek hat in seiner Abhandlung ,Zur Theorie des 
relativ-biquadratischen Zahlkérpers (Math. Ann. 63, pag. 85 ff.) einige 
Liicken meiner Dissertation ,,Uber das biquadratische Reziprozititsgesetz 
in algebraischen Zahlkérpern“ (Géttingen 1904) ausgefiillt. Er beweist 
den von mir als das spezielle biquadratische Reziprozitiitsgesetz bezeichneten 


Satz, daB ((")) a (2) (n = 1 oder 3) 


ist (siehe die Bezeichnungsweise am SchluB dieser Arbeit), und setzt dann 
im zweiten Teil als bewiesen voraus, dab n= 1 ist. Die Ableitung des 
speziellen Reziprozititsgesetzes ist sehr allgemeiner Natur, insofern sie 
sich auf den fiir den zweiten Teil und iiberhaupt fiir eine allgemeine 
Theorie des relativ-biquadratischen Kérpers sehr wichtigen Satz iiber die 
Maximalzahl der Geschlechter griindet. Wenn es jedoch nur auf das 
spezielle Reziprozitiitsgesetz ankommt, kann man den Beweis erheblich 
kiirzer fassen. Man kommt im wesentlichen mit der Theorie des relativ- 
quadratischen Kérpers zum Ziel. Dieser Beweisgang, der durch die freund- 
liche Mitarbeit des Herrn Furtwiingler an mehreren Stellen gegeniiber 
dem urspriinglichen noch erhebliche Kiirzungen erfahren hat, ist im fol- 
genden wiedergegeben. 

Als bekannt vorausgesetzt wird hier die Theorie des relativ-quadra- 
tischen Kérpers fiir den von Hilbert in seiner Annalenarbeit (Bd. 51) 
untersuchten Fall, da®B der Grundkérper und alle seine konjugierten ima- 
ginir sind und da® die Zahl seiner Idealklassen ungerade ist. Fiir den 
relativ-biquadratischen Kérper wird der Begriff des Potenzrestsymbols als 
bekannt angesehen (vergl. W. Lietzmann, Zur Theorie der n* Potenzreste 
in algebraischen Zahlkérpern. I. Math. Ann. Bd. 60, Il. Math. Ann. Bd. 61, 
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und die oben zitierte Arbeit von Bochniéek). Der Grundkérper wird 
in unserm Fall als Oberkérper des Kérpers der imaginiren Einheit und 
von ungerader Klassenzah! vorausgesetzt. In der Bezeichnungsweise schlieBe 
ich mich fiir den relativ-quadratischen Kérper der von Hilbert gewiahiten 
an, fiir den relativ-biquadratischen derjenigen meiner Dissertation. 


$1. 
Die primiren Primideale. 


Ich beginne mit der Angabe eines Hilfssaizes, der bereits von 

Hilbert (1 ¢, p. 98) bewiesen ist: 
Enthalt die Relativdiskriminante des relativ-quadratischen 
Kérpers K(/z) nur ein zu 1 +i primes Primideal, so sind alle 
Einheiten des Grundkérpers Relativnormen von Einheiten im 
relativ-quadratischen Kérper und die Klassenzahl dieses Kérpers 
ist ungerade. 
Auf Grund dieses Satzes gelingt, wie im folgenden gezeigt werden soll, 
der Beweis des Satzes iiber die primaren Primideale. Wir stellen die 
beiden Definitionen an die Spitze: 

1. (Definition der primiren Zahl.) Die zu 1+¢ prime Zahl « 
des Kérpers k heiBt eine biquadratisch-primidre Zahl, wenn die Relativ- 
diskriminante des Kérpers K(V/a) in bezug auf k prim zu 1+ ist; 
mit anderen Worten: wenn eine ganze Zahl 6 in k und eine ebensolche 
B in K(Va) so angebbar ist, daB 


a=f(4); Va=6 (4). 

2. (Definition des primiren Ideals.) Ein Ideal a des Kérpers k 
(mit ungerader Klassenzahl) heiBt biquadratisch-primdr, wenn fir jede 
Einheit « in & gilt: 

é 
(=) -1- 


Im AnschluB an diese Definition la8t sich nun der zu beweisende 
Satz folgendermaBen aussprechen: 


Satz. Ist p ein Primideal des Korpers k mit der ungeraden Klassen- 
zahl h, und lapi sich die Zahl (x)= yp" als biquadratisch-primdre Zahl 
wihlen, so ist p ein biquadratisch-primires Ideal. Ist wmgekehrt » ein 
biquadratisch- primdres Primideal, so lépt sich (x) =p’ als biquadratisch- 
primdre Zahl wéhlen. 

Beweis: Ist p ein Primideal in k und =p’ eine biquadratisch- 
primaire Zahl, so ist Ya im Kérper K()z) eine quadratisch-primire 
Zahl und daher auch das Primideal ), dessen Quadrat gleich p ist, in 
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diesem K6rper ein quadratisch-primares Ideal. Ist daher @ eine beliebige 
Einheit in K(Vz), so gilt: 


G)a7t i. 


Ist nun weiter ¢ eine beliebige Einheit des Grundkérpers k, die in 
K(Vz) die Zerlegang ¢=é-sé erfahrt (vergl. den obigen Hilfssatz), 


~ ()=(ya- ha (Oar ert 


womit der erste Teil unseres Satzes bewiesen ist. 

Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, beachte man, daB p 
in K(Yz) ein quadratisch-primiires Ideal ist. Denn ist @ eine beliebige 
Einheit aus K(/z) mit der Relativnorm « in k, so wiirde aus 


(ys tine 


(5) — va (va (ya EP = - 1 


was gegen die Annahme ist. Es JaBt sich daher eine gewisse Einheit é 
in K(Vz) so wiahlen, daB @ xz eine quadratisch-primiire Zahl wird. Es 
ist noch nachzuweisen, daB ¢é als Einheit aus k gewihlt werden kann. 
Wir zeigen zu diesem Zweck, daB é das Produkt aus einer Kinheit aus k 
und dem Quadrat einer Einheit aus K(//z) ist. 

Bezeichnet man ein System relativer Grundeinheiten von K(/z) mit 


%1,°**,»%m und ihre Relativnormen in k mit 7,,---, 4m, so folgt aus 


folgen : 


2 2 
der Tatsache, daB in & alle Einheiten Relativnormen von Einheiten aus 


K(/Vz) sind und im ganzen 2* Einheitenverbiinde bilden, daB keine 
Relation ' 


in k bestehen kann, auSer wenn simtliche Exponenten. uw gerade sind; 
— bedeutet dabei eine Einheit aus k. Andererseits gibt es einen un- 
geraden Exponenten uw, so daB 


ist, wo die Exponenten uw, irgendwelche ganze rationale Zahlen bedeuten 
und » eine Einheit aus & ist. Nach unserer obigen Annahme ist nun 
mit ¢Yx gleichzeitig sé x quadratisch-primiir und daher « = @-sé eine 
quadratisch-primire Einheit in k, also, da die Klassenzahl von k un- 
gerade ist, das Quadrat einer Einheit in k. Aus der letzten Darstellung 














122 W. Lrerzmany. 


von & folgt dann aber mit Beriicksichtigung der vorher angegebenen 
Tatsache, daB ¢ in der Tat das Produkt einer Einheit 7 aus k und eines 
Einheitenquadrats aus K(x) ist. Es ist demnach yz eine biquadratisch- 
primaire Zahl in k, womit unser Satz vollstiindig bewiesen ist. 


§ 2. 
Das spezielle biquadratische Reziprozititsgesetz. 
Man kann nun, gestiitzt auf den Begriff des Normenrestsymbols fiir 


den Fall eines Kérpers K(Vz), wo x eine primaire Primzahl ist, und 


auBerdem fiir einen Kérper K(//xz,"), wo neben x auch 2, eine primire 
Primzahl ist, das Geschlecht definieren und lediglich auf Grund der Siitze 
tiber den relativ-quadratischen Kérper die Zahl der Geschlechter zu 1 
bezw. 2, immer mit dem Charakterenprodukt 1, bestimmen. Dann ge- 
lingt es, ahnlich wie im Falle des relativ-quadratischen K6rpers, das spezielle 
biquadratische Reziprozitiitsgesetz zu beweisen. Es soll im folgenden 
jedoch ein Weg eingeschlagen werden, der noch schneller zum Ziel fiihrt. 

Es sei » ein biquadratisch-priméres, zu 1+ % primes Primideal in k 
mit der Primirzahl x, h sei die Klassenzahl und ¢ ein beliebiges 2u 1+ i 
primes Primideal in k. Ist dann 


t' = (9), 
wo n =1 oder 3 ist. (=) r (3); 


Beweis: Wir beweisen erstens, daB aus ((= )) =-+1 auch (( : )) =+1 
und aus ((=)) =-—1 auch ((¢)) =—1 folgt. Ist ((=)) =+1, so 


zerfallt t in K(Vx). in zwei ungleiche Primfaktoren, deren einer f sei. 


so ist 


Dann ist im Falle des oberen Zeichens auch (%) ve +1, im Falle 


x em —1. Die Zahl Yz ist nach der 


ra 
Definition der biquadratisch-primiren Zahl in K(x) quadratisch- pri- 
mir und ebenso ist der Primteiler p von p quadratisch-primir. Die 
Klassenzahl von K(/z) ist nach dem Hilfssatz von § 1 ungerade. Mithin 
gilt das spezielle quadratische Reziprozitiitsgesetz, also 


(F), - (*) 


~ <h-h 
go=t 


des unteren Zeichens auch ( 
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sei (i die Klassenzahl von K (Vz): Ist (2) vg +1, 80 folgt daraus, 


daB, g’ als Relativnorm von 96 beziiglich k angenommen, (()) =+1 
ist. Das ersieht man z. B., wenn man aus dem quadratischen Potenzrest- 


symbol auf ((<)) “am +1 schlieBt, zu dem konjugierten iibergeht und 


beide Symbole multipliziert. Mit ((<,)) =+1 ist aber auch ((¢)) =+1, 
da 9’, abgesehen von einer Einheit, eine ungerade Potenz von g ist. In 


gleicher Weise folgt aus (2). =—1 auch ((¢)) =-—1. Da anderer- 


seits (7) = ((=)) ist, so ist damit die anfangs aufgestellte Be- 
hauptung bewiesen. Da zweitens aus ((=)) = +4 auch (3 )) =-+ i sich 


ergibt, ist eine Folge des quadratischen Reziprozitiitsgesetzes im Kérper k. 
Damit ist der Satz vollstiindig bewiesen. 


g 3. 
Das spezielle Reziprozititsgesetz /‘** Potenzrestsymbole. 


Den vorausgeschickten Beweisgang kann man ohne weiteres iiber- 
tragen auf relativ-zyklische Kérper vom Relativgrade /*, wo / eine un- 
gerade Primzahl bedeutet. Dabei treten an die Stelle der Hilbertschen 
Untersuchungen iiber den relativ-quadratischen Kérper diejenigen von 
Furtwangler iiber den relativ-zyklischen K6rper von Primzahlrelativ- 
grad. (Vergl. dessen Preisarbeit, Abhandl. d. Kgl. Gesellsch. d. Wissensch. 
zu Gottingen. Neue Folge II, 3.) Es sei der Grundkérper k so gewiihlt, 
daS in ihm das allgemeine Reziprozitiitsgesetz fiir 1 Potenzreste be- 
wiesen sei, insbesondere sei seine Klassenzahl nicht durch / teilbar, und 
der Kérper der /** Einheitswurzeln sei in ihm enthalten. Furtwiingler 
hat gezeigt, daB dann dasselbe Reziprozitiitsgesetz auch gilt in einem 
durch Adjunktion von Vu entstandenen relativ-zyklischen Oberkérper 
K(Vu), sofern auch dieser zu 7 prime Klassenzahl hat. Die im vor- 
stehenden ausgefiihrten Definitionen, Siitze und Beweise gelten wie fiir 
den relativ-quadratischen und relativ-biquadratischen auch fiir die relativ- 
zyklischen Kérper vom Relativgrade | bezw. /?, wenn wir die Potenzrest- 
symbole mit einfacher Klamimer als /*, die mit doppelter als /** auffassen. 
Dabei tritt an die Stelle einer primitiven 4°" Einheitswurzel eine primi- 
tive 2? £, an die Stelle der primitiven 2°" Einheitswurzel tritt eine pri- 
mitive /* Einheitswurzel. (1—€ steht fir 1+i%, [=1—€ fir 2.) 
Die Begriffe der (fiir /?* Potenzreste) primitiven Zahlen und Ideale nehmen 
die Gestalt an: 
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1. Die Zahl a des Kérpers k heift eine Primirzahl, wenn die 
Relativdiskriminante des Kérpers Ka) in bezug auf k prim zu 1—& 
ist; mit andern Worten, wenn eine ganze Zahl # in k und eine eben- 
solche 6 in K (Va) so angebbar ist, dab 


«=—(); Ve=P (. 


2. Ein Ideal a heift primar, wenn 


(()) = 1, 


wo « eine beliebige Einheit des Grundkérpers bedeutet und das Symbol 
((—)) sich auf ?” Potenzreste bezieht. 

Der Lehrsatz des § 1 laBt sich dann in der gleichen Weise wie dort 
auch fiir diese primiiren Primideale beweisen. 

Ferner laBt sich jetzt ebenso wie in § 2 das spezielle Reziprozitiits- 
gesetz fiir /?” Potenzrestsymbole beweisen, dessen Wortlaut wir zum 
Schlusse geben: 

Es sei p ein primires, zu 1—£ primes Primideal in k mit der 
Primirzahl 2, h sei die zu / prime Klassenzahl von k; schlieBlich sei r 
ein beliebiges, zu 1 — — primes Primideal in k. Ist dann 

t= (9), 


so ist 


(5) = Gy 


wo m eine zu | prime ganze Zahl ist. 
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Der Satz vom arithmetischen Mittel in axiomatischer 
Begriindung. 


Von 


Rupo tr Scummack in Géttingen. 


Wenn fiir eine skalare BeobachtungsgréBe x, die der Idee nach einen 
ganz bestimmten Wert hat, in Wirklichkeit als Ergebnis von m gleich- 
genauen Messungen die » Werte 2,,---, 2, vorliegen, so wird, wie die 
Ausgleichungsrechnung lehrt, der wahrscheinlichste Wert von x durch 
das arithmetische Mittel ; 

a +---+ 2, 
n 

dargestellt. Man mag sich bisweilen begniigen, diesen Satz vom arith- 
metischen Mittel schlechthin aufzustellen und nur mehr oder weniger 
plausibel zu machen — befriedigender mu es sein, wenn man als wahr- 
scheinlichsten Wert zuniichst irgend eine eindeutige Funktion der » Werte 
T,°*", &, 

f(%, pw ay) 
ansetzt, von dieser einige einleuchtende Grundeigenschaften als Axiome 
formuliert und daraus dann ableitet, daB die Funktion nur das arith- 
metische Mittel sein kann. 

Solche Versuche, den Satz vom arithmetischen Mittel eingehender zu 
begriinden, sind frither schon hiufig gemacht worden*). Néuerdings hat 
Herr G. Schiaparelli die Frage wieder aufgenommen in einer Arbeit 
dariiber Come si possa giustificare l’uso della media aritmetica nel 
ealeolo dei risultati d’osservazione***), und ankniipfend daran Herr 

*) Encyklopidie der mathematischen Wissenschaften 12, Leipzig (Teubner) 
1900/04, Artikel ,,Ausgleichungsrechnung* von J. Bauschinger, bes. Seite 771f. 
Ausfiihrlicheres bei E. C2uber, Theorie der Beobachtungsfehler, Leipzig (Teubner) 
1891, Seite 16—47. 

**) Rendiconti R. Istituto Lombardo (2) 40 (1907), Seite 752—764; in kiirzerer 
Darstellung: Astronomische Nachrichten 176 (1907), Seite 205—212. 
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U. Broggi in einem Aufsatze ,Sur le principe de la moyenne arith- 
métique“*). 

Aufgabe der folgenden Zeilen soll es sein: erstens darauf hinzuweisen, 
daB bei Zugrundelegung wesentlich derselben Axiome wie in den beiden 
eben genannten Arbeiten die Herleitung des arithmetischen Mittels nicht 
unerheblich einfacher**) geschehen kann; man braucht nur den Beweisgang 
eines bekannten Hilfssatzes***) heranzuziehen: daB eine homogene Funk- 
tion erster Dimension, die nebst ihren ersten Ableitungen iiberall (oder 
wenigstens in der Umgebung des Nullpunktes) eindeutig und stetig ist, 
eine ganze Funktion ersten Grades sein muf. Der dadurch vereinfachte 
Beweis des Satzes vom arithmetischen Mittel wird der anschlieBenden Aus- 
fiihrungen wegen im folgenden (§ 1) noch kurz dargelegt. 

Zweitens und hauptsiichlich soll (§ 2) eine neue einfache Herleitung 
des Satzes vom arithmetischen Mittel aus einem geanderten Axiomsystem 
gegeben werden. Und zwar soll dieses Axiomsystem die in den oben- 
genannten Arbeiten benutzte, aber immerhin fremdartige Forderung der 
Existenz stetiger Differentialquotienten vermeiden; soll vielmehr nur solche 
Axiome enthalten, die dem inneren Charakter des Problems entsprechen! 

Drittens sollen (§ 3) nach der Weise der Axiomatik}) solche Funk- 
tionen f, die immer nur einen Teil der Axiome erfiillen, angegeben 
werden, um dadurch die gegenseitige Unabhingigkeit der Axiome fiir 
jedes der beiden zu betrachtenden Systeme darzutun. 


. 


§ 1. 

Charakteristisch fiir die Beweise der Herren Schiaparelli und 
Broggi sind vier Axiome; wir kénnen sie so formulieren: 

Axiom I. Der wahrscheinlichste Wert ist unabhiingig von der Lage 
des Nullpunktes, von dem aus die Beobachtungswerte und der wahrschein- 
lichste Wert gerechnet werden; d. h. vermehrt man alle z, um dasselbe 
beliebige reelle h, so vermehrt sich auch der wahrscheinlichste Wert um 
dieses h; also kurz: 


f(a +h,- . +t, +h) =f (%,- ; *» Ty) +h. 


*) L’Enseignement Mathématique 11 (1909), Seite 14—17. 

**) In den Broggischen Ausfiihrungen ist iiberdies der Beweis des ,,.Lemma III“ 
unzureichend, insofern darin ,,Grad“ und ,,Dimension“ homogener Funktionen nicht 
scharf auseinandergehalten wird. 

**) Vergl. G. Hamel, Uber die Zusammensetzung von Vektoren, Zeitschrift fiir 
Mathematik und Physik 49 (1903), Seite 362—371, siehe dort § 3. 

+) Vergl. R. Schimmack, Axiomatische Untersuchungen iiber die Vektor- 
addition. Nova Acta, Abhandl. der Kaiserl. Leop.-Carol. Deutschen Akademie der 
Naturforscher 90 (1908), Seite 1—104. 
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Axiom II. Der wahrscheinlichste Wert ist unabhiingig von der Gripe 
der Einheit, in der die Beobachtungswerte und der wahrscheinlichste Wert 
gerechnet werden; d. h. multipliziert man alle z, mit demselben beliebigen 
positiven k, so multipliziert sich auch der wahrscheinlichste Wert mit 
diesem k; also kurz: 


f(ka,,-++,kx,) = k-f(a,-+-+, 2) fir k> 0. 


(Diese Forderung auf beliebiges reelles k auszudehnen, liegt kein Anlab 
vor; der Wortlaut des Axioms miiBte sonst auch wesentlich erweitert 
werden. ) 

Axiom IL. Der wahrscheinlichste Wert ist unabhiingig von der Reihen- 
folge der Beobachtungswerte; also: die Funktion f ist in all ihren Ver- 
ainderlichen symmetrisch. 

Axiom IV. Die Funktion f hat iiberall eindeutige und stetige erste 
Ableitungen =. re. i 

Ox, 


? 08. 


Die Herleitung des Satzes vom arithmetischen Mittel aus diesen Axiomen 
wird sich nach dem angedeuteten Plane folgendermaBen gestalten. 

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung und Axiom IV ist 
fiir beliebige x, und fiir ein beliebiges positives k zu schreiben: 

f (katy, +++, ka,) = (0, +++, 0) + kay (2) +--+ + ka, (25), 

wo der « hedeutet, daB in dem betreffenden Ausdruck jedes x, durch 
tke, (0<#®< 1) ersetzt werden soll. Nun ist die linke Seite nach 
Axiom II gleich k-f(x,,---,%,); und rechterhand ist 


f(O,---,0) =9, 

wie sich das sofort aus der Gleichung des Axioms II in der Grenze fiir 
k=O vermége der Stetigkeit der Funktion f (Axiom IV) ergibt. Die 
Ausgangsgleichung nimmt daher, wenn wir noch durch, k dividieren, 
folgendes Aussehen an: 

: a of 

f (yy ++ *y By) = (5L). eee wy (3. a: 
Bilden wir von dieser Gléichung die Grenze fiir k —0, so werden die 
Differentialquotienten gemiB Axiom IV stetig zu bestimmten Konstanten 


(75), me Gy ** %, (25), =C¢,, 


f (25° + %y Ly) =O, +++ + 6,2, 


und wir erhalten: 
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Jetzt vertauschen wir hierin zwei beliebige der Verinderlichen, 
a, und 2,; dabei bleibt die linke Seite gemiS Axiom III ungeindert, also 
auch die rechte: 
2%, +--+ +6, %, +--+ +60, +--+ + 6,2, 
=O 2, te $e, 2, +-°°+ C,L, + °° + C,%n, 
und es folgt somit: 
(¢, Sagi C,) Ly - (¢, i C,) yy 
woraus sich wegen der Unabhiingigkeit der Verinderlichen ¢,—c, ergibt. 
Es miissen also alle ¢ einander gleich sein, soda$ wir schreiben kénnen: 


CE Ce eee 
Ziehen wir endlich Axiom I heran, so folgt 
cnh =h, 
also ¢= a und damit ist allgemein bestimmt: 


x. ---+2 
f(y) ++ +, &) = BE Pe 


§ 2. 

Das andere System von Axiomen lautet wie folgt: 

Axiom I’ = Axiom I (§ 1). 

Axiom II’. Der wahrscheinlichste Wert ist unabhiingig von dem 
Richtungssinn der Skala, auf der die Beobachtungswerte und der wahr- 
scheinlichste Wert gerechnet werden; d. h. kehrt man das Vorzeichen aller 
z, um, so kehrt sich auch das Vorzeichen des wahrscheinlichsten Wertes 
um; also kurz: 

f(— 4° ++ — 2) = — FG, +++) By) 

Axiom III’ = Axiom III (§ 1). 

Axiom IV’. Wenn von n vorliegenden Beobachtungswerten der wahr- 
scheinlichste Wert bereits bestimmt ist und man soll nach Hinzutreten eines 
weiteren Beobachtungswertes den wahrscheinlichsten Wert der nunmehrigen 
n-+-1 Beobachtungswerte bestimmen, so kann dies auch so geschehen, dap 
man statt jener n Beobachtungswerte ihren bereits bestimmten wahrschein- 
lichsten Wert — n-fach gezihlt — nimmt. Indem wir fortan bei der zu 
bestimmenden Funktion f, da wo es die Deutlichkeit verlangt, die Anzahl 
der Verinderlichen durch einen Index anzeigen, also 


(41> Te r,) 


oder auch f,, kénnen wir Axiom IV’ kurz so schreiben: 


fass(Z, =r Za4s) _ | ae ee it) Ln 41) 
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Zur Herleitung des Satzes vom arithmetischen Mittel aus diesen Axiomen 
bemerken wir zunichst, was sich aus Axiom I’ und II’ ergibt fiir den 
Fall, daB alle Veriinderlichen Null sind: 


f(h,---,h) =f(0,---,0) +h, 


sowie 
f(0,---,0) =—f(,---, 0); 

die letztere Gleichung liefert sofort: 
(1) f(0,--+,0) =O 
und die erstere infolgedessen: 

f(x, we «) ates 
Im besonderen ist daher: 
(2) f,(@) ==. 

Ebensoleicht gelingt es, durch Mitbenutzung von Axiom III’ die 


Funktion f,, die wir hernach gebrauchen werden, zu bestimmen. Nach 
Axiom I’ ist niamlich: 


(3) f (ay, LZ) =f (O, % — 2) + 2%. 


Vertauschen wir hierin x, und z,, so bleibt die linke Seite gemi8 Axiom III’ 
ungeandert, also auch die rechte: 


f(O, %,— a) + % =f (0, t—a,) + 4. 
Daraus ergibt sich, indem wir auf das erste Glied linkerhand Axiom II’ 
anwenden: 


—f(QO, %—2,) + % = f(O0, %—2,) + %. 
Es folgt also: 


f(0, #,—2,) =>", 
und wenn wir dies in die Gleichung (3) einfiigen: 


(4) fal, %) = BE. ; 


Die Bestimmung der Funktion /, fiir beliebiges » wird des weiteren 
durch SchluB von » auf n+ 1 geschehen. Ziehen wir die Gleichung des 
Axioms IV’ heran und wenden auf ihre rechte Seite das Axiom | fiir den 
Fall h=—/f, an, so folgt: 


far (%, a, Dns) = fai, ae 0, %n41— fa) +> fe 


Angenommen aber, es sei fiir irgend ein » gefunden: 
f(a, ++) %,) = att 


Mathematische Annalen. LX VIII. 9 











130 R. Scmumacx. 


so erhalten wir daraus: 


(5) Fass @rs°0> Teta) = Faas (0, +50, %as— att 4s) + abot te P 


” 


Und nun wird alles darauf ankommen, die Funktion /,,,(0,---, 0, 2) 
zu bestimmen und zu zeigen, daB die rechte Seite dieser Gleichung gleich 
dem arithmetischen Mittel von z,,---,2,,, ist. 
Zu diesem Zwecke mégen wir zuniichst, weil es die weitere Be- 
trachtung vereinfacht, z,=—---—2,_,=0 nehmen: 
foi, ae 0, Lay Ln 41) os fast (0, ia 0, T41 #s) + <s 


n ? 
und vertauschen sodann x, und z,,,. Hierbei bleibt die linke Seite 
gemi8 Axiom III’ ungeiindert, also auch die rechte: 

faxs (0, >=, 0, Ll, — Sue) 4 Tn+1 —_ eet (0,---,0, S.01 — “n) 4S. 


n n n 


Jetzt wihlen wir z,,, -=", sodaB rechterhand das erste Glied nach 


Gleichung (1) verschwindet und wir bekommen: 


Pant -_" 
foes (0, Ne 0, a n? x) = _ Z- 
Fiihren wir hierin unter Beschriinkung auf n> 1 (!) als unbeschrinkte 
Verinderliche 


n* — 1 
—i % = & 
ein, so ergibt sich: 


faa1,-++,0, 2) = =i F 


Auf Grund der damit gewonnenen Beziehung liefert dann die Gleichung (5) 
schlieBlich: 


— AFT) att 


1 
Fass (Fis***» Saga) = n+1 (a4, . = 


— at tents, 
n+1 


Somit gilt nach dem Verfahren der vollstiindigen Induktion die Formel 


fay °° @,) = BEES, 


n 


deren Richtigkeit nach Gleichung (4) fir n=2, also fiir ein n>1 
bereits feststand, auch fiir n = 3, 4,---; und da wir sie laut Gleichung (2) 
fiir n = 1 ebenfalls hatten, gilt sie also fiir jede Anzahl n. 
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§ 3. 

Um die Frage zu entscheiden, ob in jedem der beiden vorliegenden 
Axiomsysteme die vier Axiome voneinander unabhiingig sind, betrachten 
wir eine Reihe von weiteren Funktionen f, und stellen von jeder — 
soweit wir es brauchen werden — sogleich fest, welchen Axiomen sie 
geniigt und welchen nicht. 

‘ 2, a eee -b 2 

A. aaa \ aia 

Hier ist erfiillt Il, II, IV; nicht erfillt I. 


B. f, - V24—+%, 


darin bedeute p eine ungerade Zahl >3, das Wurzelzeichen stets die 
reelle Wurzel. Hier ist erfillt II’, I’, IV’; nicht erfallt I’. 


C. f,— 3A t + >#r(x,—2,), 
wo die -S iber alle Paare der x zu erstrecken ist. Hier ist erfillt 
I, I’, U1, Ul’, IV, IV’; nicht erfillt I, Il’. 

D. f= 4% +++ + 6,L,, 
wo die Summe der Konstanten ¢ gleich 1 sei, ohne daB jedes ¢ gleich 
: ist; vielleicht so: 


1 1 1 1 


G@ > Sgt ' 7 Se-1 "Hii oS ei 


(Will man ein solches Verkniipfungsgesetz dahin deuten, daB bei ihm 
die einzelnen Beobachtungen verschieden gewertet werden, so wird man 
zweckmiBig die Abnahme der c einem Ermidungsgesetz entsprechend 
wahlen.) Hier ist erfiillt I, I’, Il, Il’, IV, IV’; nicht erfallt II, Il’. 


E. f,— St VS — tt 


wo p eine ungerade Zahl >3 bedeutet. Hier ist erfillt I, I’, Il, Il’, 
Ill, Ill’; nicht erfillt IV, IV’. 


F. f,, =dem gréBten Wert aller z,. 


Hier ist erfillt I’, 1, I’, IV’; nicht erfiillt Il’. 

Die hier aufgestellten Behauptungen iiber die jeweilige Erfillung 
oder Nichterfiillung der Axiome ausfihrlicher als richtig nachzuweisen, 
ertibrigt sich; das ist rascher eingesenen als dargelegt. 





9* 
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Es ergibt sich mithin: Bei dem ersten Axiomsystem (§ 1) ist Axiom 1 
gemaéB A keine Folge der iibrigen Axiome, ebenso Axiom II nach C, 
Axiom IIT nach D, Axiom IV nach E; bei dem zugehirigen Beweis ist 
also keines der vier Axiome entbehrlich. 

Und ferner: Bei dem zweiten Axiomsystem (§ 2) ist Axiom I’ gemép 
B keine Folge der iibrigen Axiome, ebenso Axiom II’ nach ©, Axiom IIT’ 
nach D, Axiom IV’ nach E; auch bei dem hierzu gehirigen Beweis ist 
also keines der vier benutzten Axiome entbehrlich. Ubrigens kann 
nicht etwa Axiom II’ durch II ersetzt werden, wie F zeigt. 


Géttingen, im Mai 190). 
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Zwei Beweise des Satzes, daB der Kreis unter allen Figuren 
gleichen Umfanges den gréSten Inhalt hat. 


Von 


C. CaraTHtopory in Hannover und E. Srupy in Bonn. 


Die verschiedenen elementargeometrischen Beweise, die Steiner fir 
das isoperimetrische Problem gegeben hat, werden unter der ausdriicklich 
ausgesprochenen Voraussetzung gefiihrt, daB es mindestens eine Figur 
gibt, die unter allen betrachteten ‘den gréBtméglichen Inhalt besitzt. 
Da diese Voraussetzung aber ihrerseits eines Beweises bedarf, liefern die 
Steinerschen Beweise nur notwendige Bedingungen und miissen jedenfalls 
erginzt werden, indem gezeigt wird, daB fiir den Kreis das Maximum des 
Inhaltes wirklich erreicht wird. 

Eine derartige Erganzung des fiinften Steinerschen Beweises ist z. B. 
von F. Edler in sehr elementarer und schéner Weise gefiihrt worden.*) 
In der vorliegenden Note werden zwei ebenfalls rein geometrische Beweise 
des betreffenden Satzes, die aber auf ganz anderen Gedankengingen fuBen, 
mitgeteilt. 


g 1. 


Wenn man die iiberraschend elegante Konstruktion, die Steiner zu 
seinem ersten indirekten Beweise des isoperimetrischen Satzes géfiihrt hat**), 
geeignet modifiziert, so kann sie, wie wir zeigen wollen, dazu dienen, 
einen direkten geometrischen Beweis zu fihren, bei welchem keine be- 
schrinkenden Voraussetzungen irgend welcher Art fiir die zugrunde zu 
legende Vergleichskurve notwendig sind, um die Ableitung des Resultates 
einwandfrei zu erméglichen. 


*) Vervollstiindigung der Steinerschen elementargeometrischen Beweise fiir den 
Satz, da® der Kreis gréBeren Flicheninhalt besitzt als jede andere ebene Figur gleich 
groBen Umfanges, Gétt. Nachr. 1882, p. 73. 

) J. Steiner, Ges. Werke Bd. II, p. 193. 
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Man fiihre zuniichst mit Steiner das Problem in folgendes itiber: Auf 
einer durch die Gerade g begrenzten Halbebene soll eine Kurve von der 
Lange a gefunden werden, deren Anfangspunkt A mit einem gegebenen, 
festen Punkte von g zusammenfillt, deren Endpunkt B auch auf g liegt, 
und welche die Eigenschaft besitzt, daB das zwischen dieser Kurve und g 
liegende Flichenstiick einen méglichst groBen Inhalt besitzt. 

Wir gehen von einer beliebigen Kurve ©, der gegebenen Halbebene 
aus, von der nur vorausgesetzt wird, dab ihr Anfangspunkt mit A zu- 
sammenfallt, ihr Endpunkt M, auf g liegt, daB sie sich nicht selbst 
schneidet, und daB sie die Bogenliinge 2 besitzt. Es sei J, der Inhalt des 
zwischen C, und g liegenden Flichenstiickes. 

Wir betrachten die kleinste konvere Kurve, welche dieses Flichen- 
stiick in ihrem Inneren enthiilt. Diese Kurve besteht einerseits aus der 
Strecke AWM,, andererseits aus einem Kurvenstiicke C,, das nur dann 
mit C, zusammenfallt, wenn C, schon selbst konvex ist; es sei die Linge 
von C,' mit J,’, der Inhalt des zwischen C,’ und AWM, liegenden Flichen- 
stiickes mit J,’ bezeichnet. Aus bekannten Sitzen tiber konvexe Kurven 
folgt, daB 

sz, Lot, 
sind. Man kann also durch eine Ahnlichkeitstransformation mit A als 
Ahnlichkeitszentrum die Kurve C,’ durch eine Kurve ©, ersetzen, deren 
Endpunkte A und M’ auf g liegen, deren Bogenliinge gleich a ist und 
fiir welche der Inhalt J, der Beziehung geniigt 
sf; 
die Kurve C, ist nach unserer Konstruktion konvex. 

Im Falle nun, wo C, nicht aus einem Halbkreise besteht, wird 
mindestens ein Punkt Q auf dieser Kurve liegen, fiir welchen der Winkel 
AQM, kein Rechter ist. Man wird dann mit Steiner die Kurve C, durch 
eine andere C,’ ersetzen kénnen, die man erhilt, indem man die iiber den 
Sehnen AQ und QM’ sich befindenden Segmente starr bewegt und das 
Dreieck AQM, durch das entsprechende rechtwinklige AQ M,’ ersetzt, das 
die Gerade g zur Basis hat und mit dem friiheren gleichschenkelig ist. Dabei 
hat sich die Linge der Kurve nicht veriindert, waihrend der Inhalt J, um 


(1) >; r, Yr, (1 —sin 8) 


vergréBert worden ist; hier bedeuten r, und r, die Liangen der Seiten 
AQ und QM,, wiahrend mit 6 der Winkel AQWM, bezeichnet worden 
ist. Wegen der Konvexitit von C, wird ferner, wie man leicht einsehen 
kann, die neue Kurve keine Doppelpunkte haben. 

Die GréBe (1) findert sich stetig, wenn der Punkt @Q die Kurve C, 
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durchlaiuft, und erreicht ihr Maximum fiir mindestens einen Punkt dieser 
Kurve; es sei P der erste Punkt, fiir welchen dies der Fall ist, wenn Q 
die Kurve C, in der Richtung von A nach M, durchliuft. Wir wollen 
den Punkt P fiir unsere Konstruktion zugrunde legen; sollte die erhaltene 
Kurve C,' nicht konvex sein, so ersetzen wir sie durch eine konvexe 
Kurve C, von gleicher Linge und gréBerem Inhalte J,, indem wir das 
Verfahren wiederholen, durch welches wir von C, zu C, gelangt sind. 
Im Falle aber, wo schon C,’ konvex ist, wollen wir diese Kurve selbst 
mit C, bezeichnen. 

Die eindeutig definierte Konstruktion, durch welche man von einer 
konvexen Kurve C, zu der konvexen Kurve C, gelangt, wollen wir die 
Steinersche Konstruktion nennen. Es soll nun bewiesen werden, daB durch 
Wiederholen der Steinerschen Konstruktion man eine Reihe von konvexen . 
Kurven 
(2) C,, Cy, +++, C, +++ im inf. 
erhilt, welche den Halbkreis von Radius Eins gleichmdfig approximieren. 

Da nimlich die Endpunkte der Kurven (2), die wir mit 
(3) M,, M,,---, M,,--+ in inf. 
bezeichnen, insgesamt im Endlichen bleiben (ihr Abstand von A ist héchstens 
gleich x), so kann man aus ihrer Reihe eine Folge aussondern, etwa 
(4) M,,; M,,; M,,; oe ie 
die einen und nur einen Hiufungspunkt o besitzen, d. h. gegen @ 
konvergieren. 

Von einer gewissen Stelle ab werden die Punkte der Reihe (4) um 


. & . . . . *,° @ 
weniger als |, von @ abweichen, wo « eine willkiirliche positive GréBe 


bedeutet. Nun betrachte man einerseits den Halbkreis, der die Strecke 
Aw zum Halbmesser hat, andererseits die beiden ihm konzentrischen 
Halbkreise, deren Abstand vom ersteren gleich « ist. Fir jedes Dreieck 
AQM, fiir welches der Punkt M innerhalb des Intervalls o — ; » @+ : 
liegt und der Punkt Q sich auBerhalb des durch die beiden kpnzentrischen 
Halbkreise gebildeten Streifens befindet, ist die GréBe 


; 7,7, (1 —sin #) 


von Null verschieden und‘ besitzt eine positive, von Null verschiedene 
untere Grenze 4. 

Von einer gewissen, aber bestimmten Stelle ab wird also fiir die 
Kurven C,,, sobald sie auch nur einen einzigen Punkt auBerhalb des be- 
sagten Streifens besitzen, die Beziehung bestehen 


I... — 4h, => 13 


M41 SP el 
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dieses folgt unmittelbar aus den Eigenschaften der Steinerschen Kon- 
struktion. Andererseits aber ist in der Reihe 


bey IEF 


m,? “na? “mn? 
jede GréBe nicht kleiner als die e- und bleibt unter einer 
endlichen Schranke (unsere siimtlichen Figuren befinden sich niamlich 
innerhalb des Kreises vom Radius z, dessen Mittelpunkt in A liegt); also 
muB diese Reihe gegen eine bestimmte Grenze konvergieren. 

Hieraus folgt, daB nur eine endliche Anzahl der Kurven C, einen 
Punkt auBerhalb des von uns betrachteten Streifens enthalten Kennen; 
diese Kurven konvergieren demnach gleichmiBig gegen den Halbkreis, der 
durch A und @ geht. 

Wenn man nun bedenkt, daB jede Kurve einer Halbebene, deren 
Endpunkte auf dem Rande dieser Halbebene liegen, eine gréBere Bogen- 
lange besitzt als eine konvexe Kurve von derselben Eigenschaft, die ganz 
im Inneren der ersten verliuft, und daB die Kurven C,, die im Inneren 
unseres halbkreisférmigen Streifens liegen, konvex sind ond die Bogenlinge 
a besitzen, so kann man schlieBen, daB der innere Rand des Streifens eine 
kleinere, der iuBere Rand dagegen eine gréBere Bogenliinge als x hat. Diese 
Ungleichheiten miissen fiir jeden Wert von « gelten, was nur dann méglich 
ist, wenn der Radius des Kreises, der Aw zum Durchmesser hat, gleich 
Eins ist. Der Punkt @ ist demnach durch unsere Konstruktion eindeutig 
bestimmt; andererseits hatten wir fiir w einen beliebigen Hiufungspunkt 
der Punktreihe 

M,, M,, Msg, --- 
gewihlt; es folgt also, daB diese Reihe nur einen einzigen Hiufungspunkt 
besitzen kann, niimlich den Punkt, dessen Abstand von A gleich Zwei 
ist. Wir hiitten also fiir unsere Schliisse statt der Reihe (4) die Reihe 
(3) zugrande legen kénnen, was den Beweis liefert, dab die Kurvenfolge 
(2) den Halbkreis von Radius Eins gleichmiBig approximiert. 

Von einer gewissen Stelle ab werden diese Kurven ganz innerhalb 
eines Halbkreises mit dem Radius (1+ <) liegen, wobei « eine beliebige 
positive Zahl bedeutet, und man schlieBt daraus die Beziehung 
(5) studs. 

Wir waren aber von einer willkiirlichen Kurve J, ausgegangen und 
das Gleichheitszeichen in (5) gilt nach unseren Schliissen nur dann, wenn 
J, schon selbst ein Halbkreis war; der in Betracht kommende Satz ist 
also in seiner vollen Allgemeinheit bewiesen. 


Bonn, den 22. Januar 1909. 


C. Carathéodory. 
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§ 2. 


Angeregt durch die vorausgehende Betrachtuug Carathéodorys 
habe ich versucht, dasselbe auf anderem Wege zu erreichen. Es handelt 
sich im Grunde nur darum, zu zeigen, daB ein geradliniges Polygon, mit 
einer endlichen Zahl von Seiten (deren keine zwei einander tiberkreuzen) 
einen kleineren Inhalt haben muf, als ein Kreis von gleichem Umfang. 
Um den ganz elementaren Charakter der folgenden Uberlegung besser 
hervortreten zu lassen, wird der Beweis in dieser unwesentlichen Be- 
schrankung auseinandergesetzt. 

Ein Polygon der genannten Art heiBt konvex, wenn jede geradlinige 
Strecke, die zwei verschiedene Punkte seiner Begrenzung verbindet, ganz 
aus Punkten im Inneren oder auf der Begrenzung des Polygons besteht. 
Ist nun das vorgelegte Polygon nicht konvex, so kann man sofort ein 
konvexes Polygon angeben, das einen gréferen Inhalt und einen kleineren 
Umfang hat, als das gegebene, dessen Umfang wir gleich 2% annehmen 
wollen; und da das zweite Polygon durch eine Ahnlichkeitstransformation 
wieder auf denselben Umfang 22 gebracht werden kann, wobei der Inhalt 
nochmals wiichst, so darf man annehmen, daB das zu untersuchende 
Polygon selbst schon konvex sei. 

Man nehme nunmehr auf der Begrenzung des konvexen Polygons 
einen Punkt nach Belieben an. Dann kann man einen zweiten Punkt 
auf der Begrenzung derart bestimmen, daB beide zusammen den Umfang 
des Polygons in zwei gleiche Stiicke (von der Linge 2) teilen. Die Ver- 
bindungsstrecke beider Punkte zerlegt dann das Polygon in zwei (eben- 
falls konvexe) Polygone, die gleichen Inhalt haben werden, oder nicht. 
Im ersten Falle wiihle man unter diesen Teilpolygonen eines nach Be- 
lieben aus, und ersetze das zweite durch das Spiegelbild des erster, indem 
man als Spiegelungsachse die konstruierte Gerade benutzt. Tritt der 
zweite Fall ein, so verfahre man ebenso, indem man das inhaltskleinere 
der beiden Teilpolygone ausléscht. Aus den beiden schlieBlich erhaltenen 
Polygonen kann man dann ein neues Polygon zusammensetzen, das den- 
selben Umfang (22) hat, wie das gegebene, und dem ein gleicher oder 
gréBerer Inhalt zukommt. Dieses neue Polygon hat dann eine Symmetrie- 
achse, ist aber nicht notwendig konvex. Ist es nicht konvex, so erhiilt 
man aus ihm von neuem ein konvexes Polygon von kleinerem Umfang 
und gréBerem Inhalt, und zwar ein solches, das dieselbe Symmetrieachse 
hat; und dieses Polygon kann, wie oben, durch ein zu ihm ibnliches 
Polygon vom Umfang 22 ersetzt werden. Jetzt halbiere man durch zwei ~ 
weitere Punkte die beiden Stiicke, in die der Umfang des gefundenen 
konvexen Polygons durch seine Symmetrieachse zerlegt wird. Die Ver- 
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bindungslinie dieser beiden Punkte steht auf der Symmetrieachse senk- 
recht, und zerlegt jedes der beiden zueinander symmetrischen Teilpoly- 
gone in zwei neue konvexe Polygone. Sind diese inhaltsgleich, so wihle 
man irgend eines unter ihnen aus. Durch wiederholte Anwendung des 
Spiegelungsprozesses entsteht dann ein Polygon, das zwei zueinander senk- 
rechte Symmetrieachsen hat, und das aus vier Teilpolygonen besteht, von 
denen je zwei aufeinander folgende symmetrisch sind. Hat jedoch eines 
der zuerst genannten beiden Polygone einen gréBeren Inhalt als das 
andere, so unterwerfe man das gréfere dem SpiegelungsprozeB und 
lésche den ganzen Rest der Figur aus. In beiden Fiillen ist das Ergebnis 
ein Polygon mit zwei Symmetrieachsen von gleichem Umfang und 
gleichem oder gréBerem Inhalt als das zuvor gefundene. Dieses neue 
Polygon kann wiederum konvex sein oder nicht, jedenfalls aber setzt es 
sich aus vier konvexen Teilpolygonen zusammen, deren jedes zwei Seiten 
auf den Symmetrieachsen der ganzen Figur hat, und deren jedes zu jedem 
symmetrisch oder kongruent ist. 

Wir betrachten jetzt irgend eines der vier Teilpolygone und halbieren 
durch einen passend gewihlten Punkt die Bogenliinge des Teils seiner 
Peripherie, der nicht in die Symmetrieachsen fallt, und der nach Obigem 
die Linge = hat. Durch diesen Punkt ziehen wir eine Parallele zu der 
Winkelhalbierenden der beiden Symmetrieachsen der Gesamtfigur, die in 
das Innere des Teilpolygons eindringt. Diese Parallele kann die Winkel- 
halbierende selbst sein. Dann erhalt man, auf dieselbe Art wie vorher, 
ein neues Polygon mit gleichem Umfang (22) und gleichem oder gréBerem 

Inhalt wie das zuvor gefundene, ein 
Polygon jedoch, das vier Symmetrie- 
achsen hat, von denen je zwei auf- 


» einander folgende den Winkel = ein- 


schlieBen. Tritt der genannte Fall 
4 nicht ein, so wird das Teilpolygon, 
von dem wir ausgegangen waren, in 
zwei Stiicke (Polygone) zerlegt, die 
wir kurz als das ,,dreieckige“ und das 
»viereckige* Stuck unterscheiden kén- 
/ nen: Bei beiden bildet einen Teil der 
/ Begrenzung ein gerader oder ge- 















































+s * cd 
brochener Linienzug von der Linge ~ ; 


bei dem dreieckigen Stiick kommen 
noch zwei, bei dem viereckigen Stiick 
drei gerade Strecken hinzu (s. Figur). 
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Aus dem viereckigen Flachenstiick aber entsteht ein weiteres ,,dreieckiges“ 
dadurch, daB man ein Dreieck hinzufiigt, das Dreieck nimlich, das von 
beiden Symmetrieachsen und der Parallelen zur Winkelhalbierenden be- 
stimmt wird. 

In bezug auf die jetzt hergestellten ,,dreieckigen* Flachenstiicke, die 
heide konvexe Polygone sind, betrachte man dieselbe Alternative, wie 
zuvor. Sie kénnen gleichgroBe Flichen haben, oder eines hat einen 
gréBeren Flaicheninhalt. Da der Winkel zwischen zweien ihrer Begrenzungs- 
linien, namlich zwischen denen, die durch einen Linienzug (Teil der 


Peripherie des Gesamtpolygons) von der Linge * verbunden sind, gerade 


“ betragt, und da die Summe ihrer Flicheninhalte gréBer ist als der 


vierte Teil der Fliche des Gesamtpolygons, so erhilt man durch das 
Spiegelungsverfahren auch in diesem Falle ein Polygon mit vier Symmetrie- 
achsen, das aber nunmehr eine gréBere Fliche hat, als das zuletzt kon- 
struierte Polygon mit zwei Symmetrieachsen. Das neue Polygon setzt 
sich aus acht konvexen Teilpolygonen zusammen, die zueinander kongruent 


oder symmetrisch sind, und deren jedes zwei Seiten (die den Winkel =. 


einschlieBen) auf zwei Symmetrieachsen hat. Irgend eines dieser acht 
Teilpolygone kann nun offenbar ganz ebenso behandelt werden, wie vor- 
her eines der vier, und eines der dann entstehenden sechzehn Teilpolygone 
wieder auf die gleiche Weise, und so weiter in infinitum. Bei jedem Schritt 
wird die Zahl der Symmetrieachsen des gerade zu betrachtenden Gesamt- 
polygons verdoppelt, der Fliicheninhalt aber bleibt erhalten oder er wird 
vergréBert, wiihrend der Umfang derselbe bleibt. Nach einer endlichen 
Zahl von Schritten hat man vor sich ein Polygon vom Umfange 22, das 
mit 2-2" Symmetrieachsen ausgestattet ist, und das sicher keinen kleineren 
Flicheninhalt hat, als das urspriinglich vorgelegte Polygon. Das gefundene 
Polygon besteht aus 4-2" konvexen Teilpolygonen, deren jedes zwei Seiten 


auf Symmetrieachsen hat, die den Winkel as > 


3 einschlieBen, wihrend 


die Summe der Liingen der iibrigen Seiten ebenfalls gleich Rs . ; ist. 
Hieraus folgt, daB die Differenz zwischen den Lingen der beiden zuerst 
genannten Seiten gegen Null konvergiert. Die Gesamtheit der auf zwei 
konzentrische Kreise verteilten 4-2" Endpunkte der Symmetrieachsen 
nihert sich mit wachsendem m einer Menge von Punkten, die iiberall dicht 
auf einem einzigen Kreise von einem gewissen Radius r liegen. Bei hin- 
reichend groBen Werten von » liegen dann iiberhaupt alle Punkte, die 
der Peripherie des Polygons angehéren, in beliebiger Nihe der Peripherie 


des genannten Grenzkreises. Der konstante Umfang 2” der aufeinander 
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folgenden Polygone mit 2-2" Symmetrieachsen ist notwendig entweder 
gleich dem Umfange 2ra des Grenzkreises oder gréBer als dieser Umfang; 
es ist also r<1. Der Inhalt der Polygone dagegen konvergiert gegen 
den Fiicheninhalt r?z des Grenzkreises. Es ist also der Flicheninhalt 
des urspriinglich gegebenen Polygons < z, und es bleibt nur iibrig, das 
Gleichheitszeichen in dieser Ungleichheit auszuschalten, damit der Beweis 
volistindig sei. 

Nehmen wir also an, es wire r= 1, und der Flicheninhalt des ge- 
gebenen Polygons wiire gleich x. Dann miiften alle aufeinander folgen- 
den Polygone inhaltsgleich sein. Ein Zuwuchs des Inhalts von einem 
Polygon zum nichsten tritt aber nur dann nicht ein, wenn die konstruierte 
»Parallele zur Winkelhalbierenden“ mit dieser Geraden selbst identisch ist, 
und wenn sie auferdem das gerade betrachtete Teilpolygon in zwei in- 
haltsgleiche Stiicke zerlegt. Sollte also ein Polygon mit Mittelpunkt — 
nur um solche handelt es sich ja nach Ausfiihrung der beiden ersten 
Schritte — sollte ein solches Polygon vom Umfange 2a den Flichen- 
inhalt x haben, so miiBte ein vom Mittelpunkt ausgehender Sektor mit 


dem Zentriwinkel = ; fiir jeden Wert der ganzen Zahl n einen von der 
Lage des Sektors unabhiingigen Flicheninhalt haben und auferdem auf 
der Peripherie des Polygons ein Stiick von konstanter Bogenliinge ab- 
schneiden. Beides wird sofort als unméglich erkannt; es muB also in der 
Folge der konstruierten Polygone schlieBlich ein Anwachsen des Inhaltes 
eintreten; und damit ist der behauptete Satz nunmehr vollstiindig er- 
wiesen.*) — 

Die angewendete SchluBweise liBt sich in der Art abindern, dab 
nicht nur die beiden zuerst konstruierten Polygone, wie man wohl kurz 
sagen darf, ,konvex gemacht“ werden, sondern auch alle folgenden. Damit 
beschleunigt man die Konvergenz des Verfahrens, und an Stelle der Un- 
gleichheit r << 1 erhilt man die Gleichung r = 1. 

E. Study. 


*) Durch geeignete Wahl des urspriinglichen Polygons und des zuerst an- 
genommenen Punktes kann man bewirken, daB ein Anwachsen des Inhaltes bei einer 
beliebigen endlichen Zahl aufeinander folgender Teilungen nicht stattfindet. Dann 
aber mu ein Anwachsen des Inhaltes bei jedem weiteren Schnitt eintreten. 
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Projektive Konstruktionen in der hyperbolischen Geometrie. 
Von 


Marcet Grossmann in Ziirich. 


In einer friiheren Arbeit*) habe ich fiir die nichteuklidische Geo- 
metrie Konstruktionen entwickelt unter der Voraussetzung, daB fiir den 
Fall der hyperbolischen Geometrie ein reeller, im Endlichen liegender 
Kegelschnitt als der absolute Kegelschnitt der Ebene betrachtet werde, 
wihrend fir den Fall der elliptischen Geometrie der imaginire absolute 
Kegelschnitt durch den konjugierten reellen vertreten sei. Zu den Kon- 
struktionen der hyperbolischen Geometrie ist die Bemerkung gemacht 
worden, daB die entstehenden Figuren nur Bilder der wirklich auszufiihren- 
den seien, und da die Einfachheit der Lisungen eingebiiBt werde, wenn 
man von einer solchen ,,Ubersetzung“ wieder zum ,,Urtext“ iibergehe.**) 
In der Tat habe ich in jener Arbeit mit uneigentlichen (unendlich fernen 
und idealen) Elementen konstruiert, als ob es eigentliche, zugingliche wiiren; 
denn mein Ziel war, geometrische Figuren zu geben, deren projektive 
Beziehungen zu einem gegebenen Kegelschnitt die metrischen Siitze der 
hyperbolischen Geometrie veranschaulichen. 

In der vorliegenden Arbeit will ich zeigen, daB die projektive Natur 
der Metrik der hyperbolischen Geometrie einen weiteren Schritt zu tun 
gestattet. 

Es werden fiir die fundamentalen Konstruktionsaufgaben der hyper- 
bolischen Geometrie Lisungen entwickelt, die mit dem Lineal allein ausfiihrbar 
sind, wenn ein fester Hilfskreis gegeben ist. 

Es handelt sich also um eine Aufgabe, die von Steiner fir die 
euklidische Geometrie geldst worden ist. 

*) M. GroBmann, Die fundamentalen Konstruktionen der nichteuklidischen 
Geometrie, Beilage zum Programm der thurgauischen Kantonsschule auf das Jahr 
1903/4, Frauenfeld. 

**) Bonola-Liebmann, Die nichteuklidische Geometrie. Wissenschaft und 

Hypothese, Bd. IV. 
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Wenn ein Kreis k und sein Mittelpunkt M gegeben sind, so ist die 
Metrik der Ebene allerdings noch nicht véllig bestimmt. Denn von dem abso- 
luten Kegelschnitt m der Ebene weif man dann nur, daB er den Kreis k 
doppelt beriihren mu8 in den Schnittpunkten mit der Polaren m des Mittel- 
punktes M. Jeder Kegelschnitt des so definierten Beriihrungsbiischels 
kann als @ betrachtet werden, und die Geometrie ist hyperbolisch, ellip- 
tisch oder euklidisch, je nachdem @ als reell, imaginir oder mit der Ge- 
raden m zusammenfallend vorausgesetzt wird. Um also die Metrik der 
Ebene zu einer bestimmten zu machen, sind erginzende Festsetzungen zu 
treffen. Es kann dies in mannigfaltiger Weise geschehen; ich wihle als 
zweckmaBig fiir die hyperbolische Geometrie die folgende: 

Der absolute Kegelschnitt @ der Ebene ist bestimmt, wenn man einen 
Kreis k, dessen Mittelpunkt M und den Parallelwinkel Ti(r) als gegeben 

voraussetat, der zu einem Radius MA=r 
a = des Hilfskreises gehirt. (Fig. 1.) 
Denn der — uneigentliche— Schnitt- 
UY punkt U des Schenkels A U des Winkels 

TI(r) mit dem zu MA _ senkrechten 

€__.,, Durchmesser CD des Kreises ist ein 


M 
Punkt des absoluten Kegelschnittes. 
Dieser Durchmesser CD ist aber be- 
stimmt als die Verbindungsgerade von 
E ; M mit dem Pol von MA in bezug auf 


den Kreis, da dieser Pol mit dem ab- 
soluten Pol von MA zusammenfiillt. 
In Fig. 1 ist zur Konstruktion von CD ein Vierseit gewihlt worden, 
dessen Seitenpaare durch die Endpunkte A und B des gegebenen Durch- 
messers gehen, wihrend die eine Diagonale durch M, die andere also 
durch den Pol von CD geht. Sind E und F ihre Schnittpunkte mit k, 
so schneiden sich die Geraden AE und BF auf dem gesuchten Durch- 
messer CD. 

Als allgemeines Prinzip fiir die Lésung metrischer Konstruktionsauf- 
gaben der hyperbolischen Geometrie verwende ich das folgende: 

Man transformiere die Figur F, um die es sich bei der zu lisenden 
Aufgabe handelt, in eine andere Figur F’ durch Anwendung der Homologie 
H, die den absoluten Kegelschnitt @ in den gegebenen Hilfskreis k verwandelt. 

Die Figur F’ steht dann zu k in den namlichen projektiven Beziehungen, 
wie die Figur F zu @. Macht man von diesen Beziehungen konstruktiv 
Gebrauch, so sind die Resultate dieser Konstruktionen schlieBlich noch 
zuriickzutransformieren. 

Die Homologie H hat den Mittelpunkt M des Kreises k zum Zentrum 









Pig. 1. 
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und dessen Polare m zur Achse; sie bildet die realen Punkte der Ebene 
auf das Innere des Hilfskreises ab. Fiir Figuren F’ spielt der Hilfs- 
kreis k dann dieselbe Rolle, wie in meinen friiheren Konstruktionen das 
Bild des absoluten Kegelschnittes o. 

Die Durchfiihrung gestaltet sich sehr einfach. Um zu den Geraden 
und Punkten einer Figur F die homologen zu finden, konstruiert man 
vorbereitend einige leicht angebbare Ge- 
radenpaare der Homologie H. Es er- 
zeugt H auf jedem Kreisdurchmesser 
eine Projektivitit; von dieser kennt man 
fiir den Durchmesser CD (Fig. 2) das 
Paar C, U und die Doppelpunkte M 
und N, wenn N der Schnittpunkt mit 
der Achse m ist. Projiziert man diese 
drei Paare von A aus auf den Hilfs- 
kreis k, so entsteht auf diesem eine 
Projektivitét, die dem Punkte C den 
Schnittpunkt E von AU mit dem Kreis 
zuordnet, wihrend A und B die Doppelpunkte sind, AB also die Per- 
spektivachse ist. Um also zu D den homologen Punkt D’ zu konstruieren, 
verbindet man E mit M bis zum Schnittpunkt F mit & und projiziert 
diesen Punkt F von A aus auf MD. Entspricht dem Punkte A in 
der Homologie der Punkt A’, so wird MA’= MD’ sein. Man findet 
daher A’, indem man die Halbierungsgerade s des rechten Winkels A MD 
ermittelt. Diese trifft die Strecke AD in ihrem Mittelpunkte O, der 
zum — idealen — Schnittpunkt von BC mit AD konjugiert-harmonisch 
ist in bezug auf A urd D. Man bestimmt also zum Strahl BC den 
konjugiert-harmonischen beziiglich der Strahlen BA und BD; dann 
schneidet dieser AD in dem gesuchten Punkte 0. Die Geraden AD’ 
und DA’ miissen sich auf s schneiden, womit A’ gefunden ist. 

Man kennt nun als Paare homologer Geraden AD und A’ D’, AU und 
A'C, da U’ =C ist. Die Symmetrie beziiglich der Durchmésser AB und 
CD gestattet aber — ohne daf dies immer notwendig durchzufiihren wire — 
noch die Angabe der Paare, die zu den gefundenen symmetrisch liegen. 

Ist g irgend eine Gerade der Figur F, so bringt man sie zum Schnitt 
mit zwei Geraden, deren homologe man kennt, und bestimmt zu den 
Schnittpunkten auf den Strahlen durch M die homologen. Die Verbindungs- 
gerade beider ist g’. 

Wenn z. B. eine gegebene Strecke PQ von einem gegebenen Punkte 
X aus auf einer gegebenen Geraden g abgetragen werden soll, so ergibt 
sich der Endpunkt Y der Strecke wie folgt. Sind U,, U, die unendlich 
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fernen Punkte der Geraden PQ, V,, V, diejenigen von g, so fordert die 
Gleichheit der Strecken XY und PQ die Gleichung 
(U, U, PQ) = (VV, XY). 
Man konstruiert also P’, Q’, X’ und g, findet auf dem Kreis k die Punkte 
U,’, U,', Vx’, Vq', die den unendlich fernen entsprechen, und konstruiert Y’ 
aus der Beziehung 
(U, U, P’ Q) = V,'V,'X' ¥’). 
Y liegt auf g und dem Strahl MY’. Diese Konstruktion erfordert ins- 
gesamt 33 gerade Linien und es sei vergleichsweise bemerkt, dab Steiner 
zu seiner Lésung der entsprechenden Aufgabe der euklidischen Geometrie 
tiber 40 Gerade benétigt. Im allgemeinen aber erfordern die Konstruktionen 
der nichteuklidischen Geometrie naturgemi$ eher mehr Linien als die- 
jenigen der euklidischen. 
Zum SchluB erwihne ich eine Bestimmung von @, die fiir alle drei 
geometrischen Systeme gleich lautet. 
Der absolute Kegelschnitt ist 
bestimmt, wenn man einen Kreis k, 
B M NN,N, ‘essen Mittelpunkt M und auf einem 
Durchmesser einen Punkt N gibt, fiir 
den MA=AN ist. Sind in Fig. 3 
MA und AN, im Sinne der eukli- 
dischen Geometrie gleich, so ist der 
Punkt N, seiner Lage nach charakte- 
ristisch fiir die hyperbolische Geometrie, wihrend zu N, eine elliptische 
Metrik gehéren wiirde. 
Die absoluten Punkte U,, U, des Durchmessers AB sind niimlich 
bestimmt als gemeinsames Paar von zwei Involutionen, wovon die eine 
durch die Paare 





Fig. 3. 


M,M und A,B 
die andere durch die Paare 
A,A und M,N 


gegeben ist. 
Ziirich, den 23. Februar 1909. 
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Les dimensions d'un ensemble abstrait. 
Par 


Maurice Frécuer 4 Poitiers (France). 


L’introduction de la notion de puissance d’un ensemble a été d'une 
importance capitale pour la théorie des ensembles abstraits. Mais en fait 
les seuls types de puissances infinies qui interviennent dans les applications 
sont celle d'un ensemble dénombrable’ et celle du continu linéaire. Cela 
tient & ce que la définition de la puissance d’un ensemble comporte un 
si haut degré d’abstraction qu'elle ne fait intervenir en aucune fagon les 
relations mutuelles des divers éléments de |’ensemble. 

Il y avait done lieu de chercher 4 établir une comparaison moins 
grossiére des ensembles, une comparaison ov |’on tienne compte de ces relations 
mutuelles sans préciser pour cela la nature des éléments afin de pouvoir 
l’appliquer encore aux ensembles abstraits. C’est 4 quoi l’on arrive en tenant 
compte de la continuité, et en introduisant la notion plus précise du 
nombre de dimensions d’un ensemble. Je consacrerai ce mémoire a |’étude 
des ensembles dont le nombre de dimensions est fini. 

Pour arriver & une définition précise du nombre de dimensions d’un 
ensemble abstrait, je me limiterai, comme dans ma Thése*) a la con- 
sidération des ensembles faisant partie d’une classe (L). : 

Déf. I. Une classe (L) est une classe d’objets discernables od l'on 
suppose donnée une définition quelconque de Ja limite d’une suite infinie 
de ces objets ou éléments. Cette définition sera telle, seulement, que 
1° si les éléments d’une suite infinie sont identiques 4 un méme élément A, 
la suite converge vers A, 2° toute suite extraite d’une suite qui converge 
vers un élément A, converge aussi vers A. 


*) M. Fréchet, Sur quelques points du Calcul Fonctionnel, Rendiconti del Circolo 
matematico di Palermo t. 22, fasc. I, 1906. Le mémoire actuel a été rédigé de fagon 
que le lecteur n’ait pas besoin de recourir & ma Thése. 
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Les définitions ordinaires des ensembles fermés, dérivés,... s’étendent 
aux classes (L). J’ajouterai encore celle-ci. 

Déf. Il. Etant donnés deux ensembles E,, E, (appartenant chacun a 
une classe (L)), je dirai qu’ils sont Vimage Vun de Vautre ou quiils sont 
homéomorphes*), s'il existe entre eux une correspondance biunivoque qui 
est bicontinue. Une correspondance biunivoque entre E, et E, est continue, 
si A,, A,,--- étant une suite d’éléments de FE, convergeant vers un élé- 
ment A appartenant aussi a E,, et B,, B,,---, B étant les éléments 
correspondants de E,, la suite B,, B,,--- converge vers B**). Elle est 
bicontinue quand cela a lieu aussi lorsqu’on permute F, et E,. Il résulte 
de cette définition ce fait qu’on pourrait étre tenté d’oublier, c’est que 
Yimage d'un ensemble fermé peut fort bien étre un ensemble non 
fermé***), 


Définition de la dimension. 


Déf. Ill. Si deux ensembles sont tels que l'un d’eux G, puisse étre 
considéré comme l'image de l’autre G, ou d’une partie de cet autre, nous 
dirons que le premier G, a un type de dimension inférieur ou égal a 
celui du second G, et nous écrirons dG, < dG,, ou dG, >dG,. 

Déf. IV. Si Yon a a la fois dG, < dG, et dG, < dG,, nous dirons 
que G, et G, ont méme type de dimension et nous écrirons dG, = dG, 
ou dG, = dG,. 

Déf. V. Si lon a dG, < dG, et s'il est certain que G, ne peut étre 
considéré d’aucune maniére comme homéomorphe de G, ou d’une partie 
de G,', nous dirons que le type de dimension de G, est inférieur (et non 
pas égal) & celui de G, et nous écrirons 

dG,<dG, ou dG,>dG,. 

Déf. VI. Etant donnés deux ensembles G,, G, appartenant chacun 
& une classe (L), nous ‘appellerons [[G,, G,]] un ensemble dont chaque 
élément est un couple (A, B) d’éléments, l'un A de G,, l'autre B de G,. 
Il sera entendu qu'une suite d’éléments (A,, B,) de [[G,, G,]] converge 
vers (A, B) si A, converge vers A dans G, en méme temps que B, 
converge vers B dans G,; de sorte que [[G,, G,]] fait aussi partie d’une 
classe (L). 


*) Suivant une dénomination employée par M. Hadamard. 

**) C'est la définition donnée par M. Baire dans son mémoire: Sur la représen- 
tation des fonctions discontinues, Acta Mathematica, t. 32, p. 136, définition limitée 
aux espaces 4 n dimensions, mais qui s’étend textuellement aux classes (L). 

***) Ainsi june droite indéfinie est un ensemble fermé qui est l'image (par in- 
version) de l'ensemble non fermé constitué par tous les points d'un cercle autres que 
le pole d’inversion. 
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Déf. VII. Etant donnés deux ensembles G,, G, nous appellerons 
somme de leurs types de dimension et nous dénoterons par dG, + dG, 
ou dG, + dG,, le type de dimension de l'ensemble [[G,, G,]] que nous 
venons de définir. 

Remarques. — 1° Je ne m’occupe pas actuellement de la question 
de savoir si, étant donnés deux ensembles G,, G,, on a nécessairement l'une 
des relations 

dG,<dG,, dG,=dG,, dG,>d&G,. 
Mais si l'une a lieu, c’est la seule (voir la note page 158). 

2° On voit que les définitions précédentes sont complétement analogues 
& celles qui servent 4 comparer les puissances, sauf que |’on introduit 
dans la définition de l’homéomorphie l’invariance du passage 4 la limite. 
En particulier si dE, = dE,, E, et E, ont méme puissance. 

On doit signaler toutefois une différence essentielle entre les deux 
théories. S’il suffit, en effet, que deux ensembles soient images l’un de l’autre 
pour qu’ils aient le méme type de dimension, cette condition n’est pas néces- 
saire. Autrement dit, il peut arriver que deux ensembles aient le méme type 
de dimension et que chacun deux ne soit, d’aucune maniére, homéomorphe 
de Vautre tout entier*). Prenons en effet par exemple deux ensembles 
G,, G, de nombres réels z, x’ définis par les relations suivantes: 


pour G,; O<a#<1; pour G,: 2 >2. 
Ces deux ensembles ont le méme type de dimension. En effet, la relation 
x =a2+3 établit rw homéomorphie de G, sur une partie de G, et la 


relation: 2 = <5 i) établit une homéomorphie de G, sur une partie de G,. 


Or si (comme rien ne nous en empéche) nous ne considérons dans le cas 
actuel comme suites convergentes de nombre réels que celles qui ont leurs 
limites finies, il sera impossible de considérer G, comme image (Déf. II) 
de G, tout entier. En effet, pour toute correspondance biunivoque entre 
G, et G,, on pourrait facilement former une suite d’éléments de G, con- 
vergeant vers un élément de G, et qui correspondent 4 une suite d’élé- 
ments de G, qui convergent vers « = 2 (point n’appartenaft pas 4 G,) 
ou qui s’éloignent a l’infini (et n’ont par conséquent pas de limite). 
3° Il est facile de voir que les propriétés essentielles des signes 
>, =, < sont conservées ici. Par exemple, les deux inégalités 
dG,>dG,, dG,>dG, entrainent dG,> dG. 
En effet G, est homéomorphe d'une partie K de G,, et G, d'une partie 
H de G,. Dans cette seconde homéomorphie, K se trouve étre l'image 


*) Cf. pour le cas des puissances: Em. Borel, Legons sur la théorie des fonctions, 
Note I, p. 104. 


10* 
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d'une partie H, de G,, done G, est l'image d’un partie H, de G,, d’oa: 
dG,>adG,. On wa pas, dailleurs, dG,=—dG, sans quoi G, serait 
homéomorphe d'une partie 7 de G, et dans l’homéomorphie de G, sur 
la partie K de G,, T serait l'image d’une partie K, de G,, done G, étant 
Pimage d’une partie K, de G,, on aurait dG, < dG, contrairement a 
Vhypothése. 

4° D’aprés la définition de la somme (Déf. VII), on a toujours 
dG, +dG,>dG, et dG, + dG, >dG, quels que soient les ensembles 
G, et G,. Car G, par exemple est homéomorphe de l'ensemble de ceux 
des éléments (A, B) de [[G,, G,]] ot B est un élément quelconque mais 
fixe de G,. Nous verrons d’ailleurs (p. 155) des exemples de cas od l’on a 

dG, + dG, = dG,. 

5° On a évidemment 

(dG, +4G,) + dG, = dG, + (dG, +dG,). 

Types de dimension des espaces géométriques. — Appelons R, l’espace 
& n coordonnées, c’est 4 dire la classe dont chaque élément X est déter- 
miné par » nombres réels finis z,, Z,,--+,Z,. La suite X®, X®,.... X™,..., 
aura par définition pour limite X si chaque coordonnée de X™ converge 
vers la coordonnée de méme rang de X, lorsque m croit indéfiniment. 
D’aprés cette définition, R, est une classe (L) (Déf. I). 

On voit immédiatement que on a dk, <dR,, si n<p, car R, est 
image de l'ensemble des points de R, dont les p —m derniéres coordon- 
nées sont nulles. 

D’autre part, on a aussi dR,,,=dR,+dR,. En effet, R, étant 
Yensemble des suites de m coordonnées 2,, 2,,---, x,, R, l'ensemble des 
suites de p coordonnées 2%, ,,,---, 2,4», [[R,, R,]] (Déf. VI) sera ’ensemble 
des suites de m+ p coordonnées 2,,---,%,) Zy41>°°")Uayp, C'est & dire 
R,,,- Comme diailleurs la définition de la limite sera la méme dans 
({R,, Rj] et R,,,, on aura bien 


dR,,,=4[[R,, RJ] =4R,+aR, (Def. VI). 


Types de dimensions d’ensembles dénombrables. 

Nous avons ainsi obtenu une infinité de types de dimension*) rangés 

suivant une suite non décroissante, & savoir 
dk, < dR, < dR, <---<dR,---. 

Mais il s’en faut de trés loin que nous ayons épuisé ainsi tous les types 
possibles. Je vais maintenant montrer que Von peut former explicitement 
une suite ordonnée de types de dimension inférieurs a dR,, tous distinets et 
formant un ensemble non dénombrable. 


*) Nous étudierons plus loin la question de savoir s'ils sont tous distincts. 
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Il est facile de trouver le type de dimension qui est inférieur & tout 
autre. En effet, pour que la définition de la dimension d’un ensemble E 
ait un sens, nous devons supposer que l'ensemble EF posséde au moins 
une suite qui converge vers l'un de ses éléments. 

Considérons alors un ensemble S, qui est uniquement formé d’une 
suite d’éléments de nature queleconque pris dans une classe (L) et qui 
convergent vers l'un des éléments de cette suite.*) Tout autre tel en- 
semble 2, en est l'image (et a par conséquent méme type de dimension); 
il suffit pour le voir de placer dans S, et 2, I’élément limite & la premiére 
place puis de faire correspondre les éléments de méme rang. On a ainsi 
un type de dimension déterminé dS,=6,. Tout ensemble non isolé qui 
n’est pas uniquement formé d’une suite convergeant vers l'un des éléments 
de cette suite est d’un type de dimension supérieur & 0,. Ainsi 6, est 
le plus petit des types de dimension. 

Je vais maintenant faire correspondre a tout nombre a fini ou transfini 
un type de dimension déterminé 6,<dR,, de sorte que si B <a on ait 
6,<4,. 

Comme je veux que 6,<dR,, je pourrai supposer que 0, soit le type 
de dimension dun ensemble linéaire F',. Formons donc F,. 

Nous prendrons pour F,, l’ensemble des points d’abscisses 


1, (i-), (1—+), +4 (1-4),---. 


Supposons maintenant qu’on ait défini F, pour 6 <a et définissons F, 
On pourra toujours (et d’une seule maniére) écrire a= ya+n, n étant 
Yun des nombres entiers positifs ou zéro, m étant le premier nombre 
transfini et y un nombre ordinal fini ou transfini queleonque, qui peut 
étre nul. Nous supposerons que si on écrit d’une maniére analogue, 
B= 7'@ +’, les ensembles F,,,,,, sont formés de points de l’intervalle 


(+ , 1) pour }<a. Alors si m > 1 nous prendrons pour F’, un ensemble 


formé par l'ensemble F.,,, et par »—1 autres ensembles obtenus en 
opérant une translation de l’intervalle (0,1) qui porte cet enserhble de fagon 
& le placer successivement dans les intervalles (1, 2), (2,3), ---,(m—1, m). 
Si n =0, on pourra écrire « =(y—1)@+ et l'ensemble F, sera construit 
de la méme maniére en formant une infinité d’ensembles égaux 4 F), _,),, 41 
répartis dans (0, 1), (1, 2),--:, (m—1,),---. Enfin si n=1 et «>1 cest- 
a-dire y>0O, l'ensemble F, sera obtenu en opérant sur l'ensemble /’,,, la 


transformation: z’ = 1 — is et en ajoutant le point z = 1. De cette fagon 


; 1 1 
*) On peut par exemple supposer que S, est formé des nombres 0, ads 


n 








150 M. Faicuer. 


F 04: Sera lui aussi contenu dans (> 1) comme |’étaient les ensembles 


2? 
Fyo4. pour yot+l<a. 

Alors F, étant défini, on voit que F’, sera aussi défini quel que soit 
« et nous pourrons poser 6,=—dF,. On a bien d’abord 6,<dR,. Je dis 
que d, croit avec a. 

En effet, nous voyons d’abord que si « = yw +n, avec n>O, len- 
semble F’, a, jusqu’a l’ordre y inclusivement, des dérivés ayant un nombre 
infini d’éléments distincts, tandis que le dérivé d’ordre y + 1 est formé 
exactement de m points. De plus F, est fermé quel que soit «. Si 
maintenant »>1, on voit que F,_, est une partie de F,. Si n=O, 
F104» est une partie de F,,, quel que soit p. Sin=—1, F,_, est 


is d'une partie de F, (celle 
qu’on obtient en retranchant le point z’ =1). Done quels que soient « et , 
B <a entraine dF’, < dF. Mais le signe = ne peut avoir lieu, sans quoi 
F’, serait homéomorphe d'une partie de F,. Or il est évident, d’aprés la 
définition de l’homéomorphie, qu’alors cette partie de F, devrait avoir 
un dérivé d’ordre y+ 1 formé de » points et des dérivés d’ordre < y 
ayant un nombre infini de points, ce qui est impossible si 6 < yw + n. 

Ainsi nous avons formé une premiére échelle de types de dimension 
croissant constamment. Comme ils correspondent aux nombres transfinis, 
il y a une infinité non dénombrable de pareils types. 


Remarquons que les ensembles F’, ont un dérivé (d’ordre y + 2) qui est 
nul. Done ce sont des ensembles dénombrables et il est manifeste qu’ils 
ne sont denses dans aucun intervalle. Ils ne contiennent que des points 
d’abscisses rationnelles. Soit alors 6 le type de dimension de l'ensemble 
C, des points d’abscisses rationnelles sur l’axe des x. Je dis que 6 est 
supérieur a tous les 6,. D’abord tous les F, sont contenus dans C,, 
done 6,< 4. De plus, si l’on avait 6,—4, il faudrait que C, fat image 
de F, ou d'une partie K de F,. Comme tout élément de C, peut étre 
considéré comme appartenant a tous les dérivés de C,, il en serait de 
méme pour K et alors les dérivés de F, d'un ordre quelconque ne 
devraient jamais étre nuls contrairement a l’hypothése. 

Il est dailleurs facile de prouver que tout ensemble linéaire deé- 
nombrable N qui est dense dans au moins un intervalle (a,,b,) a le méme 
type de dimension 3 que C,. En effet N ne remplit pas tout l’intervalle 
(ay, b,); soient donc a, b deux points intérieurs a cet intervalle et n’appar- 
tenant pas 4 N, et soient N, l'ensemble des points de N entre a et b. 
N, est dénombrable et dense dans (a,b). C'est l'image d’un ensemble 
linéaire N, dénombrable, dense sur toute une droite indéfinie, celui qu’on 


homéomorphe par la transformation z’ = 1 — 
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obtient & partir de N, par la transformation 2’ = L (5). Prouvons 
d'abord que dN, = 0. 

Pour cela rangeons, de fagon quelconque, l'ensemble N, en une suite 
%,,%_, Zz,--~- et les nombres rationnels formant C, en une suite ¢,, ¢,---. 
Nous allons les placer maintenant dans un ordre tel que la continuité soit 
conservée en méme temps que l’ordre. Pour cela posons y,=—2,, d,=¢,, 
puis prenons pour y, dans la suite z,,2,,2%,,--- le premier point qui se 
trouve & droite de z, et de méme pour d, le premier point de la suite 
C,,€,*** qui'est & droite de c,. Puis je prendrai pour y, le point 2, de 
plus petit indice 4 gauche de y,, pour y, le point x, de plus petit indice 
a droite de y,, pour y, le point xz; de plus petit indice entre y, et y, et 
ainsi de suite. J’opérerai semblablement pour les c. Il est alors facile de 
voir que la suite y,, y,,--- sera formée de points z, tous distincts et 
contient tous les z;. Il en sera de méme pour les d relativement aux c. 
De plus si y, << y,, on aura de méme c,<¢,. Il en résulte immédiatement 
que la correspondance (y,, d;) que nous venons d’établir constitue une homéo- 
morphie de C, sur N, et par suite sur N,, partie de N. Done dC,<dN. 
Mais soit maintenant N, l'ensemble des points de N et de C,, cest un 
ensemble dénombrable et partout dense comme N,; la démonstration 
précédente prouve que dC,=—dN,; comme N est une partie de N,, on 
a donc dC,>dN. En définitive on a bien dN=dC, = 0. 

Ainsi tout ensemble linéaire dénombrable qui est dense dans au moins 
un intervalle a le méme type de dimension 3 que Vensemble des points 
rationnels de la droite, et ce type est supérieur a tous les 6,. De plus 6 
est le plus grand type de dimension des ensembles linéaires dénombrables. 
Il suffit, pour établir ce dernier point, de remarquer que si FE est un 
ensemble linéaire dénombrable quelconque, en ajoutant a FE l'ensemble 
des points de C, qui ne font pas partie de EZ, on obtient un ensemble 
linéaire dénombrable E, qui -6tant*dense dans tout intervalle, a pour 
type de dimension 6. Comme E est une partie de E,, on aura donc 
dE<o. 

On peut méme prouver que 0 est le plus grand type de, dimension des 
ensembles dénombrables formés d'éléments de Vespace R, a n coordonnées, quel 
que soit Ventier positif n. En effet, soit un tel ensemble dénombrable 
X®, X®,...-, X@,.-- et soit Y' le point dont les coordonnées 
respectives surpassent les coordonnées de méme rang de X‘”) d’un méme 
nombre a. Quel que soit a, l'ensemble E, des points 

Yo, Y%,---, Yi, - 
est image de l'ensemble E des points 
x, X®,... 
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Prenons alors pour @ un nombre irrationel tel que toutes les 
coordonnées de tous les points de E, soient incommensurables. (Ceci est 
toujours possible; en effet dans le cas contraire tout nombre irrationnel 
serait de la forme z{?)—c,, 2‘? étant lune des coordonnées de l'un 
des points X‘) et c, l'un des nombres rationnels ¢,,¢,,---; or l'ensemble 
des nombres 2?) —c, qui dépendent chacun de 3 indices entiers est dé- 
nombrable, tandis que l'ensemble des nombres irrationels ne l’est pas). 
Nous verrons plus loin (p. 154) que l’ensemble H, des points de R, dont 
toutes les coordonnées sont incommensurables est homéomorphe de l’ensemble 
H, obtenu pourn=1. Alors, a ayant été choisi de la fagon indiquée, E, 
sera une partie de H, et par conséquent EF sera l'image d’un ensemble dé- 
nombrable de points de H, c’est & dire que dE sera inférieur ou égal 
au type de dimension d’un ensemble dénombrable linéaire et par consé- 
quent dE< 0d. En particulier, l'ensemble C, des points de R, dont 
toutes les coordonnées sont rationnelles est d'un type de dimension 


égal a 4. 


Limite des types de dimensions inférieurs 4 l’unité. 


Tous les types de dimension considérés jusqu’é présent sont inférieurs 
a dR, (nous dirons simplement qu’ils sont inférieurs & 1). Car le plus 
grand d’entre eux d est relatif 4 l’ensemble linéaire C, des nombres 
rationnels. d est au plus égal 4 1 puisque C, est une partie de l’espace 
linéaire R,; il n’est pas égal & 1 puisque R, est d’une puissance supé- 
rieure a C,. 

Mais nous n’avons pas encore épuisé la liste des types inférieurs a 
Yunité. En effet tous les ensembles F, et C, sont dénombrables. I) est 
facile de voir que si le type de dimension d’un ensemble non dénom- 
brable peut leur étre comparé, il sera supérieur et non pas égal a 0. 
Si de plus cet ensemble est linéairef ce type sera au plus égal a 1. On 
peut en trouver qui sont effectivement de types inférieurs 4 1. Pour 
y arriver nous montrerons d’abord que: la condition nécessaire et suffisante 
pour qu'un ensemble linéaire soit du méme type de dimension que Vespace 
linéaire.R, est que cet ensemble comprenne au moins tous les points d'un 
intervalle. En effet observons que R, est l'image de tout ensemble J formé 
de tous les points d’un intervalle, limites exclues, la correspondance étant 





par exemple définie par: 2° = L(;—) - La condition est done suffisante. 
Elle est nécessaire, car si un ensemble linéaire E est tel que dE = 1, 


E comprend une partie E, homéomorphe de R,. Si FE, ne comprenait 
aucun intervalle, son ensemble complémentaire serait dense partout et on 
pourrait trouver un point z n’appartenant pas a FE, et tel qu’il y ait des 
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points de E, a sa droite et & sa gauche. I] diviserait donc EF, en deux 
ensembles sans points communs et tels qu’aucun point limite de l’un 
n’appartienne 4 l’autre. Les deux ensembles correspondants de R, jouiraient 
de la méme propriété. Et par suite la droite R, serait décomposée en deux 
ensembles fermés sans points communs ce qui est impossible. 

Il en résulte que tout ensemble lineaire qui ne remplit aucun inter- 
valle est dun type de dimension inférieuwr a 1. Tel est en particulier 
Pensemble H, des points d’abscisses irrationnelles. Le type de dimension 
de H,, 4,, qui est ainsi inférieur 4 1, est aussi supérieur & 4. En effet, 
il peut étre comparé & 0, puisque H, comprend en particulier |’ensemble 
des points dont les abscisses sont de la forme r + V2 od r est un nombre 
rationnel, lequel ensemble est évidemment homéomorphe de C, et par 
conséquent d’un type de dimension égal & 6. On a donc 


A, =dH,>dC,=6 


et comme H, est d'une puissance supérieure 4 C,, on a bien A, >d et 
non pas égal. Nous avons ainsi obtenu un type de dimension A, compris 
entre d et 1. Il est facile de nommer toute une classe d’ensembles de 
dimension A,. 

Tout ensemble linéaire E dont Vensemble complémentaire N est un 
ensemble dénombrable qui est dense dans tout intervalle peut étre considéré comme 
une image de Vensemble H, des points dabscisses irrationnelles. 

En effet nous avons vu (p. 151) qu’un ensemble tel que N pouvait étre 
considéré comme l’image de l’ensemble C, des points d’abscisses ration-— 
nelles, la correspondance étant faite de facgon 4 conserver l’ordre relatif. 
Supposons fixée cette correspondance P; nous pourrons alors établir 
ainsi la correspondance de E et de H,. Tout élément i de H, détermine 
une coupure dans C,; c’est a dire qu’il divise C, en deux classes C,’, C,” 
sans éléments communs, et tels que tout élément de C,’ soit 4 gauche 
de tout élément de C,”. Dans la correspondance P, a cette coupure de C, 
correspondra une coupure de N divisant N en deux classes N’, N” 
sans éléments communs, et N’ étant entiérement & gauche de N”. 
Puisque W est dense partout, il y a un nombre z et un seul supérieur ou 
égal & tous ceux de N’, inférieur ou égal & tous ceux de N”. Plus encore, 
#% ne peut appartenir 4 N’ ou N”, sans quoi il y aurait dans C,” par 
exemple, un point 4 gauche de tous les autres ce qui n’est pas. Donec 
x appartient 4 EF. Ainsi nous pouvons faire correspondre 4 tout point é 
de H, un point unique z de E. On voit facilement que la réciproque 
est vraie et que l’ordre relatif est conservé; d’oi on déduit facilement que 
cette correspondance est bien une homéomorphie. 

On peut méme généraliser cette proposition. Prouvons d’abord cet 
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énoncé déja utilisé: H, est une image de H,. H, est en effet l'ensemble 
des points (de l’espace R,) dont les  coordonnées sont irrationnelles et 
par suite développables en fractions continues: 


1 








x, = bY) + ——*_- i iyi x, = bie) + ; 
aj” + wy. a” + wy: 


Dans ces expressions les a sont des nombres entiers >0O, les b sont 
des entiers >0, <0 ou =0. Etablissons une correspondance biunivoque 
quelconque entre les nombres entiers >0 et les nombres entiers > 0, 
<0 ou =0. On fera ainsi correspondre a }),---, bd les nombres 


entiers > respectifs a®,---,a\. Faisons maintenant correspondre*) 
au point J de coordonnées 2,,---,2z,, le point de l’espace linéaire R, 
dont l’abscisse est: 
i= + _ + 
al?) - a + 1 
7 1 


y+. 
de sorte que les quotients incomplets soient successivement: 

af), a®, ++ @ *), a), a®, ee a”), a), eee 
Il est facile de voir qu’on établit ainsi entre J et i une correspondance 
qui est biunivoque et bicontinue. Elle est bien bicontinue puisque si un 
nombre x tend vers un nombre y, les quotients incomplets de z sont 
identiques & ceux de y jusqu’éa un certain rang qui croit indéfiniment 
quand (z—y) tend vers zéro. 

Il est maintenant bien facile de montrer que tout type de dimension 
inférieur a 1 est au plus égal a M,. En effet si un type de dimension 
est inférieur & 1, c'est celui d'un ensemble linéaire EZ qui ne remplit 
aucun intervalle comme nous l’avons prouvé plus haut. Il en résulte 
que l’ensemble complémentaire de FE est dense dans tout intervalle. On 
peut done quels que soient les entiers p et m de signes quelconques marquer 


dans |'intervalle P . ett un point x, n’appartenant pas a E. Soit EZ, 


"Pp 
Yensemble des points de la droite indéfinie autres que les points ~, ,. 
L’ensemble E, contient E, dot dE <dE,; et son ensemble complémen- 


*) Jutilise ici un procédé indiqué bien souvent; par exemple, Borel, loc. cit., 
p. 18, 19. Le résultat actuel est d’ailleurs aussi une conséquence immédiate de la 
remarque de M. Baire d’aprés laquelle H,, est, quel que soit m, une image de son 
espace G,. 
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taire est un ensemble dénombrable partout dense; d’aprés ce qui précéde, 

E, est donc homéomorphe de H,. Autrement dit, on a 
dE<dE,=dH,=A,, 

ce qui prouve bien que dE < A,*). 

M. R. Baire a introduit récemment, dans le but de poursuivre ses 
profonds travaux sur les fonctions discontinues, la considération de ce 
qu'il appelle I’,,espace 4 zéro dimension“.**) Sans qu'il soit ici nécessaire 
de donner la définition de cet espace G,, il nous suffit de savoir que 
c'est une certaine classe (1) qui (d’aprés une démonstration de M. Baire 
lui méme***) peut étre considérée (dans notre terminologie) comme 
homéomorphe de |’ensemble H, des points d’abscisses irrationnelles sur une 
droite indéfinie. Le type de dimension de l’espace G, est done le méme 
que celui de H,, soit A,. On voit qu’avec nos définitions ce type dG, 
est effectivement inférieur 4 1 et joue un réle important comme étant le 
plus grand des types de dimension inférieurs a 1. 

On voit dailleurs aussi qu’en adoptant nos définitions, il ne serait 
pas naturel de conserver a G, le nom d’espace a zéro dimension et cela 
pour deux raisons. La premiére, c’est que nous avons formé effectivement 
une suite infinie de types de dimension 06, infériewrs 4 celui de G,: 
56,<A,. La seconde, c’est qu’on n’a pas toujours, dE + A, = dE quel que 
soit ensemble E. (Je dis que ceci n’a pas toujours lieu, car cette 
égalité peut avoir lieu pour certains ensembles E. En effet, d’aprés 
la déf. VI, on voit immédiatement que 

((H,, H,|)=H,,,, et comme dH, =dH, =A,, 
quelque soit m, on aura bien 
dH, + 4, = dH... 
Mais une égalité analogue peut avoir lieu pour d’autres types; ainsi on a 
de méme 
[[C,., C,)) = C., 


quelque soit n, d’od: 


et dC, =dC,=90 


? 


dC, + 0 = dC, . 
et pourtant d< A,). On peut avoir dE + 4, >dE, comme nous allons 


*) Puisqu'un ensemble linéaire de dimension égale 4 wn contient au moins 
tous les points d'un intervalle, sa meswre ne peut jamais étre nulle. Mais un ensemble 
linéaire de dimension infériewre & un, n'est pas nécessairement de mesure nulle. 
Par exemple, l'ensemble des points d’abscisses irrationnelles entre 0 et 1 a méme 
mesure que l'ensemble de tous les points entre 0 et 1, cependant le premier a le 
type de dimension A, , le second le type de dimension dR, —1 et on a A, <1. 

**) R. Baire, Sur la représentation des fonctions discontinues, Acta Mathematica, 
32, p. 134. 

***) Loc. cit., p. 137. 
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le montrer. Prenons en effet pour E l’espace linéaire R,; et soit P l’en- 
semble [[H,, R,]], c’est & dire l'ensemble des points du plan dont lune des 
coordonnées 2 =i est irrationnelle, l’autre y étant queleconque On a 
évidemment dP > dR, = 1; je dis qu’on n'a pas dP<dR,, c'est a dire 
que P ne peut étre considéré comme |'image d’un ensemble linéaire L, 
En effet, s'il en était ainsi 'homéomorphie se traduirait par les relations: 
i=f(X), y= G(X), X= Fy) 

od (i, y) est un point de P, X un point de L. La fonction F(?, y) serait 
une fonction continue de la variable y laquelle varie de — co a + co. 
Cette fonction continue ne doit pas reprendre deux fois la méme valeur 
X puisque la correspondance est biunivoque. Par conséquent si on se 
donne arbitrairement une valeur irrationnelle i, de i, la fonction F(i,, y) 
est une fonction continue de y qui est constamment croissante (ou con- 
stamment décroissante). En particulier le segment de droite 


5, t= i OSyS1 
(par exemple), correspond & un segment de droite 
T,, FO SXSFH, 1) ou FH, 1) S XSF, 9), 


segment dont tous les points feraient partie de l’ensemble linéaire L. Si 


ii, dg, vai 3 woe 
est une suite de nombres irrationnels qui convergent vers i,, & chacun des 
segments S;, correspondra un segment 7; faisant partie de L et le point 
t=—i,y= ; qui fait partie de S,;, et converge vers le point x = i,, 
y= = de S,, correspondra & un point faisant partie de 7;, qui devrait 
converger vers un certain point intérieur au sens strict a 7,. Or ceci 
est impossible puisque les segments 7’, sont tous sur la méme droite et 
sans point commun. Ainsi, il est bien absurde de supposer que dP<dR,. 


On a done 
dR, <dP = d{[H,, RJ] = dH, + dR,, 


4, + dR, > dh,. 
D’ailleurs P étant une partie de R, ona: dk, <<dP<dR,, ce qui prouve 
en passant ce fait connu que dR, <dR, (et non pas seulement dR, < dR,). 
Il est utile de remarquer, par contre, que l'on a: 


4, + dR, < dk,. 
En effet on a d’abord A, +dR,<dR,, puisque l'ensemble P est une 
partie du plan tout entier R,. Mais, on n'a pas dP>dR,, sans quoi 
R, serait applicable sur une partie P, de P. Or, tous les points 
de P, ne sont pas sur une méme droite, ou alors on aurait dR, < dR, 


dou: 
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et nous avons vu que est impossible. Il y a donc au moins deux points 
de P, dabscisses différentes: i et i’. Si maintenant k est un nombre 
rationnel compris entre i et i’, on voit que l’on peut décomposer P, en deux 
parties U, U’ dont les points ont des abscisses respectivement inférieures 
et supérieures 4 k. U et U’ sont donc deux ensembles sans point commun, 
et tels qu’aucun point limite de l’un n’appartienne a l'autre. [ls correspon- 
draient donc & deux ensembles de R, jouissant de la méme propriété. De 
sorte que R, serait divisé en deux ensembles fermés sans points com- 
muns ce qui est impossible. 


Types de dimension compris entre celui de la droite et celui du plan. 


Liexemple précédent nous prouve qu'il y a des types de dimension 
compris entre dR, et dR,. En effet, soit E un ensemble linéaire non 
isolé qui ne remplit aucun intervalle et @ l'ensemble plan représenté par 
le symbole [[Z, R,]] (Déf. VI). On pourra prouver, exactement comme dans 


le paragraphe précédent, que l'on adQ>dR,. D’autre part, on a comme 
nous l’avons vu 


dE <A, =<aH,. 
Ceci veut dire que E est l'image d'une partie FE, de H,. On aura évidemment: 
dQ = a{[E, R,)] = a{(E,, R,)) < a{[ A, RI] < dk. 

On voit done que quel que soit ensemble linéaire non isolé E ne remplissant 
aucun intervalle, Vensemble plan Y = [(E, R,J], sera tel que: 

dR, << dQ< dk,. 
D’ailleurs les types de dimension qu’on obtient ainsi ne sont pas tous égaux. 
En effet supposons par exemple que E soit l’ensemble S, déja considéré, 
des points d’abscisses 


1 1 1 
b er ee 


0 

On voit quion a dE=4d,< A, = dH, done comme précédemment 
dQ — d\[E, R,)) < 4[[H,, R,]] = 4 P. 

Je dis qu’on n'a pas dQ>dP. En effet, il faudrait pour cela que P fat 
limage d'une partie Q, de @. Or en recommengant un raisonnement 
déja employé, on verrait facilement que chacune des droites D paralléles 
a Oy dont est composé l’ensemble plan P correspondrait dans Q, 4 un 
ensemble linéaire formé de tous les points intérieurs au sens strict 4 un 
segment S, limité ou non, situé sur l’une des droites de Q. L’ensemble 
des droites de P a la puissance de H,, c’est & dire du continu; il corres- 
pondrait ainsi 4 une infinité non dénombrable de segments n’empiétant 
pas les uns sur les autres et situés sur les droites de Q. Or sur une 
seule droite on ne peut placer qu'une infinité dénombrable de segments 
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n’empiétant pas; comme l'ensemble des droites de Q a la puissance de E 
c'est & dire est dénombrable, on arrive ainsi 4 une impossibilité. On a 
donc bien: 

dh, <dQ<dP<dR,. 

Il est naturel de chercher maintenant comment se répartissent les 
types de dimension compris au sens strict entre df, et dR,. Il est facile 
de citer un type qui n’est supérieur 4 aucun d’eux, c'est le type de dimen- 
sion d'une circonférence y*). Il est manifeste qu'il est supérieur et non 
pas égal 4 dR,. D’autre part soit E un ensemble tel que dE<dy, E sera 
Yimage d'une partie E, de y. Soit donc A un point de y non dans E, et 
FE, \a figure inverse de E, par rapport a y. On voit que dE =dE, et 
comme F, est un ensemble linéaire, on a bien dE<dR,. 

Nous allons maintenant former le type de dimension le plus grand de 
tous ceux qui sont inférieurs adR,. Je dis que c'est celui de Vensemble &, des 
points de R, dont les coordomnées ne sont pas toutes deux rationnelles. Pour 
le démontrer jétablirai deux lemmes. 

1° La condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble E de 
points du plan RF, soit & 2 dimensions (c’est @ dire qu'il ait le méme type de 
dimensions que R,) est qu'il possede au moins tous les points d’un cercle. 
La condition est suffisante; car s'il contient par exemple les points du cercle 
(—2,)*+ (y—y)*= 7° il contient aussi les points de l'ensemble EF, dé- 
fini par 

|je—ml <<, ly—%|< . 


lequel correspond 4 R, par ’homéomorphie 


t—%+> Y—nm+5 
g=L , - ; y=L ae . 
\% ty -* aT es, 


Il en résulte que dE = dR,. 

La condition est aussi nécessaire. La démonstration en est plus longue, 
mais résulte par exemple des travaux de M. Liiroth, je n’ai done pas a 
y revenir. 

2° Tout ensemble plan dont l'ensemble complémentaire est un ensemble 
dénombrable dense dans tout le plan est homéomorphe de A,. I! est aussi 





*) Cela ne veut pas dire que dy est inférieur ou égal a tout type de dimension 
supérieur 4 dR,. On peut méme donner un exemple d’un autre ensemble plan F, tel 
que dF’>1 et que dy ne soit ni inférieur, ni égal, ni supérieur 4 dF. [1 suffit de 
prendre pour F' l'ensemble formé par le point de coordonnées (0, 0) et par tous les 
segments . 


0<2<l, y= = n= 1, 2,3,--*. 
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simple d’établir la généralisation de ce théoréme obtenue en introduisant 
Yensemble A, des points de R, dont les coordonnées ne sont pas toutes 
rationnelles. 

Tout ensemble F contenu dans R, et qui est le complémentaire dans R, 
d’un ensemble N dénombrable partout dense est homéomorphe de A,,. 

Il suffit pour le démontrer de généraliser la méthode employée plus 
haut (p. 151 et 153). On prouve d’abord qu’on peut établir entre N et C, 
une correspondance dans laquelle les signes des différences des coordonnées 
de méme rang se conservent. Alors en considérant les points de F et 
de A, comme limites des points de N et C, respectivement, on établit entre 
F et A, une correspondance biunivoque et bicontinue. 

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer que si E est un 
ensemble queleonque tel que dE << dR,, on a nécessairement dE < dA,. 
En effet, E est l'image d'une partie E, de R,. On aura dE, =dE<dR,, 
done E, ne contient aucun cercle tout entier. Son complémentaire est 
donc partout dense. Quels que soient les entiers p, p’,q de signes quel- 
conques on pourra trouver un point (z,y) non dans E, tel que 

p i de p +1 

BeacPt!) Esycht. 
Soit M, ,,, ce point. L’ensemble N de ces points est dénombrable, dense 
dans tout le plan, et c’est le complémentaire d’un ensemble E, dont £, 
fait partie. On aura dE =dE,<dE, et d apres le deuxitme lemme 
dE,=dA,. Dori dE<daA,. 


Un type de dimension infini. 
Nous avons remarqué que l’on a 
dR, < dk, dk, <---<dk,<---. 

Il est facile de donner des exemples de types de dimension supérieurs a 
tous ceux-ci. 

Considérons par exemple la classe F' des fonctions (contmues ou non) 
d'une variable x dans |’intervalle (0,1). On pourra la considérer comme 
une classe (L) (déf. I) si l’on convient d’y considérer une suite d’éléments 


f,(), f,(*), waa f,(#), eet 
comme convergeant vers l’élément f(x) lorsque f,(x) tend wniformément 
vers f(x) dans lintervalle (0, 1). Dans ces conditions, il est facile de 
voir que si l’on fait correspondre au point (2,, 2,,---,%,) de R, le 
polynome 
a, 0"-'+ a, _,a"-2§4.--+ar+4, 


on définit ainsi une correspondance biunivoque et bicontinue entre R, et 
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Yensemble des polynomes de degré » —1. Par suite, R, étant homéomorphe 
dune partie de F, 

aR, <dF 
quel que soit n. 

Il est dailleurs impossible que l’égalité ait lieu; sans quoi F serait 
homéomorphe d’une partie de R,; en particulier la puissance de F serait 
au plus égale a celle de R,, c'est & dire 4 la puissance du continu; or on 
sait que ceci n’a pas lieu. On a done bien 


adF> dR, 
quel que soit n. 


Les types de dimensions finis. 


Il est maintenant légitime de donner un nom particulier aux types 
de dimension qui sont inférieurs ou égaux a un des types 


ak,, dk, a ak,, 2 


Nous les appellerons types de dimension finis. On doit s’attendre a ce 
que les ensembles dont le type de dimension est fini, jouissent de pro- 
priétés spéciales. 

Pour arriver & en énoncer, je rappellerai deux définitions données 
dans ma These et qui se trouveront utiles ici et plus loin. 

Déf. VIII. Une classe (L) sera en outre une classe (E), si l'on 
peut faire correspondre 4 tout couple d’éléments A, B de la classe un 
nombre (A, B) > 0, appelé leur écart, et tel que 1° si A, B coincident, 
(A, B) = 0 et réciproquement; 2° quels que soient les éléments A, B, C, 
on a 


(A, C) S (A, B) + (B, C); 


3° pour que A, converge vers A, il faut par définition que le nombre 
(A,, A) tende vers 0. 


Déf. IX. Une classe (L) est séparable si l'on en peut extraire un 
ensemble dénombrable d’élements dont elle forme tout entiére l’ensemble 
dérivé. 

Nous pouvons maintenant énoncer la proposition suivante. 

Théoreme. Toute classe parfaite*) (L) (Déf. 1) dont le type de dimen- 
sion est fini est une classe (E) séparable (Déf. IX). 

En effet, par hypothése, il existe un entier » tel que la classe soit 
homéomorphe de R, ou d'une partie K de R, (Déf. Ill). Alors, & deux 


*) Un ensemble est parfait s'il est fermé et si tous ses éléments sont des élé- 
ments-limites. 

















Les dimensions d’un ensemble abstrait. 161 


éléments queleonques A, B de la classe, nous pouvons faire correspondre 
un nombre (A, B) >0 en prenant pour ce nombre la distance 
Vaq,— ay +--+ + @— 2) 

des deux points de R,, (,,---,”,) et (x,',---, 2) correspondant a A, B. 
D’apres la définition de l’homéomorphie (Déf. IJ) et les propriétés de la 
distance dans R,, ce nombre (A, B) satisfera aux conditions de la Déf. VIII, 
et par suite la classe sera une classe (E). On verra aussi facilement 
quelle est séparable. En effet la classe (L) étant supposée parfaite 
lensemble K correspondant est au moins dense en soi, c’est 4 dire que 
tout point de K est limite d’une suite de points de K distincts. 

On sait (voir la note de la page 162) qu’un tel ensemble K d’éléments 
de R, sera tout ou partie du dérivé d’un ensemble dénombrable formé 
avec certains éléments de K. Alors il en sera de méme pour son image 
qui est la classe considérée. 

La réciproque du théoreme actuel n’est pas exacte. 

Etant donnée l’importance pratique des classes (E) séparables (aux- 
quelles j'ai pu étendre dans ma These plusieurs propriétés des ensembles 
linéaires), il est utile de montrer, avant d’étudier séparément leurs types 
de dimensions que 

Von peut former effectivement une classe (EB), (déf. VIII), dont le 
type de dimension est supérieur (et non pas égal) d celui de toute classe 
(E) separable (déf. IX). 

Déf. X. Cette classe que je dénoterai D est ainsi définie: 

1° chacun de ses éléments, X, est déterminé par une suite infinie de 
nombres réels 2,, %,, Z,,--- bornés dans leur ensemble (les bornes pouvant 
varier avec X). 

2° Vécart entre X et un autre élément Y de coordonnées y,, yo, -- - 
est la borne supérieure des quantités 


| a, -- y;,| i= 1, 2,--+,m,-+-.*) 
Pour démontrer la proposition énoncée, il suffit desprouver que toute 


classe (E) séparable est l'image de D ou d’une partie de D, mais que 
inverse n’a pas lieu. 


En effet, la classe séparable considérée est (Déf. IX) l'ensemble dérivé 
dune suite S de ses éléments 
Ay, A,, A,, aN A,, ? 
Alors 4 tout élément 4 de cette classe faisons correspondre |’élément X 
de D dont les coordonnées sont: 


a oes (4,41) egy (A,,Ap), = (A, A) rr (A,, Ay), at «,=(A,A,) re (A,, Ay),:**- 


*) Cette définition satisfait bien aux conditions exigées dans la déf. VIII. 
Mathematische Annalen. LXVIII. 11 
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On aura (Déf. VIII): 
\z,| <(4,"Ay), 
les coordonnées de X sont done bien bornées dans leur ensemble. 

On voit ainsi qu’on établit une correspondance biunivoque entre la 
classe normale considérée et une partie K de l’espace D. Cette corres- 
pondance est bicontinue. En effet, si A, B sont deux éléments de la 
classe, X, Y les points correspondants de D, on aura: 


|X, Y| = borne supérieure de |z, — y,| 
= borne supérieure de (A, A,) —(B, A,)| < (A, B). 

Mais d’autre part, B est limite d’une certaine suite extraite de la suite S: 
(2) B= lim A,, 
doa: ex 

lim \(A, A,,) — (B, A,,)| = (A, B) 
et par conséquent 
borne supérieure de |(A, A,) — (B, A,)| > (A, B). 
D’ot en définitive: 
(X, Y) = (A, B). 

On voit que la correspondance que nous avons établie sera bien 
bicontinue et méme elle réalisera une «application» pwisque lécart est 
conservé en valeur numérique. Au contraire, il est impossible de considérer 
D comme l'image d’une classe (E) séparable ou d’une de ses parties H. 
En effet, on peut d’abord démontrer facilement que H, partie d’un ensemble 
séparable (E), est tel que chacun de ses éléments appartienne a un certain 
ensemble dénombrable N de ses propres éléments ou a son dérivé N’. 

Il suffit de faire correspondre & tout élément A, de la suite S un 
élément A, de H tel qu’en appelant k, la borne inférieure de l’écart de 
A,” avee chacun des éléments de H, on ait, 


k, <(AyA,) <I + 
Car, si B est un élément de H, on peut écrire (2), d’ov: 
(Apny B) S (Any App) + (Anny B) S iy + 2 + (Apuy B) S2(Apy B) + 2 - 


La derniére somme tendant vers zéro, on voit que B est la limite de Aj,; 
les éléments A,’, A,’,--- n’étant d’ailleurs pas nécessairement distincts, 
on voit que B appartient soit 4 leur ensemble N, soit a leur dérivé N’*). 


*) J'ai démontré incidemment la proposition actuelle par une autre méthode 
moins directe dans ma Thése, p. 27. Le raisonnement fait plus loin pour D prouve 
aussi que si H est en outre dense en soi, H appartient tout entier & N’ seul. 
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Ceci étant, si D était limage de H, l'ensemble N correspondrait & 
un certain ensemble dénombrable Q formé d’éléments de D. D est évidem- 
ment dense partout; chaque élément X de D est la limite d'une suite 
d’éléments distincts Z“, Z®,.--. D’aprés la correspondance établie entre 
Q et N, Z™ appartiendrait & Q ou a son dérivé Q’. Done X appartien- 
drait certainement 4 Q. Par suite D serait une classe séparable. Or 
ceci n'est pas exact: L’espace D de la Déf. X n'est pas une classe scparable. 

Admettons en effet que l'on puisse former dans D un ensemble dé- 
nombrable Q, dont D soit le dérivé. Soit X, X®,.-- la suite des 
points de Q. 

Prenons d’autre part un nombre quelconque a compris entre 0 et 1, soit: 


a=(0,a,a,---a,-- 


sa notation décimale. Les nombres: 


% = 4,45 


1 


sont tous compris de = a 9,5. Leur suite définit donc un point de 


Yespace D, soit Y, de coordonnées y,,y,,---. D’aprés l’hypothése, a 
tout point Y@ de D, on peut faire correspondre un point Xa) de 
Q tel que : 

(Y, Xo) <4 


par exemple. Et par suite d’aprés la définition de lécart dans (D), les 
coordonnées aS” de X°”, sont telles que: 


1 (P 1 
a+ —t |< 
ou 
1 Pa) 5 
a+ <% <a,+ 5° 


Done la partie entire de z%” est précisément égale a a,. 


fl en résulte que si on remplace a par un autre nombre 
b=0,b,b,--- 


de l’intervalle (0,1), le point X% correspondant & b sera distinct du 
point X°®. De sorte que l’on ferait ainsi correspondre & l’ensemble non dé- 
nombrable des nombres a formant le continu linéaire, un ensemble de 
méme puissance formé d’éléments X ®* distincts pris dans la suite dénom- 
brable S. 

Incidemment, il est bon de remarquer que le type de dimension de 
Vespace D est infini, puisqu’il est supérieur 4 celui de toute classe (E) 
séparable (p. 161) et par conséquent a celui de tout R,. 

11* 
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Nous ne nous sommes occupés a peu pres exclusivement que des 
types de dimension finis. Mais c’est surtout l'étude des types infinis 
qui est intéressante au point de vue des applications. Elle est méme 
indispensable si l’on veut établir un rapprochement utile entre le Calcul 
Fonctionnel et la Théorie des Fonctions d'une infinité de variables. 
M. Hilbert a récemment attiré l’attention sur l’importance de cette derniére 
Théorie.*) Il rappelle la remarque que toute fonction continue étant 
déterminée par une infinité de variables, (ses constantes de Fourier par 
exemple**), tout élément dépendant de la forme d’une fonction continue 
dépend d’une infinité de variables. Mais pour qu’on puisse ensuite étudier 
parallélement la continuité des fonctionnelles***) et celle des fonctions 
d'une infinité de variables, il faut encore avoir vu a quelle condition 
une correspondance entre l’espace fonctionnel et l’espace @ une infinité 
de coordonnées est biconiinue. Et la question se pose différemment 
suivant qu’on adopte telle ou telle définition de la limite dans cet espace, 
soit la premiére définition adoptée par M. Hilbert dans l'étude des formes 
quadratiques infinies et rattachée par M. M. Riesz et Fischer a la notion 
de fonction sommable de M. Lebesgue?), soit la définition qu'il emploie 
pour les fonctions analytiques d’une infinité de variables et que j’avais 
déja considérée dans ma Thése, soit enfin celle de l’espace D défini plus 
haut (Déf. XII). 


*) Je profite de l'occasion pour ajouter 4 la liste de travaux sur les fonctions 
d'une infinité de variables que cite M. Hilbert ceux de M. Le Roux: Recherches sur 
les équations aux dérivées partielles (Journal de Math. 5° série, 1903, t. IX, p. 408—455), 
Les fonctions d'une infinité de variables indépendantes (Nouvelles Annales, 4° série, 
t. IV, 1904, p. 448—458). Voir aussi ma Thése p. 38—45 et les notes suivantes: 
M. Fréchet, Sur les fonctions d’une infinité de variables, Comptes Rendus du 27 Février 
1905, Essai de géométrie analytique 4 une infinité de coordonnées, Nouvelles Annales 
4° série, t. VIII, en deux parties, mars et juillet 1908. 

**) Ou encore, les valeurs qu'elle prend en un ensemble de points dénombrable 
et partout dense, moyennant lesquelles non seulement la fonction est déterminée, 
mais peut étre développée simplement en série de polynomes au moyen d'une formule 
remarquable de M. Borel. 

*) C'est & dire des fonctions dont la variable n'est pas nécessairement un 
nombre, mais un élément quelconque: courbe, surface, fonction,---. Voir par exemple 
Hadamard, Lecgons sur le Calcul des Variations, chez Hermann, 1909, p. 282. 

+) M. Riesz a montré qu’avec cette définition, on obtenait une classe (E) normale 
et que par conséquent l’espace de M. Hilbert est de ceux auxquels s’appliquent tous 
les résultats de la Premiére Partie de ma These, contrairement 4 ce que paraitrait 
laisser entendre une remarque de M. Schoenflies dans son Compte Rendu si complet 
de la Théorie des ensembles. M. Schoenflies a d’ailleurs bien voulu me faire savoir 
qu'il entendait seulement attirer l’attention sur ce que le théoréme de Bolzano ne 
peut s’énoncer sans modification pour l’espace de M. Hilbert. 
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Je réserve l'étude de ces questions importantes et d’autres connexes 
pour un Mémoire ultérieur. 


Comparaison des types dR,. Nous avons remarqué que 
[[i,, R,]) = Ras» 


dR, < dR, <---<4dR,-- 
Ceci étant, deux cas seulement sont possibles. 


1° Ou bien deux de ces types sont égaux: 
dR, =dR 


n+p 


et que 


Mais dans ce cas, soit qg un entier au plus égal & p, on a évidemment 
dk, < ak, +¢ < aR, 4, 

donc d’apres lhypothése 
dR, =dR,,,=4R,,,. 


Comme R,,, sera homéomorphe d’une partie S de R,, [[R,,,, R,]] 
sera homéomorphe d'une partie 


n+¢@ 


| ==IIA, ¥,]] 
de [[R,, R,]]. Or 
Rk, +p+? = UR 4. R,\l, Ris» = ([R,, R,]}. 
Done R,,,,, sera homéomorphe d’une partie 2 de R,,, et comme, 
dautre part, R,,, peut étre considéré comn® une partie de R,,,,,, on 
aura bien 
dR, ,, =4R, 54, 
quel que soit l’entier g <p. Il en résulte que: 
aR, ,, = 4h, 541° = aR, ,3,. 


En recommengant le raisonnement, on verra que quel que soit l’entier 
positif k, on aura 
dR, = dR, ,;- 

Ainsi done: si deux des types dR,, dR,,--- sont égaux, ces types sont 
tous égaux A partir d’un certain rang. : 

2°. Les types considérés sont tous distincts; alors ils vont toujours 
en croissant. 

En résumé, ou bien on a: 


dR, < dR, ---< dR, =dR,,,=—---=dR,y,=-°:, 
ou bien 


dR, << dkR,---< dR, << dR. <- + <dRyy<-:: . 
On peut maintenant juger de l’importance qu’il y aurait a distinguer 
lequel des deux cas se présente réellement. Il est dés a présent trés 
vraisemblable que c’est seulement le second cas qui correspond a la 
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réalité, et de nombreux essais ont été faits pour le prouver. Mais 
jusqu’ici aucune démonstration rigoureuse et compléte nen a été donnée. 

M. Baire a récemment montré*) comment on pouvait réduire la solution 
du probléme a une question d’Analysis situs dans l’espace R, et il annonce 
son intention de publier la résolution de cette question, au moyen d’une 
méthode qu'il a briévement indiquée. 

Acceptant provisoirement la démonstration comme faite, voyons les 
conséquences qu’on en pourrait tirer. 

Nous supposons donc établi que les dR, sont tous distincts; alors on 
a nécessairement 


dR, < dR, << dR,---< dR, <---. 
et on a encore la formule 


dR, ,,=4@R, + dk,. 


Une notation commode en accord avec ces propriétés consistera 4 désigner 
simplement par l’entier m le symbole dR,. De sorte que conformément 
aux dénominations ordinaires, l’espace 4 » coordonnées sera un espace a 
nm dimensions. 

Parmi les conséquences que M. Baire tire de ses propositions, il 
faut citer la suivante: Soient dans l’espace R, deux ensembles homéo- 
morphes FE et F, F étant un domaine sphérique 4 » dimensions. Il 
démontre qu'il y a des poings de E qui sont chacun centre d'un domaine 
sphérique 4 » dimensions dont tous les points appartiennent 4 EF. (Je 
rappelle qu’on nomme domaine sphérique a m» dimensions de centre 
z,---, 2, le lieu des points (7,,---,2,) de R,, tels que l’on ait 
(1) (1, — a) + +--+ (@,— PP Se’, 

@ nombre fixe > 0.) 

Des lors la condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble E de 
points de R, soit d n dimensions (c’est & dire quiil ait le méme type de 
dimension que R,) est qu’il contienne au moins tous les points d’un domaine 
sphérique de R,. Car s'il est 4 m dimensions, R, est homéomorphe d’une 
partie E, de E et d’aprés le théoréme rappelé FE, contient au moins tous 
les points d'un domaine sphérique 4 » dimensions. Réciproquement si E 
eontient les points d’un domaine sphérique tel que (1), il contient aussi 
les points de l'ensemble FE, défini par: 


|z,— 2? < |z,— 200 <<" 


. 
a Vn 


*) R. Baire, Sur la non applicabilité des continus 4 n et n-+p dimensions, 
Bulletin des Sc Math., 1908. 
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lequel dérive de R, par lhoméomorphie 


x, — af + 2 
a, = L | —--—- yn i= 1,2,--+,m. 
ai? + a Sa 
Vn 
Soit encore S, l’ensemble linéaire des points d’abscisses 
1 1 1 
0, se) ee > p’?” 


2 =, #1), A= UF, RN), P,= A, 2-11, 
ot E est un ensemble linéaire non isolé, ne comprenant aucun intervalle. 
L’ensemble K,, d’aprés la déf. VII peut é@tre considéré comme formé de 
points & m coordonnées et par suite est une partie de R,. On a ainsi 


évidemment: n—-1<54dK, <n. 

Mais remarquons que si l’on avait dK,—n, K, devrait contenir au 
moins les points d’un domaine sphérique 4 » dimensions; ceci est au con- 
traire impossible puisque l’une des coordonnées de K, est l’abscisse d’un 
point de E lequel ne peut jamais prendre toutes les positions dans un 
intervalle si petit qu'il soit. Done,dK,<n. De méme on voit que si 
Yon avait dK,—n—1 Yensemble K, de R, serait image d’une partie T 
de R,_,. Or K,=[[R,_,, E]| est formé par l’ensemble des plans de 
lespace & n dimensions 

L, =a 

ov a est une quelconque des abscisses des points de |’ensemble linéaire EZ. 
Le plan z,=—a de R, correspond dans l’homéomorphie précédente 4 un 
ensemble 7, partie de 7. Cette correspondance entre le plan et 7’, est 
elle-méme une homéomorphie. D/ailleurs ce plan de R, est évidemment 
Yimage de R,_,. Done 7, est une image de R,_, et 7, faisant lui- 
méme partie de R,_, contiendra comme nous l’avons vu, un domaine 


sphérique & »—1 dimensions 2,. D’ailleurs si a+ a’, 2, et T,, sont 
évidemment sans points communs. Mais puisque E n'est pas isolé, on 


peut prendre dans EF une suite de points distincts 


a, a®,-.-, a, .. 
tendant vers a. Les domaines 
T 0), T ),*°*; T in), - °° 


et Z, seront sans points tommuns et pourtant on pourra déterminer dans 
Ti) wun point A, qui tend vers le point A, centre de 2. Il suffit de 
prendre pour A, le point dont les »—1 premiéres coordonnées sont 
respectivement égales a celles de A. Or il est manifeste que A, restant 
constamment extérieur & 2, ne peut tendre vers un point A intérieur 
au sens strict 4 Z,. Ainsi on a également dK, >» —1. 
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Nous avons ainsi obtenu une infinité densembles K, =[[E, R,_,]] 
dont les types de dimension sont intermédiaires entre n—1 et n: 

n—1<dK, <n. 

Dailleurs ces types de dimension ne sont pas tous égaux. Par exemple, 
en prenant pour E, soit S,, soit H,, on obtient Q@, ou P,. Je dis que 
dQ, <dP,,. 

En effet, on voit d’abord de suite, que l’on a dQ,<dP,, car dS,< dH. 
Mais on ne peut avoir dQ,>dP,. Sans quoi P, serait homéomorphe 
dune partie de Q,, soit 7. Or en recommengant le raisonnement pré- 
cédent, on voit immédiatement qu’alors 4 chaque point a de H, on pourrait 
faire correspondre dans 7’ un domaine sphérique 2, & »—1 dimensions 
situé sur l'un des plans de FR, dont est formé @Q,. Dans chacun de 
ces plans de R,, on ne peut placer qu'un nombre fini ou ane infinité 
dénombrable de domaines sphériques & m—1 dimensions sans point 
commun; et comme il n’y a qu'une infinité dénombrable de plans dans Q, 
(autant qu'il y a de points dans S,) cela donnerait en tout une infinité 
dénombrable de domaines sphériques correspondant biunivoquement aux 
points a de H, lesquels sont en infinité non dénombrable. Il y a bien 

contradiction; on a bien dQ, <d P,,. 

Enfin, il est facile de former effectivement le type de dimension le 
plus grand de tous ceux qui sont inférieurs d n+ 1. Crest celui de Uen- 
semble A, ,, des points de K,,, dont les coordonnées ne sont pas toutes 
rationnelles; autrement dit le complémentaire de C, ,,. 

On a bien d’abord dA, ,,<+1, puisque A,,, ne contient évidem- 
ment aucun domaine sphérique de R,,,. Il reste & montrer que si EF, 
est un ensemble tel que dE, < n + 1, on a nécessairement dE, < dA, ,,. 
En effet, si dE, << dR,,,, E, est Vimage d'une partie E de R,,,. Il 
suffit de montrer que dE <dA,,,. 

L’ensemble EF ne contient aucun domaine sphérique de R,,,. Par 
conséquent son complémentaire dans R,,,: C, est partout dense. Alors 


quels que soient les entiers q, p,,---,P,,; ON pourra trouver un point 
(%,,°**, Z,4,) de C tel que: 

Bea, ct" ok foe TSB 
Soit X,,p,.-.,2,,, ce point. Quand on donne a q, p,,---, P,,, toutes 


les valeurs entiéres possibles, on obtient un ensemble N de tels points, 
ensemble qui est dénombrable, dense dans R,,, et contenu dans C. Le 
complémentaire F' de N contient F; on a donc dE< dF et, (page 159) 
dF =dA,,, dor’ dE<dA,,,. 
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Uber die Auflosung von Gleichungen im logischen Gebietekalkul. 
Von 


Leorotp Léwennem in Rummelsburg-Berlin. 


Einleitung. 


Der ,,Gebietekalkul“ liBt sich auffassen als ein Zweig der ,,Mengen- 
lehre“ (obwohl auch eine allgemeinere Auffassung méglich ist). 

Der Theorie liegt dann zugrunde eine beliebige Menge M, deren 
»Untermengen“ a, b, c,--- 2, y, z,--- als ,,Gebiete“ bezeichnet werden sollen. 
Zahlen will ich immer mit den Buchstaben k, 1, m,n, p und den ent- 
sprechenden griechischen Buchstaben bezeichnen. Ich setze ein fiir allemal 
M=2", N=2", P=2. Die ,leere* Menge wird mit 0, die ,,Gesamt- 
menge“ M zur Abkiirzung mit 1 bezeichnet. 0 und 1 heiBen die ,.Moduln“. 
Griechische Buchstaben «, B, y,--- &, 1, €--- sollen immer einen der beiden 
Moduln bezeichnen, was der Leser stets genau beachten wolle. 

Ist ein Gebiet a als Untermenge in einem anderen Gebiete b ent- 
halten, so schreibt man a <b (lies: a sub b). 

Die ,Summe“ a+b zweier Gebiete ist die Vereinigungsmenge der 
beiden, welche jedes Element yon M enthilt, das entweder in a oder in b 
(oder in beiden) enthalten ist. Das ,,Produkt“ ab ist der ,,Durchschnitt“ 
oder der ,,Gemeinteil“ der beiden Mengen, d. h. es enthilt ausschlieBlich 
alle gleichzeitig in a und in b enthaltenen Elemente von M. 

Unter dem ,,Negat“ @ (lies: a nicht) eines Gebietes a’ versteht man 
die zu a gehérende ,Komplementiirmenge* M— a, welche alle nicht in 
a enthaltenen Elemente von M umfaBt. 

Unter einer ,,Funktion von 2, y, z,---“ versteht man jeden Ausdruck, 
welcher aus den Gebieten a, y, 2,-++ (und irgendwelchen anderen Gebieten 
a,b, c,---) aufgebaut ist vermittels beliebig vieler der drei oben definierten 
Grundoperationen: Addition, Multiplikation und Negation. 

Ich werde nun im folgenden aus dem kiirzlich erschienenen ,,AbriB 
der Algebra der Logik* von Dr. Ernst Schréder, herausgegeben von 
Dr. Eugen Miller, die auf den Gebietekalkul beziiglichen Formeln und 
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Lehrsiitze (ohne Anwendung des Aussagekalkiils) in derselben Numerierung 
wie dort zusammenstellen (mit Weglassung der unwichtigen gestrichelten 
Nummern sowie von 33—35), was vielleicht auch den Besitzern des Werkes 





erwiinscht sein mag 


I 


Il Aus a <b, b<ec 


I 
IV 


7 


a-<b 
0 <€a 


, b<€a 


V Es ist nicht 


VI, x<a, r<b ist ig. r<ab 


folgt 


ist fq. 


| 


IV, 


1<0 


»aquivalent“ werde ich kurz mit ,jiq.“ abkiirzen: 


a<€a 
a<€c 
a=b 


a <i 


| VI, a<y, b<y ist iq. a+b<y 


vil (a+2)(@+2)=—=2=—a2+42 

1) b=a ist. ig. a=b 

2) a=a 

3) Aus a=b, b=c folgt a=c 

4), Aus a<b,, b,~<b folgta<b | 4), Aus a=a,, a,<b folgt a<b 
5), p <0 ist iq. p=—0 | 5), L<€q ist iq. l—q 

6), ab<a, ab<b | 6), a<at+b, b<a+b 

7), @ab=ba 7), a+b=—b+a 

8), a(be) = (ab)e = abc | 8), a+(6+e)=(a+b)4+c=a+b+e 
9)., @=ab ist aq. a<bt und a+b=b 
10) a=b _ ist iq. a+b<ab und a+b=ab 

11), aa=a ll), a+a=a 

12), a-O=0, a-l=a 12), l1=l+a, a=0+a 

13), a(a+b)=a 13), a=a+ab 

14), 1—ab ist iq. 1—a,1—b | 14), a+b=0 ist aq. a—0, bc 


15), Aus a €b folgt ac <be 


16), 
17), 
18), 
19), 
20),, 
21) 
22) 
23) 


» a=b , ac=be 
» a<b,c<d folgt ac<bd | 
» @€b,c=—d , 


» a=bc—d 


aa = 0 


a=a 


a=b ist ig. a=b 


0=—1, 


1=0, 


ac-<€bd | 
» ac=bd | 


| 18), 


16), 
17), 
18), 
19), 
20), 


Aus a<b folgt a+c<b+e 

» a@=b , a+c=—b+e 

» a<€b,c<d folgta+c<b+d 

» a€bcemd , a+c<b+d 

» a=bc=—d , a+c=—b+d 
l=a+@ 


24),, ab—0 ist iq. a<b und 1=a+d 
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25) a <b ist iq. b<a 
26) ab=0,a+b—1 ist ig. @—=b und b=a 
27)... ab + ab =0 ist iq. a=b und 1 =(@+5)(a+5) 
28), O—aa 28), l=a+a 
= (a+b)(a+b)(@+b)(@+d) =ab+ab+ab+ab 
=(a+b+c)(a+b+é)(a+b+e)- = abe + abt + abe+-- 
29), ab = a(@+b) 29). a+b=—a+ab 
30), ab = (a+b) (a+b) (@+56) 30), a+b=—ab+ab+ab 
31), ab= a+b 31), a+b—ab 
32), a(b+c)=ab+ac | 82), (a+b) (a+c) =a+ be 


32), (a-+b)(e+d)—ac+ad+be+bd | 33), (a+c)(a+d)(b+c)(b+d)—ab+ed. 


Die Nummern dieser Formeln werde ich, wo es mir gut scheint, unter 
die Gleichheits- und Subsumptionszeichen setzen, bei denen sie gebraucht 
werden, wie es auch in dem Abrif geschehen ist. 

Nachdem in den §§ 1—5 einige Hilfsmittel entwickelt sind, sollen 
drei Methoden zur Auflésung von Gleichungen angegeben werden (in §§ 6 
und 7, § 8, §"). Ich werde dabei simtliche Entwicklungen auf den obigen 
Formeln aufbauen, ohne friihere Untersuchungen auf dem Gebiete als be- 
kannt vorauszusetzen (da ich doch noch einmal alles von neuen und all- 
gemeineren Gesichtspunkten aus herzuleiten habe), und ohne von der 
Deutung des Kalkuls als Mengenkalkul (die mir manche Beweise ersparen 
oder abkiirzen wiirde) Gebrauch zu machen. 

Fiir wertvolle Ratschlige bei der Arbeit bin ich Herrn Miller und 
ganz besonders Herrn Korselt zu Dank verpflichtet, dessen Anregung und 
Kritik eine griindliche Umarbeitung der Abhandlung zur Folge gehabt hat. 


§ 1. 
Grundlegende Definitionen und Sitze tiber Disjunktivsysteme. 


Einen geordneten Inbegriff von n Gebieten (a,, a,,---,@,) werde ich 
kurz ein ,,System n*™ Ordnung“ nennen. Unter den Gebieten diirfen auch 
gleiche vorkommen. Systeme, die sich nur durch die Reihenfolge der 
vorkommenden Elemente unterscheiden, sollen ,,verwandt“ genannt werden. 
Ein System, welches nur die ,,Moduln“ 0 und 1 enthialt, nenne ich ein 
»Modularsystem“. 

Die Gebiete a’, a*,---,a" sollen disjunktiv oder beigeordnet heifen, 
wenn sie ,disjunkt (getrennt)“ und ,,komplementir (erganzend)“ sind, 
d. h. wenn 
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ad.) aa’=O0 fir «+i, 
4) Sa=1. 


Ein System von disjunktiven Gebieten will ich kurz ein ,,Disjunktiv- 
system“ nennen. 

Satz 1. Das einzige Disjunktivsystem erster Ordnung ist (1). Jedes 
Disjunktivsystem zweiter Ordnung hat die Form (a,a@), und wmgekehrt sind 
zwei ,obverse“ Gebiete a und @ stets disjunktiv. Ersteres folgt aus 26), 
letzteres aus 20), ,. 

Ist (a',a*,---,a") ein Disjunktivsystem, so sind (a',a?,---,a", 0,0,---,0) 
und die verwandten Systeme nach 12), , auch Disjunktivsysteme. Die Reihe 
der von 0 verschiedenen Gebiete eines Disjunktivsystems nenne ich seinen 
»Kern*, die Reihe seiner Nullen nenne ich seinen ,Hohlraum“. Disjunktiv- 
systeme ohne Hohlraum nenne ich ,,kernig“. 

Satz 2. Gleiche Gebiete eines Disjunktivsystems gehiren zum Hohl- 
raum (Korselt). Denn aus a? = a? folgt a? 5 a?a? = a?a’ = 0. 

Satz 3. Der Kern eines Disjunktivsystems, vereinigt mit beliebig vielen 
Nullen (oder auch fiir sich allein), ist wieder ein Disjunktivsystem, wie aus 
der Definition leicht folgt. 

Satz 4. Ersetzt man in einem Disjunktivsystem einige Gebiete durch 
ihre Summe, so erhilt man wieder ein Disjunktivsystem; a. h. ist (a', a’, ---, a”, 
b*, b*,-- +, b") ein Disjunktivsystem, so ist (a' + a*+---+ a”, b', B®, ---, b") 
auch eines, denn (a'+a?+----+a")B* = 0, (a'+a®+---+a")+b'+ b?+-- 
-- +5" a 1. 

Das System, in welchem das x Element = 1, alle tibrigen =O sind, 
nenne ich ,das x"* Elementarsystem“. 

Satz 5. Jedes Modulardisjunktivsystem, sowie jedes Disjunktivsystem, 
in welchem alle Gebiete bis auf eins = 0 sind, oder in welchem ein Gebiet 
= 1 ist, ist ein Elementarsystem. Denn 1) kann nach Satz 2 in einem 
Modulardisjunktivsystem héchstens ein Gebiet —1 sein, und 2): Wenn in 
einem Disjunktivsystem alle Gebiete bis auf eins (fiir das es zunichst 
unbestimmt bleibt) =O sind, so muB dieses eine wegen d,), 12), —1 sein, 
und 3): Ist a* = 1, so ist fiir x + 4: a* 5 a*- 1 = a*a* = 0, q.e.d. 


12)x 


Wir wollen jetzt ein Schema kennen lernen, nach dem man sich 
jedes beliebige Disjunktivsystem erzeugt denken kann: 
Satz 6. Ist (a°, a’, a*, ---, a") ein Disjunktivsystem, so ist auch 
(a°+r, a'¥, a*F, ---, a"F) eines. 
Beweis. Fiir x +0 ist 
(a® +r) - OF 5) Z20), 0, aF-a’F j 0 fir «+A, 


O+ Tt OF OF+ +a & rt+aF+aF+ar+-+a°F a= r+F—l. 
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Fiir a® = 0 erhilt man den ersten Teil von 

Satz 7. Ist (a’, a*,--., a") ein Disjunktivsystem, so ist auch (r, a'¥, 
a®7,---, a") eines, und jedes beliebige Disjunktivsystem n+ 1% Ordnung 
kann man sich auf diese Weise aus einem Disjunktivsystem n” Ordnung 
entstanden denken (Korselt). 

Um nimlich ein beliebiges Disjunktivsystem + 1%" Ordnung (0°, }', 
b?, --., b") auf diese Form zu bringen, setze man 

‘7= BD a= b+" fir «—1,2,---,n, 

wo man fiir (¢',¢*,---,é") ein beliebiges Disjunktivsystem n‘* Ordnung 
(z. B. ein Elementarsystem) nehmen kann. Dann ist 

1) (a, a®, ---, a") ein Disjunktivsystem, denn 


aa — (+0) (E+E) ~ 0 fir x+i, 


de >>: + >a > + Yes 1; 
zx=l x=1 


x=1 x=1 
2) f Ts, ’ 
* 1b 12) x 20) 4 (Do + b°) 82), do) b*b° 82) x 20) 12) (* + t*b°)b° = a*t, 
q. e. d. 


Denkt man sich so ein gegebenes Disjunktivsystem * Ordnung aus 
einem » — 1* Ordnung entstanden, dieses aus einem » — 2“* Ordnung usw., 
so erhilt man z. B. fir n = 5 folgendes Schema: 


(1), 
r=d: (d, da), 
r=e: (ec, éd, éd), 
r= (b, be, bed, bed), 


Zugeordnete Disjunktivsysteme. 


Ein zweites Schema fiir Disjunktivsysteme, das fiir die Folge von 
der gréBten Wichtigkeit sein wird, erhilt man mit Hilfe des Begriffes der 
Summe von Disjunktivsystemen. 

Gegeben seien zwei Disjunktivsysteme 


A = (a', a’, ---+, a”), 
B= (b', b?, --., b”). 
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Ich setze*) 
A+ B=(a'b', ab’, --., ab", a®b', a*b?, ---, a®b", ------ , ab, ab’, ---, ab"). 

Dann gilt das assoziative Gesetz, und die Elemente von A+ B+C+--- 
sind die Ausdriicke von der Form a*b*c“---, wo a* ein Element von A, 
b’ eines von B, c“ eines von C ist usw. 

Satz 8. Die Summe zweier und folglich auch mehrerer Disjunktiv- 
systeme ist wieder ein Disjunktivsystem. 

Beweis. 1) Greift man zwei verschiedene Elemente a*b* und a“b” 
heraus, so ist entweder x + uw oder 1+ (oder beides). Ist z B. x+y 
so ist a*a“ =~ 0, folglich a*b’-a"b’=0. 2) Die Summe der Elemente 
von A+ B gibt nach 32), (a+ a?+---+a™) (+0? +--+") = 1. 

Satz 8 léBt sich auch folgendermaBen aussprechen: 

Satz 8a. Die Reihe von Gebieten, welche aus p Disjunktivsystemen 
entstehen, indem man aus jedem derselben auf alle méglichen Arten ein 
Element aushebt und diese p ausgehobenen Elemente miteinander multipliziert, 
ist ein Disjunktivsystem (Korselt). 

Setzt man nun 

(a, a’, -- ” a’) _ (4,, a,) + (ay, dy) °**> (a,, 4,), 

so hat man hiermit eine Methode gewonnen, um mit Anwendung von 
méglichst wenig (n) Buchstaben méglichst viele (N) disjunktive Gebiete 
auf die allgemeinste Weise zu bilden (vgl. Satz 12a). Ich nenne nun 
(a', a*,---, a”) ,das zu dem System (a,, a,,---, @,) gehérende oder zu- 
geordnete Disjunktivsystem“ und seine Elemente nenne ich ,,die zu a,, a,, - - 
-+@, gehérigen disjunktiven Gebiete“ oder kurz ,die zu a@,, @,,-+--,@, zu- 
geordneten Gebiete“. 
Fir n = 3 ist 

a' = a, dy Gs, 

a® = a, a, Gs, 

a® = a, G, as, 

at = a, G, ag, 
©) a’ = a, a, as, 

a° = a, a, Gs, 

a’ = G, @, ay, 

a® = a, G, dy. 
Will man p< N disjunktive Gebiete bilden, so darf man natiirlich 
nicht von den N disjunktiven Gebieten einfach p auswihlen, sondern muB 


*) Vgl. Schrider, Vorlesungen iiber Algebra der Logik, Bd. I, Anhang 6, wo fiir 
Gruppen ein Ahnlicher Begriff entwickelt wird. 
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auf irgendeine Weise die N Gebiete in p Klassen teilen und innerhalb 
derselben addieren (vgl. Satz 4), z. B. fir p= 6: 


1 ae 
b' = a' = 4,, ay, as, 


=a =a, ay, Gs, 
a a 
) paca ee 
bt = at =4,, a,, as, 
b° = a> = G,, ay, as, 
b& = a®+ ai + a soy, 41 (Gy + Gs). 
Za Systemen mit lauter verschiedenen Elementen gehért im allge- 
meinen ein kerniges Disjunktivsystem, aber keineswegs immer; ist z. B. 
das System selbst schon ein Disjunktivsystem, so stimmt der Kern des 
zugehérigen Disjunktivsystems mit dem System iiberein, wihrend die 
iibrigen N —m Elemente zum Hohlraum gehéren. 

Satz 9’. Kine Summe von Disjunktivsystemen ist nicht nur durch seine 
Summanden und deren Reihenfolge eindeutig bestimmt, sondern auch wmge- 
kehrt: Die Zerlegung eines gegebenen Disjunktivsystems in swei und folglich 
auch in mehrere Summanden von gegebener Ordnungszahl ist stets in ein- 
deutiger Weise méglich, wenn das Produkt der gegebenen Ordnungszahlen 
gleich der Ordnungszahl des gegebenen Disjunktivsystems ist. 

Beweis. Das gegebene Disjunktivsystem sei 


(a, a’, Ca a”), 


die gegebenen Ordnungszahlen der Summanden m und n. Dann ist zu 
beweisen, daB die Gleichungen 


ay’ = a Hatt (x=1,2,---,m, 4=1,2,--m) 


eindeutig durch disjunktive Gebiete 2*, y‘ auflésbar sind. Wir wollen 
a*—1)"+4 — @%* setzen. Nun folgt aus den Gleichungen und der Forderung, 
daB die z* sowie die y” disjunktiv sein sollen: 


a” a x Sy = Say — Sor, ° 
i i i 
y” 5D” y= Day = > ant. 


Es gibt also héchstens diese eine Lésung der Aufgabe. In der Tat 
befriedigen diese Werte fiir 2* und y’ die vorgelegten Gleichungen, denn 


_ xz, i! a 
ay = >a ya wy, > ara ; 
ry Py eR 


Derjenige Summand, welcher x’ = x, 2’ = 4 entspricht, wird = a”, fiir die 
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iibrigen Summanden sind die Exponenten ungleich, folglich die betreffen- 
den Glieder 0. Also wird 2*y’ = a%*, q. e. d. 

Endlich ist noch zu zeigen, daB die 2* sowie die y* disjunktiv sind: 


ot ol = >a or" ay, > ear a0 fir x+x, 
a u Am 

Be- DTH ot 

x x 4 


ebenso yy” = 0 fiir 1+ 7’, >y¥ =1,q.¢.d. 


Ein Spezialfall von Satz 9’ ist der 
Fundamentalsatz 9. Ein System und sein sugehdriges Disjunktiv- 
system sind eindeutig durcheinander bestimmt. 
Die Umkehrung von (D) z. B. lautet: 
a, = (a + a? + a® + a’), 
(¥) a, = (a +a") + (a +a), 
a=ac+a+a+a', 
wie map mit Hilfe von 28), sieht, indem man die rechtsstehenden Summen 
aus (D) bildet. Die Klammern sind nur gesetzt zur Verdeutlichung des 
Bildungsgesetzes und kénnen auch wegbleiben. 


Ich will endlich noch fiir n=4 die Umkehrungsgleichungen hin- 
schreiben: 


a, = (a'+a*?+a*®+at+a°+a*'+a'+<a'), 
a, = (at + a? + a + a‘) 7” (a® + q}° + qa + a}?), 
a, = (a' + a*) + (a® + a*) + (a° +a") + (a + 0%), 


a,=a'+a?+a°+a‘ +a* + a" + a + a", 


Aus Satz 5 und Satz 9’ folgt 

Satz 10’. Die Summe von Elementarsystemen ist wieder ein Elemencar- 
system, und wmgekehrt: Ein Elementarsystem liefert bei der (eindeutigen) 
Zerlegung in Summanden wieder Elementarsysteme. 

Ein Spezialfall ist 

Satz 10. Hinem jeden der N miglichen Modularsysteme n” Ordnung 
ist emeindeutig zugeordnet eines der N Elementarsysteme N“’ Ordnung. 
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§ 3. 
Das Verifikationstheorem. 


Gegeben sei eine Funktion der einander beigeordneten Gebiete 
z',2,---,a*. Zuniichst lassen sich die Negate 2 dieser Gebiete weg- 
schaffen, denn wegen 


“> a’ ==,0, a +2 asl 


gilt die wichtige Formel: 


(N”) a 5 a’, 
Nun lassen sich die Funktionen durch Ausfiihrung der Negationen (vgl. 31) 
und Ausmultiplizieren mit Hilfe von d,) und 11), auf die Form bringen 


> Ax +L, 


da ja die Glieder mit 22’ verschwinden. Wegen d,) kann man nun 
L > * fir L schreiben. Daraus folgt: 


"Satz 11: Jede Funktion disjunktiver Gebiete Wipt sich linear und 
homogen in bezug auf diese Gebiete darstellen, d.h. in der Form Sa, x*. 


Selbstverstiindlich liBt sich stets erreichen, daB die a, von ‘den 2" 
unabhingig sind, oder wenn man hierauf verzichtet, so liBt sich stets 
erreichen, daB a, <2”, denn man kann ja nach 11), a,2” ersetzen durch 
b,x”, wo b, = a,a”" gesetzt ist. Hier ist tatsichlich b, < 2”. 


Ich will noch bemerken, daB sich mit Hilfe aneuast Betrachtungen 
das von Schréder aufgeworfene Problem der Ordnung eines endlichen 
Feldes in Unterfelder*) héchst einfach erledigen lat. Unter einem ,,Feld“ 
(Schréder sagt ,Gruppe von Gebieten“) verstehe ich mit Herrn Korselt 
einen Inbegriff von Gebieten, bei dem durch Addition, Multiplikation 
und Negation keine neuen Gebiete mehr gebildet werden* kénnen. Be- 
trachtet man nun das Feld G(a,,a,,---,a@,), d. h. das Feld, welches aus 
diesen » Gebieten gebildet wird, indem man mit ihnen alle méglichen 
Additionen, Multiplikationen und Negationen vornimmt, bis keine neuen 
Gebiete mehr entstehen, so muB dieses Feld natiirlich das Disjunktiv- 
system (a', a®,---,a@%) enthalten. Nach Satz 9 ist 


G(a,, a,,---,4,) = G(a', a®,---, a¥) = G(a',a’,---, a), 
wenn (a',a*,---,a™) der Kern von (a',a’,---, a”) ist. 


*) Vgl. Schréder, a. a. O. Bd. I, Anhang 6. 
Mathematische Annalen. LXVIII. 12 
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Ein Feld ist also vollstiindig charakterisiert durch ein bestimmtes in 
ihm enthaltenes kerniges Disjunktivsystem, und die Anzahl der Unter- 
felder muB also angeben, wieviele kernige Disjunktivsysteme sich aus 
a',a*,---,a™ bilden lassen, und jedes Unterfeld muB die Form haben 
G(b*, b?, - - -, b*). 

Nun laBt sich jedes Element b* als lineare homogene Funktion der a* 
darstellen, deren Koeffizienten von den a* unabhiangig, also = 0 oder 1 
sind, d. h. in der Form 


4 é,a*. 
x=1 
Das Element 0 kommt auch unter den b* vor, weil es = a*a* (x+ 4) ist. 
Die Gruppe enthilt also M Elemente, und die b* in den Unterfeldern sind 
irgendwelche aus den a* gebildete Summen. Bei diesen Summen darf jedes a* 
in einem und nur einem 6* als Summand vorkommen. (Denn wiren z. B. 
B=a+a'+---, P—at+a"t+-:-:-, 
so ware wegen a, + 0 
OF 6 +O +: ++) pO 
im Widerspruch zu d,.) Man erhilt also alle P-gliedrigen Unterfelder 
von G, indem man auf alle méglichen Arten die m Gebiete a” in 
p Klassen einteilt und innerhalb jeder Klasse die Gebiete addiert. 
Daraus folgt: 
Satz 12: Ein M-gliedriges Feld enthiilt 


p-1 
1 ¥ ~~" m 
rd (— 1)" (p), (p—») 


P-gliedrige Unterfelder und ebensoviel kernige Disjunktivsysteme p"” Ordnung 
lassen sich aus einem kernigen Disjunktivsystem m” Ordnung bilden. 
Zugleich folgt aus unseren Betrachtungen: 
Satz 12a: Mit Hilfe von n Buchstaben lassen sich genau N von 0 
verschiedene disjunktive Gebiete bilden, und zwar nur nach dem Schema (D). 
Zwei lineare homogene Funktionen sind dann und nur dann einander 
gleich, wenn die gleichnamigen Glieder einander gleich sind, d. h.: 
Satz 13: Aus 


> 42° =>) b,2* folgt a,2* =b, 2°. 


Dies hat schon Schroder gezeigt*), indem er in der Voraussetzung 
links und rechts mit z* multiplizierte. 


*) Vgl. Schréder, a. a. O. Bd. II, S. 408. 
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Es mége nun eine gewisse Gleichung oder Subsumption, in der die 
disjunktiven Gebiete z', 2*,---, 2* auftreten, allgemein richtig sein, d. h. 
also, sie mége gelten, wenn man fiir die darin vorkommenden Buchstaben 
irgendwelche speziellen Gebiete einsetzt, (wobei Symbole, bei denen Ex- 
ponenten auf gleicher Basis stehen, hier und in Zukunft stets als disjunktiv 
vorausgesetzt werden sollen). Nun ist nach 24),, 27), jede Subsumption 
der Gleichung aquivalent einer auf 0 gebrachten Gleichung. Nach dem 
Vorhergehenden lat sich also die vorgelegte Gleichung oder Subsumption 


auf die Form bringen 
P a,2* = 0, 


wo die a, von den 2 unabhingig sind. 

Ist nun diese Gleichung allgemein richtig, so ist sie auch richtig, 
wenn man fiir die 2* die Werte eines beliebigen Elementarsystems ein- 
setzt, sie ist z. B. richtig fir 2*=—1, 2 =O fir x +x. 

Fiir dieses Wertsystem wird aber unsere Gleichung a,=0. Ist um- 
gekehrt die Gleichung richtig fiir die Werte eines beliebigen Elementar- 
systems, d.h. ist a, 0 fiir beliebiges x, so ist auch ganz allgemein 
a, ,,5- 0 fiir beliebiges x, folglich auch S'a,«* 5-0. Hieraus folgt 


Satz 14a: Das einfache Verifikationstheorem: Ob eine Gleichung oder 
Subsumption, in der die Elemente eines Disjunktivsystems (x, x*, ---, x*) 
vorkommen, allgemein richtig ist, kann man daran erkennen, daB sie stets 
richtig ist, wenn man fiir die x* die Werte eines beliebigen Elementar- 
systems k'*" Ordnung einsetat. 

Kommen in einer vorgelegten Gleichung oder Subsumption die Ge- 
biete 2,,%,,-++,%, vor, so ist dieselbe aquivalent einer Gleichung in 
den 2”, da sich diese durch jene nach Satz 9 eineindeutig ausdriicken 
lassen. Diese letztere Gleichung kann man aber nach Satz 14a veri- 
fizieren, indem man die 2* der Reihe nach die Werte der N Elementar- 
systeme N* Ordnung durchlaufen 1aBt. Dann durchlaufen aber nach 
Satz 10 die x, die simtlichen N Modularsysteme n‘” Ordnung’ Daraus folgt 

Satz 14b: Das Miillersche Verifikationstheorem*): Ob eine Gleichung 
oder Subsumption, in der 2,,%.,°+-,%, vorkommen, allgemein richtig ist, 
kann man daran erkennen, daB sie richtig ist fiir beliebige Wertsysteme 0, 1 
der Gebiete %,, %,--*, Z,- 

Ebenso ergibt sich aus Satz 10’ und 14a folgendes noch allgemeinere 
Theorem, das aber fiir unsere Zwecke nicht besonders wichtig ist: 

Satz 14c: Ob eine Gleichung oder Subsumption, in der die Elemente 





*) Vgl. Eugen Miiller, Aus der Algebra der Logik, II. Das Eliminationsproblem 
und die Syllogistik. Programmabh. des Gymnasiums in Tauberbischofsheim 1901. 


12° 
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mehrerer Disjunktivsysteme vorkommen, allgemein richtig ist, kann man 
daran erkennen, daB sie stets richtig ist, wenn man fiir die Elemente eines 
jeden Disjunktivsystems die Werte eines beliebigen Elementarsystems der 
gleichen Ordnung einsetat. 

Es sei nun eine Gleichung vorgelegt, in der auBer den Moduln nur 
noch das Gebiet v auftritt und die sich nach dem Vorhergehenden auf 
die Form bringen laBt: 





av + pi = 0. 
Wir setzen die Richtigkeit der Gleichung fiir einen bestimmten, von 
0 und 1 verschiedenen Wert von v voraus. Dann ist fiir diesen Wert 
aU F. 0, pe=—O0. 


Wire nun «=1, so wire+v, cv =0 gegen die Voraussetzung, 
also ist « = 0 und ebenso ist 6 = 0, weil sonst 6 = 0 wire. Umgekehrt 
folgt aus «=0, 6=0O die Richtigkeit der Gleichung. Hieraus er- 
gibt sich: 

Satz 14d: Ob eine Gleichung oder Subswmplion, in der auBer den 
Moduln nur em einziges von 0 und 1 verschiedenes Gebiet vorkommt, richtig 
ist, kann man daran erkennen, daB sie richtig bleibt, wenn man fiir dieses 
Gebiet 0 oder 1 einsetat. 

Korollar: Wenn eine Gleichung oder Subsumption, in welcher auBer 
den Moduln nur ein einsiges Gebiet v vorkommt, fiir einen speziellen, von 
O und 1 verschiedenen Wert von v richtig ist, so ist sie auch richtig fiir 
v = 0 und fiir v=1. Das Korollar hebt aus 14d gerade den Teil heraus, 
welcher nicht bereits aus 14b folgt. 


§ 4. 
Das Entwicklungstheorem. 
Satz 15: Ist (z. B. fir drei Gruppen von Gebieten) 


2,— >'o,:21, - > dus, n= Seat 
Azl 


, A=l1 4=l1 
so «st 
(FE) F(x,, %,° **yns Yar Yor yo Unt #1, By, °* +, By) 
= 2 Pow Mg 25° i On aj Dy nr Ogu? *r On n5 Cry» Coys” +a Cy») a* y" 2”. 


Entsprechendes gilt fiir die Elemente beliebig vieler Disjunktivsysteme. 
Ausdriicklich sei bemerkt, daB die a, b, ¢ nicht von den 2, y, 2 unab- 
hangig zu sein brauchen. 

Der Beweis folgt aus dem allgemeinen Verifikationstheorem, denn 
der Satz ist richtig fiir «* = y" = 2’ =1. 
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Wichtig sind von diesem Satz fiir uns nur folgende Spezialfille, die 
sich mit dem einfachen und dem Miillerschen Verifikationstheorem beweisen 
lassen: 


(E,) F(>' a, > 4.2, aa D> Sn 2”) = >) Fay gs 495°*s ling) 2 


Wir wollen nun ein fiir allemal folgende Abkiirzungen einfiihren: 
[a, bl, = ax+ bz, 
[a, b,c, d),, = axy + bry + cy + dzy, 
[a,b,-+-,hl,,, = axye + bayz + cxr¥z + dxyz + efyz + fEyz 
+ g£92 +hzyz. 
Dann ergibt sich 
(E,) F((a,, b,, Gh, dy jeys (as, bs, Cy, Asleys si [4,5 bay ¢, Cas d, ley) _ 
— [F(a,, Gy,°*", a), F(b, bs; ae b,), F(a, Cy, ***y Cy)» 


F(d,, d,, iy d,)ley> 
entsprechend fiir 7, y, 2, usw. 


(Ey) F(ax+A,%, a0 + Ayd,*--, O,% + AZ; wt AD 
by + Bg, «by + By)- 
= [F (a, Gg,* +) Oys Dy, bgy-++y by), F(Qy, Og, °**) On; B,, By, +, B,), 
F(A,,Ag,*++;Ag; 0, 09,-++,0,), F(A,,Ag,-*>An; By, By, *»B,)ley 


entsprechend fiir x, y, 2, usw.*) 
(Ey) F(ayt+uyt, ryt ugt,--+,,t-+0,0)—= F(a, ,0y,-+-,2,) b+ F( uy ythg,--+,U,)t 
Spezialfille von (E,) resp. (E,) sind das Boolesche Multiplikations- 


theorem 
wy |r x*- 2". w= Da, b, 2", 


a4 [a, b,c, Try [O1, 1, Gy, Ady = [44,, 6b,, ec,, dd,],, 


und das Schrédersche Negationstheorem : 


(N) > 42" ““ G,, x", 
‘fa, b, ¢, d],, = (a, b, 2, d],,. 


Bilden die a, ein Modularsystem resp. Elementarsystem, so ergibt 
sich aus (N): 


* Vel. Liwenheim, Uber das Auflisungsproblem im logischen Klassenkalkul. 
Sitzungsber. d. Berliner Math. Ges., VII. Jahrg., S. 90. 
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Sind a',a*,---,a" einander beigeordnet, so ist, wenn %,, % ,°--, % 
die Zahlen von 1 bis » in irgend einer Reihenfolge sind, 





(N’) a*+q%*+...+ a? —q@rti4 qgti4...+ a, 


Vorgekommen ist bereits 


(N”) a -2 a’. 


Ein spezieller Fall von (E,) ist die bekannte Entwicklungsformel 
(E;) F(z, y) =(F(1, 1), FA, 0), FO, 1), FO, )] 
wonach sich jede Funktion von x und y nach den Argumenten ,ent- 
wickeln“, d.h. in der Form schreiben liBt: [a, b,c, d],,, was natiirlich 
entsprechend fiir beliebig viele Argumente gilt. 

Satz 16: Wenn allgemein (fiir alle Werte der vorkommenden Buch- 
staben) aus dem Bestehen einer Gleichung F =0 das Bestehen einer Gleichung 
G =H gefolgert werden kann, so ist GF = HF (vorausgesetzt, dap es 
wirklich Werte gibt, fiir die die Gleichung F =0 erfiillt ist). 

Speziell : 

Satz 17: Wenn allgemein aus der Gleichung F=© die Gleichung 
G = 0 folgt, so ist °< F (falls F =0 iiberhaupt erfiillbar ist). 

4) 


Beweis: Kommen in F, G und H nur die Gebiete 2,,2,,---, 2, 
vor und keine anderen (aber nicht notwendig in jeder Funktion alle 
diese Gebiete), so kann man nach (E;) schreiben: 


F=>)«,2, G=> 8,0, H=> 7,2, 


wo die 2* zu den x, gehéren. Griechische Buchstaben sollen, wie schon 
gesagt, stets Moduln bedeuten. Folgt nun allgemein aus F=O0 G= H, 
so gilt dies auch fiir 2 —1, d. h. dann folgt auch aus «=O £,—y,. 
Wenn also a,=0, also a, = 1 ist, so soll 6B, = y,, also auch 


zy? 


B, a, ip, Vx a, 
sein. Wenn dagegen «, = 1, also a* = 0 ist, so ist obige Gleichung von 
selbst erfiillt. Also ist sie in jedem Falle richtig und zwar fiir jedes x. 


Folglich ist auch 
P 6,2,2°,- > V,%, 2" , 
GF g@ HF, 404. 


Hieraus ergibt sich eine Verallgemeinerung des Verifikationstheorems, 
die auch Herr Miiller schon ebenso wie den Satz 16 gefunden hat: 














Gleichungen im logischen Gebietekalkul. 183 


Satz 14’: Nicht nur Formeln lassen sich mit Hilfe der Verifikations- 
theoreme beweisen, sondern auch solche Lehrsiitze, welche besagen, dap aus 
einer oder mehreren Subsumptionen oder Gleichungen gewisse andere folgen. 
Ist naémlich ein System von Gleichungen und Subsumptionen gegeben, so 
ist dieses bekanntlich (vgl. 24),, 27),, 14),) aquivalent einer auf 0 ge- 
brachten Gleichung, der ,,vereinigten Gleichung des Systems*). Voraus- 
setzung und Behauptung lassen sich also auf die Form bringen: I’ = 0, 
G=0. Der. Lehrsatz ist also nach Satz 17 fiquivalent G<F. Auf 
G <F aber lassen sich die Verifikationstheoreme anwenden. 


§ 5. 
Die Zusammensetzung von Lésungen. 
Ist (#, #,---,#) ein Disjunktivsystem, und ist 
fir #=1 is Yar Ba9 °°» 


” f= 1 Xo Yo, 2," * "> 


» = 1 Vy» Ypr 2p * ** 
eine Lésung der Gleichung JF'(z,y,2,---)=0, so ist 
Pp P P 
z= > x, y= >" vt s— >) 4,0 
x=1 x=1 x=1 


eine Liésung der Gleichung. 
A fortiori gilt die Behauptung, wenn (auch ohne irgendwelche An- 
nahme iiber die ¢) 


Ly %); 4s, * 3 Xe, Ye; 2s, * 5 - 5 Zp) Yp» 2») ee 
p Lésungen der Gleichung sind. 


Beweis: 


P . 
F(a, Y¥,2,°° *) (B) 3 F(@,, Yur 2 ey °° +) & 
x=1 
F (z,, ¥,; 2, -+-)&=0, 


denn fiir # = 0 ist dies selbstverstindlich, und fiir #*—1 folgt es aus 
der Voraussetzung. Folglich ist 


F(z, y,2,--:)=90, qed. 


Nan ist aber 





*) Z. B. ist ab, cd aquivalent abs 0, ed+ ed = 0 und ab+cd+e dF. °. 
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Umgekehrt: Ist 
:-> zt, -> y,@, 1->'", hie 
x=1 x=1 x=1 


eine Lésung der Gleichung F(z,y,2---)=0, so ist 
fir #=1 F(%,,%,%°*:) =9, 
” f&=1 F (35 Ye, %3,°°+) = 9, 


» C= F (a,,Yp) 2%» °° *) = 9, 
da sich fiir # — 1 die Ausdriicke fir z,y,2,--- auf 2,,y,,2,,+-+ redu- 
zieren. Hieraus folgt: 

Satz 18: Eine Lisung einer Gleichung kann man durch ,,Zusammen- 
selzung“ finden, wenn man nur imstande ist, die Gleichung fiir 

e=—1(*= 1,2,---, p) 
zu lisen, und umgekehrt kann man sich jede Lisung einer Gleichung ent- 
standen denken durch Zusammensetzung mit Hilfe beliebiger disjunktiver 
Gebiete. 
§ 6. 
Der Zwischenwertsatz und die natiirlichen Lésungen. 

Ich will die Entwickelungen dieses Paragraphen nur fiir Gleichungen 
mit drei Unbekannten durchfiihren; die Verallgemeinerung bietet keine 
Schwierigkeit. 

Es sei 

F(z, y; 2) = (a, b, ¢, d, e,f, 9; hh eye 

Setzt man in (E,) fir n =—3 fiir u,,u,,u, der Reihe nach saimtliche 
8% Modularsysteme dritter Ordnung ein, so erhiilt man wegen zt+? = 2+, 
F(i,1,1)=a, F(1, 1,0)=—),---, folgende Formeln: 

F(c+t, yt+t, 2+t)=tF(z,y,2)+ at, 
F(e+t, y+, 2t)=tF (x,y, 2) + dt, 
F(a+t, yt, 2+¢)=tF(z,y,2)+ ct, 
F(a+t, yt, st)—tF(z,y,2)+dt, 
F(at, yt+t, 2+t)—tF(z,y,2)+ et, 
F(at, yt+t, <2t)=tF(z,y,2)+ fi, 
F(at, yt, +t) —tF(z,y,2)+ gt, 
F (ct, yt, #et)=—tF(a,y,2)+ht. 


Die erste dieser Formeln hat mit dem Taylorschen Lehrsatz eine 
gewisse Abnlichkeit. 
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(Eine Verallgemeinerung z. B. der ersten und letzten Formel wire 
iibrigens 

F(rz+sz, ry+ sj, rz+s2) (@®) [a, F(x, y,2), F(#, 9,2), hh,,, 
die sich ergibt, wenn man 

px+qt= {1,#, Z, 0},, 
schreibt, entsprechend fiir y und z.) 
Setzt man fiir ¢ der Reihe nach a+t, b+¢,---,h+¢ ein, so folgt: 
F(a+a@t, y+a@t, 2+ at) =(a+?) F(a, y, 2), 
F(x+bt, y+ bf, 264+8) =(6+8) F(z, y, 2), 
F(ah+ 0, yh+, zh+) =(h+8) F(a, y, 2). 
_ Ich nenne nun die Substitutionen 
e@=—2+4,y¥ =y+G4,7¢=—24+4, 
a =a2t+b,y —y+ 5b, f =—2b, 
v=zh, y=yh, 2 =—sh 
die 8 ,nattirlichen Substitutionen“ von F , und die Substitutionen 
a=2+Gt, y=y+at, “o=2+4, 
a=a+bt, y¥=y+ bt, & =2(b+?), 
a =a2(h+t), y =y(ht+d), 2 =2(h+?) 
die ,,erweiterten natiirlichen* Substitutionen. Aus unseren Formeln folgt: 

Satz 19: Die natiirlichen Substitutionen fiihren F in aF, bF,---, hF, 
die erweiterten natiirlichen Substitutionen in (a+t)F,(b+1t)F,---,(h+t)F iiber. 

Hieraus folgt: 

Satz 20: Aus jeder Lisung der Gleichung F =0 geht durch eine 
der erweiterten oder umerweiterten natiirlichen Substitutionen eine neue 
Lésung hervor. 

Bei der Gelegenheit méchte ich folgendes bemerken:* Ist x, y, 2 
eine Lésung, so ist fir t= abedef gh 

a=—a2+ut, y=—yt+ut, ¢=2+ut 


auch eine Lésung, weil , 


F(a’, y, ¢)=tF(a@+u, ytu, z+u)+t F(a, y, 2), 

wo das erste Glied wegen F<? (vgl. Satz 21a)) verschwindet. 
Satz 21*): Der Zwischenwertsate: Es sei 
F(a, y,#) =[a,b,---, h] 


*) Vgl. Schréder, a. a. O., Bd. I, S. 427 figd. 


izys* 
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Dann ist 

a) abedefgh<F (z,y,2)€a+b+e+d+e+f+grt+h. 

b) Es gibt Werte von x, y, 2, fiir die F jeden gegebenen Zwischenwert 
swischen abcdefgh und a+b+c+d+e+f+g+h, d. h. jeden 
gegebenen Wert von der Form 

abedefgh+t(a+b+ce+d+et+f+gth) 
annimmt. Dasselbe gilt fiir beliebig viele Variable, auf die sich der folgende 
Beweis ohne weiteres ausdehnen laBt. 
Fiir a) mag der folgende Beweis vielleicht noch etwas einfacher sein 


als der Schrédersche: 


axy2z<€a, 
6)x 


bryz <b, 
h#yz<h, 
Foeaxyz+bryit+---+htyz<€atb+---+h 
Bhenso MSt sich bowel: 
Fe =a@2ye+bayit+---+hegz<a@+b64+---+h, 
atedefgh <*, q. @. d. 





Der Beweis von b) folgt aus Satz 19, denn durch Zusammensetzung 
aller natiirlichen Substitutionen kann man F in abcdefghF tberfihren, 
d. h. nach a) und 9), in abedefgh. Diese zusammengesetzte Substitution 
wird also eine Lésung der Gleichung F'(z,y,z) = abcdefgh ergeben, und 
ich will eine so erhaltene Lésung eine ,natiirliche Lésung“ nennen. Je 
nach der Reihenfolge, in der man die Substitutionen zusammensetzt, erhilt 
man verschiedene natiirliche Lésungen. Wendet man zuerst die zu a, 
dann die zu b, dann die zu ¢ gehérige Substitution an und so fort, so 
erhalt man folgende Lésung:*) 

e=G@+b+ée+d+efgh-u, 
y=@+b+cd(é+f+gh-v), 
2=a+b(¢+d@+fGth-w))), 
deren GesetzmaBigkeit einleuchtet. Fiir u,v, w darf man beliebige Werte 
einsetzen. Eine ganz entsprechende Form haben die Negate: 
=abed(€+f+97+h+), 
y—ab(é+d+efG+h+Dd), 
z —a(b+e(d+e(f +9h+@))). 


*) Ich habe diese Lisung zuerst hergeleitet a. a. O. S. 93. 
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Herr Miiller hat bemerkt, daB, wenn die Eliminationsresultante erfiillt 
ist, die letzten Glieder, welche u,v, w enthalten, herausfallen, wie man 
beim Ausmultiplizieren leicht mit Hilfe von 29), erkennt. 

Ubrigens liefert nicht nur jede Lésung der Gleichung 

F = abedefgh 
eine Lisung der Gleichung / = 0 fiir den Fall, daB die ,,Eliminations- 
resultanteé R=abcdefgh =O erfiillt ist, sondern auch umgekehrt: 

Satz 22:. Ist F(x, y, 2) =0 erfiillt fiir irgend ein Wertsystem x, y, 2 
(das im allgemeinen von den Parametern a,b,---,h abhiingen wird) bei 
allen derartigen Werten der Parameter, welche die Eliminationsresultante 
erfiillen, so ist auch bei beliebigen Parameterwerten stets 

F(a,y,2) = abedefgh 
fiir dieselben Ausdriicke x, y, 2, (in die man die neuen Parmaterwerte ein- 
gesetet zu denken hat). Dies gilt auch dann, wenn die Parameter a,b, --+,h 
spezielle Werte haben, wenn sie etwa spezielle Funktionen anderer Para- 
meter p,q,7,°-* sind, 

Denn wenn aus der Eliminationsresultante F = 0 folgt, so ist nach 
Satz 17 F<€R, REF, F—R, ged 

Satz 14”: Die Verifikationstheorcme lassen sich auch auf solche Sétse 
anwenden, deren Voraussetzung resp. Behauptung besagt, dap es Werte gibt, 
die eine gegebene Gleichung erfiillen. 

Voraussetzung resp. Behauptung lassen sich dann nimlich ersetzen 
durch die Eliminationsresultante der betreffenden Gleichungen. 

Die Gleichung 

F(z,y,4)=at+b+e+d+e+f+gth 
148t sich durch Kontraposition 
abedéefghs F(«,y, 2) = [a, b,- ry] 
auf die zuerst geléste zuriickfiihren. Eine Liésung ist also z. B. 
r=atbt+ct+d+éfigh-u, 
y=a+b+ed(e+f+gh-v), 
e=a+b(c+d(e+fg+h-w)))- 

Ist nun eine Liésung 4, ¥, % der Gleichung 

F = abcdefgh 
und eine Liésung 72,, y,, 4, der Gleichung 


F=a+b+ce+d+e+ftgth 


nye 


bekannt, so ist 
L=Lt+at, y=yti+y,t, z—at+at 
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eine Lésung der Gleichung 


F=abcdefgh+tiat+b+e+d+e+f+g+t+h), 
wie aus dem Verifikationstheorem mit Hilfe von 6),, folgt. 

Die Lésung soll eine natiirliche genannt werden, wenn 2, ¥, 4» 
sowie 2,,¥,, 4%, nach der oben auseinandergesetzten Methode gewonnen 
sind. Die natiirlichen Lésungen diirften die denkbar einfachsten sein. 

Herr Korselt hat Zeichen angegeben, mit denen man die Verall- 
gemeinerung unserer Formeln nicht nur durch Beispiele und die Worte 
yusw.“ andeuten, sondern auch wirklich angeben kann. Mit einer kleinen 
Abiinderung dieser Zeichen setzen wir 


gi= Zz, 2 = £, 
fat, fa-ex, 
Setzt man mit Peirce und Schréder 
’ {, fir «a= p, : (0 fir « = B, 
log = On = 
0, «+8, 11, a+8, 
so gelten folgende, z. T. von Herrn Korselt aufgestellte Formeln: 
a = BY = ap + ap — liz, 
a =f — ap +z = ug, 
a = apy + >'aB7, 
aw” =apyd + >) «p76, usw., 
wo die Summationen sich iiber simtliche Permutationen der Faktoren 
erstrecken. 
(a = (at) = ale) am alo 
(speziell: 2* — #* = 7) 
at ot me ot LG? mm of 2 GP” 
(speziell: 2*a* = 2*- lig = 2 - log 
x + 2 = 2* + O23 = 2 + 065) 
oe a a? 
aFy=2 $(2 + y) 
(@ yy —a fy? 
(a fy) #2—(« $2) $y #2). 


Die wiederholte Anwendung der beiden letzten Formeln liefert folgende 
Formeln, mit deren Hilfe man die Richtigkeit der natiirlichen Lésungen 
leicht direkt zeigen kann: Setzt man 
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Ama fie frie... £2 Fm, 
B= b 2 i 2 fm... fn FPm 
Ama PG RE... HE, 
A+ Beat bh Seth futhr pathe pertrr,., fntin Fant in 
AB =ab 4 Feaha wT) Faehe » +» fale FonFa 
Hiernach kann man leicht A‘ und A + B bilden. Ferner ist 
F(x, 3» ie =) — > Fla, Gay" **y a) a," a," oe a, 


Gy, @qy° >» On 


und unsere Ausgangsformeln lassen sich zusammenziehen und verall- 
gemeinern zu 


80 ist 


F(z, iM, a, ,-+-,a, £2 #) = t F(a, Hy, --+, 0) + EF (a,, &y,°-+, 2) 
Bezeichnet man die N Modularsysteme n‘* Ordnung in irgendeiner 
Reihenfolge mit 


(pty ray 0° Gen) (x=1,2,---,N) 
und setzt zur Abkiirzung 


F, = F(@,,, bert Tne) yn) (x=1,2,---,N), 
so lassen sich die natiirlichen Lésungen in folgender Form angeben: 


zt, = (Fr +" (Fe fe... u,) >: ‘). 


N 
_ Durch Ausmultiplizieren der Klammern erhilt man, wie eine leichte 
Uberlegung zeigt: 
1, = 04, F +04, F, Fy +05, 7, Fy Fy+- +o FP, Fy FyiFy+u,F, F,-Fy. 
In der Lisung z. B., die wir fiir » = 3 hingeschrieben hatten, erhilt 
man beim Ausmultiplizieren Summen, deren Summanden die Ausdriicke sind: 


a, ab, abz,---,abcdefgh, abcdefgh, 


multipliziert . 
in # mit den Koeffizienten 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, u, 
a oe 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 9, », 
On: at ae ~ 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, w. 


Endlich will ich noch ohne Beweis folgende Satze erwihnen: 

1) Die N! natiirlichen Lésungen, die man erhialt, indem man die N 
natiirlichen Substitutionen in allen méglichen Reihenfolgen hintereinander 
ausfiihrt, sind voneinander verschieden. 

2) Die Ausfiihrung einer schon friiher benutzten Substitution andert 
das Ergebnis nicht mehr. 
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3) Sind in einer allgemeinen Gleichung a,, a,,---,@y die Gleichungs- 
koeffizienten, und 


a, = a" fe an? -2.--ao* fet r, (v= 1, 2,---,m) 
eine Lisung der Gleichung, so haben 


yr» Myer "> Me 
dieselben Werte wie in dem Anfang einer natiirlichen Lisung. (Ist z. B. 
b° r,, ¥ £r,, B #r, eine Lésung unserer friiheren Gleichung mit drei 
Unbekannten, so ist a1, B=1, y =0, wie man leicht sieht.) 


g 7. 
Reproduktive Lésungen. 


Wir beschriinken wieder die Betrachtungen der ersten Hiilfte dieses 
Paragraphen auf Gleichungen mit drei Unbekannten, da auch hier die 
Verallgemeinerung keine Schwierigkeiten bietet. 


c= p(u,v,---), 


y= ¥(u, 0, ---), 


ist eine ,allgemeine Lisung* der Gleichung F(a, y, ---) =abedefgh, 
wenn sie 

1) fiir beliebige Werte der ,arbitriiren“ Parameter u, v,--- eine 
Lésung ist, und 

2) fahig ist, jede beliebige Lésung von F(z, y,---)=abedefgh 
darzustellen; d. h. ist eine bestimmte Lésung 2, y),--- der Gleichung 
gegeben, so miissen sich bestimmte Werte von wu, v, --- finden lassen, fiir die 


T= P(u, v,--*), 
Yo = ¥(U, v, >> ‘), 
wird. 

Ich nenne ein System von Funktionen von u, v,--- ,,reproduktiv in 
bezug auf F“, wenn es die Schrédersche ,,Adventivforderung erfiillt, 
d. h. wenn jeder der Unbekannten 2, y,--- einer der arbitriren Parameter 
u,v,--- in der Weise zugeordnet ist, dab, wenn man fir u, v, --- eine 
Lésung 2, ¥,--- der Gleichung F = abcdefgh einsetzt, 


Ly = P(Xo, Yo, ** +); 
y= (%, Yo, ** ‘), 
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wird. (Dabei braucht aber p(u,v,---), YU, v,---),--- keine Lésung zu 
sein.) Demnach sind reproduktive Lisungen auch immer allgemeine 
Lésungen. Das einfachste reproduktive System ist (u,v,--~-) selber. 
Die Gleichung F = abcdefgh laBt sich in der Form schreiben 
[a,, b,, +++, Iyleys ¥7)x 0, 
wo 


a; 35, a(b+é+---+h), 
b, er +> +h), 


h, —ha+e+- *> +9) 


ist. Die Gleichung laBt sich also ersetzen durch eine auf 0 gebrachte 
Gleichung, welche (da erstere nach dem Zwischenwertsatz stets eine 
Lésung besitzt) stets eine Lésung besitzen muB, was wir auch bei den 
folgenden Betrachtungen stets voraussetzen miissen, da sonst der Begriff 
yreproduktiv“ hinfallig wird. 

Wenn wir fir a,, b,,---,h, wieder a, b,---,h schreiben, so legen 
wir zugrunde die Gleichung 


F =[a, b,---, hj,,, = 0. 

Wir fragen nun: Welche Formen miissen die Funktionen q, y, - - - 
haben, um Lésungen resp. reproduktive Funktionenreihen darzustellen? 

Jedes Funktionentripel von u,v, w laéBt sich durch Entwicklung auf 
die Form bringen: 

dines [z,, Uy" *'y Teluo,ws 

= [%, Ye, op Yelu,o,w? 

= [4, Bay *"'y Se |u0,0° 
Zunichst folgt aus Satz 18, daB 2, y,, 2,3 Xa, Yo, 22° °°} Tey Yer Ys acht 
Lésungen der Gleichung sein miissen, wenn 2, y,2 Lésungen der Glei- 
chung sind. 

Sollen dagegen 2, y, z reproduktiv (aber nicht notwendig eine Liésung) 
sein, so muB aus F'(u, v, w) = 0 folgen u = [%,, 2, ---, %],,,., folglich ist 
nach Satz 16 

uF (u,v, w) is [, Ug," 5 \uow L'(u, v,W), 
entsprechend fiir v und w, also z. B. fir w—1, v=1, w=0: 
1 ° b = Lb, 1- b= ysb, 0 ° b == 2b, 
b<€ 4, b< My a, <b, 


9)x 24)x 


v% 9)+ et + b, Yg 5, Y2 + b, 2s x £,b. 
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Entsprechende Ausdriicke ergeben sich fiir die tibrigen z,, y,, 4 


Setzen wir diese in die Gleichungen fir z, y, ¢ ein, so ergibt sich folgende 
Form fiir jede reproduktive Funktionenreihe: 


o=([%+4, %+b, a+t, +d, re, Xf, 9, h)yow, 
(R) \y=—[n +4, wet, wc, md, Yst2, ¥et+h, 9, Yshlvows 
hes [4 +> a, 2b, &s + é, a,d, 4, + é, 46f, a + 9, 4h). o6- 
Umgekehrt ist jede Funktionenreihe von dieser Form reproduktiv. 
Dezn ist 
F={a, b,---, hl. = 9, 
so ist z. B. 
eZyz x 0, 
folglich verschwindet in dem Ausdruck 
X = (2, +4, 2+ b, t+@, a +d, xe, ref, X49, ah), 
das 5. Glied und ebenso natiirlich das 6., 7. und 8. Ferner folgt aus 
der Voraussetzung 
axYs yy. 0, 
(a, + @)xye (4, +) eye + anys & (%+4+4)LY2 51», TY*- 
Formt man ebenso das 2., 3. und 4. Glied von X um, so wird 
X = rye + ry + LHe + YZ = ze. 


Ebenso laBt sich unsere Behauptung fiir die zweite und dritte Zeile 
von (R) beweisen. 
(R) stellt also eine reproduktive Lésung dar, wenn 2,, y,, 2,3; Ty, Ys, 
£3 -*°3 Lg, Ye» 2, irgend welche Lésungen sind. 
Es gentigt aber schon die Annahme, dab 
a =%+4, y=y¥t4, 4=—4,4+4, 
y= ate+b, yo =—yeth, 4% = 2b, 


= Zh, Ys = Ugh, ag = 24h 


Lésungen sind. Dann 1JaBt sich nimlich in (R) der Ausdruck fir z in 
der Form schreiben: 


@ p-, [4 +4, a,’ +5, @, +6, a, +d, Xz @, x f, x9; AL) Soe 


entsprechend fiir y und ¢. Also laBt sich unter dieser Voraussetzung 
2%, y, 2 wieder auf die vorige Form bringen. Wir haben also das Resultat: 

Satz 23: Jede reproduktive Lisung laft sich auf die Form (R) bringen, 
wo entweder 
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Ty) Wi» "1 
Ts» Yar 25 
Xs» Ys» %s» 
oder aber ‘ 
2 +4,y,+4, 4,+4, 
ty +b, yp +5, 2b, 
ah, Yeh, ah 
Liésungen der Gleichung F = 0 bedeuten. 
Fiir » Unbekannte schreibt Herr Korselt die Form (R) etwa so: 
(R*) tz, -> [z,, f* Fs (@,, Gey" *'y Oy) Jus usr > un, 


wo 4 die Zahl ist, welche angibt, zu dem wievielten Elementarsystem 
(@,, @, *++,@,) gehért. 
Nun 1laBt sich aber (R) noch auf eine andere Form bringen. Aus 
a+ as. U%,4+4 folgt nimlich 
a=([2,a+1-a, ab+1-b, ac+1-2 xd+1-d, 2,e+0-2, af+0-f, 
Lg +0-9, Ih +0-h)vew 
(EB) [x,, Te,**"y 7 [a, b, sa a + 1, 1, 1, 1,0, 0, 0, O}uel4, b, rn Whew . 
Entsprechende Ausdriicke ergeben sich fir y und z. Setzen wir nun 


[%yy Zp °°, Leluow = P(U, v, w), 
[M4 Yar **"» Yeluow _ v(u, v, w), 


[41 £99 °**» Sluom = Z (My %, w), 
so wird 


x = 9(u, v, w) F(u, v, w) + u F(u, v, w), 
y = v(u, v, w) F(u,v, w) +0 Flu, v, w), ; 
= 4(u, v, w) F(u, v, w) + wF(u, 0, w). 
p(u,v, w), v(u,v, w), z(u,v, w) ist eine Lésung der Gleichung, 
wenn 2, y, 2 eine Lésung ist, weil m, y, x mit x, y, 2 tibereinstimmen. 


Fiir eine beliebige Anzahl von Unbekannten haben wir also das 
Resultat: 


Satz 24: Jede reproduktive Funktionenreihe der Gleichung 
F(x,, Tey" *"y ty) =0 


Mathematische Annalen. LXVIII. 13 
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(Ry) p(t, My, °°, U,) Fu, , Uy, ***)%,) + u,F(u,; Uy, 5 U,) (x= 1,2,---,n), 


und umgekehrt: Jede derartige Funktionenreihe ist reproduktiv. 

Satz 24a: Jede reproduktive Lisung der Gleichung F =0 lat sich 
in der Weise auf die Form (R,) bringen, daB die op, eine Lisung der Glei- 
chung bilden, und umgekehrt: Jede derartige Funktionenreihe (R,), bei der 
die @, eine Lisung der Gleichung sind, ist eine reproduktive Lisung. 

Der einfachste Fall ist natiirlich der, wo die m, Konstante in bezug 
auf die arbitriren Parameter u, sind, wo also die g, eine ,,rein partikulare“ 
Lésung sind, d. h. eine Lésung ohne arbitrire Parameter. Es sei aber 
ausdriicklich bemerkt, daB sich eine reproduktive Lésung im allgemeinen 
nicht, wie ich anfangs vermutete, auf eine solche Form bringen laBt, wo 
die m, eine rein partikulare Lisung bilden. Die Gleichung F(z, y) = zy 
+#9=—0 hat z. B., wenn wu und v die arbitriren Parameter sind, die 
reproduktive Lisung «=u, y= (die zufallig in bezug auf v konstant 
ist. Man kann ja aber auch schreiben s = u(v+%), y= (0+). w laBt 
sich, wie leicht zu zeigen ist, nicht auf die Form aF (u,v) + u F(u, v) 
bringen, wenn a konstant sein soll. 

Die Formen (R) und (R,) sind aquivalent, und wir hiitten auch unsere 
Beweisfiihrung anstatt an der Form (R) an der Form (R, ) durchfiihren kénnen. 

Dieses ist sogar einfacher und interessanter, doch schien mir auch 
jenes sehr lehrreich und methodisch wichtig zu sein, so daB ich es nicht 
glaubte, umgehen zu sollen. Fiir die zweite Methode brauchen wir den 

Hilfssatz. Ist O(a,,2,,---,2,)¢—0, so lassen sich die x,t auf die 
Form bringen: 

t,t =2z,t, 


wo die z, passende Lisungen der Gleichung ® =0 sind. Dies folgt aus 
Satz 14”, indem man ¢ = 1 und ¢ = 0 setzt.*) ¢ darf von den z, abhiingig 
sein, auch diirfen ¢ und die Gleichungsparameter von ® voneinander ab- 
hangen. 

Satz 25: Die allgemeinen Ausdriicke fiir solche Werte, welche, wenn 
man t= setet, Liswngen der Gleichung O(y,, ¥.,---,Y,.) = 0 werden, sind 


¥, ~ u,t + z,t, 


wo die u, ganz beliebige Werte (z. B. Funktionen von t) und die 2, Lisungen 
der Gleichung ® = 0 bedeuten. 





*) Man kann den Satz auch beweisen, indem man mit dem Entwicklungs- oder 
Verifikationstheorem zeigt, dab die z,—2x,t-+-r, t, wo die r, eine beliebige Lisung 
von ®=0 bedeuten, eine Lisung der verlangten Art bilden. 
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Beweis. 1) Die Ausdriicke sind, falls ¢ = 0 ist, wirklich eine Lésung 
der Gleichung, wie man sofort sieht. 

2) Sind irgendwelche Ausdriicke y,,y,,---,y, gegeben, welche fir 
t= 0 eine Lésung der Gleichung sind, so ist nach Satz 16 


(y,, Yo, *" "> y,)¢ = 0. 
Entwickelt man die y, nach ¢: 


¥, = u,t i v,t, 
so folgt 


Oy, Y2,*" Y,) @ P(%, Ug," *y u,)¢ + O(v,, Ug,*" v,) t. 
Bei Multiplikation mit # wird wegen ®(y,, y,,---, y,)# =: 
O(v,, v,°-+,0,)# = 0, 
folglich nach dem Hilfssatz ' , 
v,t = 2,1. 
Setzen wir dies in den Ansatz fiir y, ein, so erhalten wir die Form des 
Lehrsatzes, q. e. d. 

Dieser einfache Satz besitzt offenbar eine gréBere Tragweite, als man 
beim ersten Anblick glauben sollte. - Herr Korselt hat z. B. die Frage 
aufgeworfen, wie Funktionen 

fry Uys -* +» LQ) («= 1,2,---,m) 
aussehen miissen, welche stets dann eine Lésung der Gleichung 


F(a, %, +++, Z,) = 9 


darstellen, falls z,, 7,,---, 2, eine Lésung der Gleichung ist. Die Ant- 
wort lautet nach Satz 25 (fiir t= F'(z,, 2, +--+, x,)) 


Fg (Wy y Lay **%y Vy) = Vig Hy y Uy y-*y Vy) E (ay y Sq -*%y Hq) + HE (Gy, Ly, +5 Ly) 
(x= 1,2,-- ’ n) 
wo die w, beliebige Funktionen (den uw, in Satz 25 entsprechend) und die 
z, Lésungen von F = 0 ‘(vorgreifend kénnen wir bemerken: Ausdriicke 
von der Form (R,), wenn dort die , eine Partikularlésung, z. B. eine 
natiirliche, bedeuten) sind. 

Ebenso einfach erledigt sich das Problem, Funktionen von 2,, 2, --:, 2, 
zu suchen, welche Lisungen einer Gleichung ®=0 darstellen, falls 
Z;,%_,-++, 2, Lésungen von ‘F’'=0 sind. Es ergibt sich wieder der vorige 
Ausdruck, in welchem aber diesmal die z, Lésungen der Gleichung ® = 0 
bedeuten. 

Dies benutzen wir zur Aufstellung von reproduktiven Ausdriicken 
[,(%,%, -,%,). Diese sollen die Eigenschaft haben, daé fiir F(x, , 7,,---,7,,) =O 


2, =f,(%, Le, ** *yLq) (x = 1, 2,--+,m) 
13* 
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wird. Die vereinigte Gleichung dieser » Gleichungen entspricht also hier 
der Gleichung ®=0. Es miissen also die z, Lésungen von © = 0, also 
Lésungen der Gleichungen 

&, = 4, (x = 1,2,---,m) 
sein. Diese Gleichungen besitzen aber nur die eine Lisung z, = z,. 
Setzen wir diese ein, so erhalten wir 


f(y Xqy* +> Hy) = Vy (Ly, Lys >") %,) F(a, , Hy, - +L) + 1, F(a, 52, ** 5%») 
(x—1,2,---,m), 


q.e.d. Die x, sollen hier natiirlich nicht mehr Lésungen bedeuten, kénnen 
also auch durch u, ersetzt werden. 

Stellen nun die f, eine Lisung der Gleichung F =O dar, so laBt 
sich der obige Ausdruck stets so umformen, dab die y, durch eine Lésung 
ersetzt werden, wie es Satz 24 verlangt, und zwar héchst einfach dadurch, 
daB man y, durch /, ersetzt, was in jedem Falle erlaubt ist (auch ohne 
daB die f, eine Lésung bilden), weil durch Multiplikation der letzten n 
Gleichungen mit F 

f, -F=4,-F (x= 1,2,---,m) 


folgt. (Freilich kann man auch im allgemeinen die g, so bestimmen, dab 
(R,) eine reproduktive Lésung ist, ohne dab die g, eine Lésung wiren.) 

Der Ausdruck (R,) wiirde nun eine Methode geben, alle méglichen 
reproduktiven Lésungen auch wirklich aufzustellen, falls es gelinge, alle 
méglichen Lésungen , herzustellen. Dies ist aber leicht, wenn nur eine 
einzige Lésung a,, a,,---, a, (z. B. eine natiirliche) vorliegt. Der Aus- 
druck a,F(v,, 0,,---, v,) +0,F' (0, v3, ---,0,) liefert dann simtliche 
Liésungen. Man braucht nur fiir die v, ganz beliebige Funktionen 
#,(u,, Uy,--*,4,) za nehmen. Simtliche reproduktiven Lésungen sind 


also in der Form enthalten: 

(R,) t,= la, F(#,, ®,, oe 4,) + 0, F(#,, ,,- : +, | Fu, Ug," *'y u,) 
+ u, F(u,, Ug,***y u,)» 

wo die #, beliebige Funktionen der u, sind. 


Setzt man z. B. #, = %,, so erhilt man folgende bis jetzt noch nicht 
bekannte reproduktive Lésung: 


@, = (4, F (i, ty, - ++, H,) + HFG, ty, ~~ -, Hy) Fey, tty, «> +, Uy) 
+ 0, F (uy, ty, ~My). 
Nun noch einige Folgerungen fiir Leser, welche mit der Algebra 
der Relative vertraut sind. 
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In der Algebra der Relative ist 


a=[a-1; F@);1+0-0¢ F@4z0]¢1; Fw); 1+u-0¢ F@)ys0 
eine neue reproduktive Lisung, und, was die Hauptsache ist, keine 
,yrigorose“.*) Sie hat aber leider mit einer rigorosen immerhin so viel 
Abnlichkeit, daB sie nur einen schwachen Fortschritt gegeniiber der 
Schréderschen rigorosen Lésung darstellt. 

Sind p Lésungen 


Bry UWo,***y Uy (A=1,2,---, p) 


= DG. T(y Ug," **y u,) 


auch eine Lésung, wenn die 7" einander beigeordnete Funktionen sind. 
Setzt man diese Ausdriicke in (#,) fiir die gm, ein, so kann man mannig- 
faltige neue reproduktive Lésungen erhalten. Fiir 4=2 z. B. ergibt sich: 

Sind a und 6 Lésungen der Gleichung F(x)=0 in der Algebra 
der Relative, so ist 


e=[a-1; T(u); 14+0-047(u)¢0)-1; Fw; 1+u-03 F(u)z0 

eine reproduktive Lésung, die, wenn man fiir w keine Lésung der Glei- 
chung einsetzt, immer wieder die Lésung a oder die Liésung b repro- 
duziert, welche also, wenn dieser Ausdruck gestattet ist, genau halb so 
rigoros ist als die Schrédersche. Ebenso laBt sich durch Verwendung 
von p beigeordneten ausgezeichneten Relativen (die man nach dem Muster 
(D’) konstrnieren kann), aus p gegebenen Lisungen eine reproduktive 
Liésung konstruieren welche stets eine dieser p Lisungen reproduziert, 
falls man fiir « keine Lésung einsetzt. 

Sind auch solche Lésungen noch nicht befriedigend, so mégen sie 
doch vielleicht in speziellen Fallen gute Dienste leisten, vielleicht auch 
einen Fingerzeig geben, wie man in der Frage weiter kommen kann. 


gegeben, so ist 


§ 8. : 
Die analytische Methode und die Anzahl der Liésungen. 


Wir wollen jetzt eine andere Methode der Auflésung von Gleichungen 
besprechen, welche ich die analytische Methode nennen michte. Sie 
bildet ein sehr primitives Verfahren, und stimmt im wesentlichen mit 
dem Jevonsschen Ausmusterungsverfahren tiberein, gestattet aber nicht 
nur, simtliche méglichen Lésungen auch wirklich aufzustellen und ihre 
Anzahl zu bestimmen (was auch durch Reduktion (siehe § 9) gelingt), 





*) Vgl. Schrider, a. a. O. Bd. III, 8. 167. 
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sondern sie gibt uns auch den besten Einblick in die Struktur der Lésungen 
und bleibt die ultima ratio in allen Fallen, wo andere Methoden versagen, 
z. B. bei einigen Untersuchungen iiber symmetrische Liésungen. Sie 
besteht darin, daB man die Gleichung F=O lost fiir alle Modular- 
systeme der vorkommenden Gleichungsparameter und arbitriren Parameter, 
und dann gemaB § 5 zusammensetzt. 

Es handelt sich also dabei um die Aufgabe, parameterlose Gleichungen 
zu lésen, denn wenn man die Parameter gleich 0 oder 1 setzt, fallen sie 
eben fort. Nun hat aber z. B. die Gleichung zyZ =O nicht das Wert- 
system (1,1,0), wohl aber alle anderen Modularsysteme als Lésungen. 
Jede kompliziertere parameterlose Funktion von 2, y, 2 laBt sich nun nach 
2, y, 2 entwickeln, d. h. auf die Form bringen: 


[a,, Hey" **y Oy lays 
Nehmen wir nun z. B. die Gleichung 
xyZ+xy7+772=0, 

so wird das erste Glied gewiB fiir jedes Modularsystem verschwinden, 
wenn wir nur das Wertsystem (1, 1,0) vermeiden; das zweite, wenn wir 
nur das Wertsystem (1, 0,0) vermeiden, und das dritte, wenn wir nur das 
Wertsystem (0,0, 1) vermeiden. Diese drei Modularsysteme sind also die 
einzigen, welche nicht Lésungen der Gleichung sind; alle iibrigen 2*— 3 
Modularsysteme sind Lésungen. Allgemein kénnen wir sagen: 

Jede entwickelte parameterlose Gleichung mit » Unbekannten und 
r Gliedern besitzt genau 1 — N—r rein partikulire Lésungen, d. h. Modular- 
lsungen ©, 15 613 Ga» Mar Se3 + * 5 Ges Ms &- 

Unlésbar ist also eine parameterlose Gleichung dann und nur dann, 
wenn in der Entwickelung alle N Glieder vorkommen. (In der Tat redu- 
ziert sich dann die Gleichung auf 1 ,.- 0 und kann deshalb keine Lésungen 
besitzen.) 

Wieviele Lésungen gibt es nun, in denen héchstens die arbitriren 
Parameter u,,%,,---,%, vorkommen diirfen? 

Ist . 

T= P(Uy, Uyy--*, u,), 
| fama v (%, Ugy***y Uy), 


2 = 7 (ty yy > +) My) 


eine Lisung, und sind die u* den u, zugeordnet, so ist 


tee, 1,-+-, 1) ub + p(1, 1,-- +, 0) u? + ed + 9(0,0,-- *,O)u?, 
(L,) y =v(l, Leer, 1) ut + v(1, 1,- +, 0) + + 4(0, 0,-- -, O)u?, 
a= 7(1,1,---,1)0'+ 7(1,1,---,O)w+---+ 7(0,0,---, 0) u?. 
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Die drei Koeffizienten von u* haben keine Parameter und bilden 
nach Satz 18 eine Lésung, folglich sind sie eine der obigen 1 Modular- 
lésungen. Jede Lésung hat also die Form 


om Ew + Ew tee + ue, 
(L,) y= 7,0 + 1,0 + +--+ 1,0, 
emt wit fw tee +o ul, 
wo die &, 7, € Modularlésungen bedeuten, und umgekehrt bilden nach Satz 18 
Ausdriicke von der Form (L,) stets eine Lésung. Will man also simtliche 
Lésungen bilden, so hat man jedes der P Gebiete u* mit simtlichen 
1 Modularlésungen durch Multiplikation zu verbinden, so daB man im 
ganzen 1? Lésungen erhalt. Diese sind auch nach Satz 13 voneinander 
verschieden (d. h. je zwei fiir mindestens ein Wertsystem der u”*), da die 
l Modularlésungen auch dann noch verschieden bleiben (wenigstens fiir 
u* + 0), wenn man sie mit einem arbitriren Gebiete u* multipliziert. Ich 
will diese Liésungen einmal alle hinschreiben fiir die Gleichung 
LG¥e+u~p7+ Ffy2+ Ffy%74+ F777 =—0 

fiir den Fali, daB ein arbitrirer Parameter u erlaubt sein soll. Die rein 
partikularen Lisungen sind (1,1,1), (1,1,0) und (0,0,1). Die zu u 
gehérigen disjunktiven Gebiete sind u, #7. Daher ist P=—2 und es gibt 
3° Lésungen. Schreiben wir fiir den Augenblick kurz (a,b) fir au + bi, 
so sind diese: 

«= (1,1), (1,1), (1,9), (1,1), @, 1), (1,9), ©, 1), (©, 1), ©, 9), 

y =(1, 1), (1,2), (1,9), (1, 0), (1,1), (1,0), ©, 1), ©, 1), (, 0), 

om (1, 1), d, 0), (1, 1), (0, 1), (0, 0), (0, 1), (1, 1), (1, 0), (1, 1). 

Untereinanderstehende Moduln bilden immer eine Lésung. 

Sind unter den Zahlen x,, %,---,%p einige einander gleich, so 
kénnen wir in (L,) die entsprechenden Modularlésungen vor die Klammer 
ziehen und erhalten so als die Form einer beliebigen Lésung: 

a= §, (uh + we t--+) +6, (we + ws +---) +:++, 
(L,) y= Ny, (us +wat.. ‘) + Ny, (ue + wet... ‘) 5 
ea a iy See Pe 
WO %, + %,+---, ebenso die Exponenten alle voneinander verschieden 
und die Gliederzahl </ uhd auch < P ist. 

Ich behaupte nun: Jede allgemeine Lésung ist in der Form enthalten 

(A) o=—&O+hP +--+ 88, 
entsprechend fiir y und z. 

1) Diese Lisung ist allgemein, denn jede beliebige Liésung (L,) 

kann man aus ihr erhalten, indem man 
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M—ewr+wi+.-., 
tM =e 4s + ys + --s, 


und die iibrig bleibenden ¢ gleich 0 setzt. Nach Satz 4 ist dann 
(@,@,---+,#) auch wirklich ein Disjunktivsystem. 

9) Jede allgemeine Lésung laBt sich auf diese Form bringen. ‘Denn 
denken wir uns eine allgemeine Lésung in der Form (L,) geschrieben, so 
behaupte ich, da8 saimtliche / Modularlésungen unter den vor den Klammern 
stehenden Koeffizientensystemen (vielleicht mehrfach) enthalten sind, daB 
also eine vorgelegte Modularlésung (£,, 7,, €) mit einem der Koeffizienten- 
systeme iibereinstimmt. Denn wegen der Allgemeinheit der Lésungen muB 
es ein Wertsystem der uw geben, fiir das unsere Ausdriicke (L,) gleich 
5. %.» §& werden. Dieses Wertsystem kann ev. von gewissen Parametern 
v abhingen, die aber keine Gleichungsparameter sind; es sei etwa 

u* = g*(v,, 0, +++). (x—1,2,---, P) 
Dann soll also sein 


BE +9 + EEG tot +e, 


entsprechend fiir , und ¢. Soll dies allgemein richtig sein, so ist es 
auch richtig, wenn man alle Parameter v gleich 1 setzt. Dann bilden 
aber die g* ein Modularsystem, folglich nach Satz 5 ein Elementarsystem. 
Setzt man aber ein solches fiir die g* ein, so bilden die drei rechten 
Seiten eines der Koeffizientensysteme, das also zufolge unserer drei Glei- 
chungen gleich (&,,7,,¢,) wird. 

Schreibt man also unsere allgemeine Lésung in der Form (L,), so 
kommt unter den Koeffizientensystemen von (L,) jede Modularlésung je 
einmal vor, und man erhilt daher aus (L,) die Form (A), indem man 


wh + wh +... = f%, 
us + wis +... = t%, 


setzt. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

Die Anzahl der allgemeinen Lésungen, die man aus p arbitriren 
Parametern bilden kann, wird also angeben miissen, auf wie viele Arten 
sich P Gegenstiinde u', u*,---,w? in 1 Facher bringen lassen, so daB in 
jedes Fach wenigstens einer von den Gegenstiinden kommt. Diese Anzahl 
ist aber 


S 1 ©), @—». 


v=0 
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Kehren wir nun zuriick zu der allgemeinen Gleichung 

F (x,y, 2) = [a,b,---,h],,, =abcdefgh 
und fragen zunichst nach der Anzahl der rein partikularen Lisungen. 
Entwickeln wir nach den Koeffizienten a, b,---,h und setzen die zu 
diesen gehérigen Gebiete gleich a’, a*,---,a®*, so wird die Gleichung 
(A,) Fae P(x, y, 2) a + He(x, y, 2) a? +--+ + Pog (x, y, 2) a — a’, 
wo die » parameterlose Funktionen sind. Die a” sind Produkte von der 
Form a% 6% c% d%e% f% g%*h* (in Korseltscher Schreibweise). , erhiilt 
man, indem man in F 

@=1, also a=b=---=h=1 
setzt. Es ist also g,=—1. (q,, erhilt man beispielsweise, da 
a® = abedéf igh 

ist, indem man in F 

@a=b=h=—-1, c=dme=f=g=—0 
setzt; es ist also 


Pop = VYZ+ XYZ + ZFH7Z.) 
Ferner ist a, = 0. 


Man erhalt nun nach Satz 18 simtliche Lésungen, indem man die 

Gleichung F =a‘ der Reihe nach fir 
a—=l, a@=—l,---,a*—1 
auflést und dann zusammensetzt. Die aufzulésenden Gleichungen werden 
dann 
7, = 1, =0, py=9,---, Pe = 9, 

von denen die erste und letzte identisch erfillt sind, waihrend o, = 0 
genau so viele Modularlésungen besitzt, als das Produkt a’ negierte 
Faktoren enthiilt. 

Freilich besitzt z. B. die’ Gleichung g,, = 0 auBer den Modular- 
lésungen noch Lésungen, die von den Gleichungsparametern abhingen, etwa 
w(a,b,---,h), x(a,b,---,h), #(a,b,---,h). 

Diese sind mit an . 
a® = abtdéf gh 
zu multiplizieren. Nun folgt aber aus dem Miillerschen Verifikationstheorem 
v(a, b,c, d, e, f, 9, h) abedefgh= 
= ¥(1, 0, 0, 0, 0, 0,0, 1) abedefgh, 

entsprechend fiir y und # Man kann also die Liésungen der Gleichung 
y, = 0 ersetzen durch Modularlésungen, ohne daS die zusammengesetzte 
Lésung der Gleichung F = abedefgh sich dadurch anderte. 

Verschiedene Modularlésungen von gy, = 0 liefern nach Satz 13 bei 
der Zusammensetzung verschiedene Lésungen von F=abcdefgh, da 


| 
| 
| 
| 
: 
| 
| 
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die Verschiedenheit der Modularlésungen sich durch Multiplikation mit 
a* nicht indert. (a*=—0 darf nimlich wegen der Allgemeinheit der Glei- 
chung F’'=0 nicht angenommen werden.) 

Betrachten wir nun allgemein eine Gleichung mit » Unbekannten, 
so enthilt diese 2” Produkte a”, darunter (N), Produkte mit 4 Negaten. 
Zu jedem liefert die zugehérige Gleichung gy,=—0O A Lisungen. Nur 
9, = 1 besitzt N Lésungen. Diese kommen aber nur in Betracht bei 
der Lésung der Gleichung F=a,a,---ay, nicht bei der Gleichung 
F=0. Im ganzen gibt es also 


x] a, 


a=1 
rein partikulare Lésungen, wo der erste Faktor wegfillt fiir die Gleichung 
F=0. 

Fiir n = 1 erhilt man 2-2, fiir nm = 2 bereits 12.4 = 15376 - 4, fiir 
n= 3 aber 21% . 3%. 5°. 7°.8 > 6-10" rein partikulare Lésungen. 

Da sich aus der Tatsache, daB die Gleichung F =a' Lésungen besitzt, 
leicht mit Hilfe der Betrachtungen auf 8. 187 unten der Zwischenwert- 
satz beweisen laBt, so haben wir hiermit einen neuen, wenn auch weniger 
einfachen Beweis desselben. Sind p arbitrire Parameter erlaubt, so sind 
die Anzahlen noch in die P” Potenz zu erheben. Es folgt also: 

Satz 26: Die Gleichung F (a,, %,,---, 2) = 0 besitet, wenn die Elimi- 
nationsresultante als erfiillt vorausgesetet wird, genau 


N -\P 
Fhe | 
Ip" 
Lisungen mit hichstens p Parametern. 

Ebenso folgt aus dem Vorhergehenden 

Satz 27: Die Gleichung F(a,,2,, ---, %,) = 0 besitet unter derselben 
Voraussetzung genau 





Bs rex (wy) ” 
IT 1. 0-9 | 


allgemeine Lisungen mit hichstens p Parametern. 

Diese Zahl gibt zu gleicher Zeit an, wieviel allgemeine Lisungen sich 
mit Hilfe von P arbitriren disjunktiven Parametern bilden lassen, auch 
ohne daB P Potenz von 2 ist. 

Wir wollen nun noch die Anzahl der reproduktiven Lésungen aus- 
rechnen. Wir gehen aus von der Form (R) und fragen zuniichst, wieviel 
Werte die Ausdriicke 
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%=—X+4, Y=—Yy ta, 4=—-4,4+4 
annehmen kénnen. Entwickeln wir diese Gebiete nach den Koeffizienten 
a,b,---,h, so miissen alle Glieder mit dem Faktor @ auch wirklich vor- 
kommen, und es fragt sich nur noch, welche von den tibrigen Gliedern 
vorkommen kénnen. Diese Frage lit sich aber ebenso beantworten wie 
auf S. 202 oben, nur spielt hier N — 1 dieselbe Rolle wie dort N, da die 
Glieder mit dem Negat @ bereits erledigt sind. Die Anzahl wird also 
I] yea, 
4=1 
Man sieht leicht, daB es fiir (x, ¥,, 2), (3, Ys» 25)» °° *y (%sy Ys» 4) 
ebenso viele Méglichkeiten gibt. Daraus folgt: 
Satz 27a: Die Gleichung F(x,,2,,---,x,) =O besitet genau 


| 


N =N N 
tie a y2tDOMa ss 

Ue} - 

reproduktive Lisungen bei erfiillter Eliminationsresultante. 
Fiir n=1 gibt es eine, fir n=-2 bereits 24* reproduktive Lésungen. 


g 9. 
Reduzierte Gleichungen. 


Wir kommen jetzt zu der allereinfachsten Liésungsmethode von Glei- 
chungen, die Johnson bereits angegeben hat, ohne aber die Rechnung 
durchzufiihren. Es sei die Gleichung 

[a, , A, ae Gy |,x,, 2. “"% yp -[ 
vorgelegt. Setzt man die zu den x, gehdrigen disjunktiven Gebiete gleich 
z', 2*,.--, 2%, so erhilt man die ,,reduzierte“ Gleichung 
> 4,2" = 0. 

Da nun nach Satz 9 die x, durch die 2 eindeutig bestimmt sind, so 
braucht man nur die Lésungen der reduzierten Gleichung zu suchen. Die 
Gleichungen (V) zeigen dann, wenigstens fiir »=3, wie man die Un- 
bekannten findet. ‘ 

Zu gleicher Zeit laBt sich das Auflésungsproblem allgemeiner fassen: 

Jede beliebige Gleichung zwischen den Elementen mehrerer Disjunktiv- 
systeme (z', x*,.--, 2"), (y', y*,---,y), (2, 24,---, 2”),-+> laibt sich auf die 
Form bringen: 

@,,,°°° aye ---=0, 
Heyy My °° 





woe 





ies 
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was sich ebenso zeigen laBt wie Satz 11. Ist nun (¢', ¢?,--.,¢*™) die 
Summe obiger Disjunktivsysteme (vgl. die Definition S. 174 oben), so sind 
nach Satz 9 die Liésungen dieser Gleichung eindeutig verkniipft mit den 
Lésungen der reduzierten Gleichung 


> a,,,°°°? =9, 


. %, Ay My 
wo t = 2*y'2"--- ist. 


Ich bemerke noch ausdriicklich, daB bei reduzierten Gleichungen auch 
die verschwindenden Glieder hingeschrieben werden miissen, damit man 
sieht, welche Unbekannten einander beigeordnet sind. 

Betrachten wir nun z. B. die Gleichung 

at! + bt? + ct® + dt* + et® = abcde. 
Sie hat folgende Lisung 
fi—a&@+w'abede, t?=ab+wabede, t® = abe + wabede, 
t*=—abed + w'abede, t® = abcdé + w’abcde. 
Diese Gebiete sind in der Tat einander beigeordnet (vgl. (D’)). Ich nenne 
diese Lésung eine natiirliche Lisung. Fiir w® = 1 wird die Lésung sehr 
trivial : 3 - 
ti=@, t?=—ab, t®=abé, t*=abed, t®?=abed 

und liefert einen neuen, héchst einfachen Beweis des Zwischenwertsatzes. 

Betrachten wir nun noch, als einfaches Beispiel, die allgemeine Glei- 
chung mit den Unbekannten 2’, z*, 2°, x*, y', y*, y’, welche geordnet die 
Koeffizienten a, b,---,1 besitzen mége. (k,/ bedeuten also hier einmal aus- 
nahmsweise nicht Zahlen, sondern Gebiete.) Setzen wir das Produkt dieser 
Koeffizienten gleich IT, so wird 
(U—a+ Iw", t®=ab+ Tw, t®—abé+ Tw, 
=abed + Iw", t= abedé + [1 w®, M—abedef + Ilw™, 
—abedefg+Iw", t=abedefgh+Nw™, t=abedefghi+ Iw®, 
th—abedefghij+Ilw", t®=abcdefghijk+ Iw, ®’=abcdefghijkl+Ilw, 
folglich ergibt sich mit Benutzung von 29), und 32), 

g=G+b+2 + Iu, 

a* = abe(d +@+f) + I’, 

a = abedef(g +h+7) + Iu’, 

wt = abedefghi(j +k+1) + Mu, 

y' = + be(d +efG +hij)) + Mv’, 

y =a(b+ed(@+foh+ ijh)) + Me’, 
y? = ab (é + de(f+gh(i+jkl))) + IIe’, 


wo 


(u!, w®, u®) + (v4, v*®) = (w, wl, - - ., wi). 
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Bringt man nun die letzten Glieder in die Klammer hinein, so erkennt 
man, daB unsere Lésungen genau so gebaut sind wie die natiirlichen 
Lésungen auf S. 186. 

{ch will nun noch die natiirlichen Lésungen fiir die Gleichung 


k 1 m 
> > > tater =0 


z=1 i=1 w=1 
angeben: 
2*=*T1a(G,,, FG gH FO yy mT Fyg1 FO ggg Fo TE to Foy Toa tH 
“+G,,,) + Ia -u*, 
ie OCT a ae ee eT ee 
PITA (Gs FO yy +o + Eyam) "*)) + Ma: 0, 
a =* Ta (Gy, ,+*Ma(a,s + +*a(a, ,, +*1a(a, , ,+*Ta(a,,,,+~+* Ta (ay, 
eveees +*Ila(G,, pt *TTa(G,s + one +*Ila(G,;,,)-))******)-))))) +a -w", 
wobei *J7a das Produkt aller derjenigen Gebiete a bedeuten soll, welche 
bei unserer Ordnung dem ersten in der darauffolgenden Klammer voran- 
gehen. Dabei kénnen natiirlich in diesen Produkten auch alle diejenigen 
Faktoren wegbleiben, die in der Zeile schon vorher vorgekommen sind. 
Die Summen sind in 2* lang, in y’ mittellang und in ¢ nur zwei- 
gliedrig. 
Die Anzahl der rein partikularen Lésungen einer reduzierten Gleichung 


F(2', 2*,--, 2") = Sa, =] Ja, 
x= x= 

1aBt sich nun leichter als in §7 folgendermafen bestimmen: Jede Un- 
bekannte laBt sich darstellen als eine Summe von einigen der zu den 
Koeffizienten a, zugeordneten Gebiete a*. Da nun die Unbekannten dis- 
junktiv sein sollen, so muB jedes einzelne a* in einer und nur einer der 
Unbekannten als Summand auftreten. Die Unbekannten lassen sich also 
mit m Fiichern vergleichen, in welche gewisse Gegenstiinde a” (zu denen 
auch J7a, gehért) untergebracht werden sollen. Nun verlangt aber die 
Gleichung, daB 2* (auBer vielleicht dem Gliede J7a,) nur solche Summan- 
den enthalt, welche nicht den Faktor a, (infolgedessen also den Faktor @,) 
besitzen, und diese Bedihgung geniigt, um die Gleichung zu befriedigen 
(wenn auch noch JJa, in irgendeiner Unbekannten als Summand unter- 
gebracht wird). Greift man also irgend ein a* heraus, welches 4 negierte 
Faktoren enthilt, so hat man die Wahl zwischen 4 Unbekannten, in 
welche man es als Summanden unterbringen kann. Nun gibt es (m), 
Gebiete a* mit 4 negierten Faktoren, und fiir jedes stehen 4 ,,Facher“ 
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(nur fir JZa, stehen m Fiacher) zur Auswahl, folglich haben wir im 
ganzen wieder dieselbe Anzahl wie in § 7, nur kann m hier eine beliebige 
Zahl bedeuten, wihrend dort N eine Potenz von 2 war. Diese Herleitung 
ist nicht wesentlich von der Herleitung in § 7 verschieden; die letzte 
erscheint einfacher, die erste zeigt aber besser die Struktur der Lésungen 
einer unreduzierten Gleichung. 

Endlich erwihne ich noch, daB 


F= > 4,2" 
durch die Substitution : 
X* = x +f, Xia zt fir A+x 
iibergefiihrt wird in ¢F' + a,t, also durch die Substitution 
X* — 2* +4,, X’=—a2'a, fir A+x 
in a,F. Die substituierten GréBen bilden nach Satz 6 ein Disjunktivsystem. 


Daher laBt sich ebenso wie in § 7 (freilich ein wenig einfacher) die 
allgemeine Form einer reproduktiven Lésung herleiten: 


(R’) a = (2% +a, )u* + Sai a, u’, 
A+x 
wo fiir jedes 4 entweder (z}, 23,---, 27) oder aber 
(x4, a4, in all _— x, + 4, te is z;a,) 

eine Liésung der Gleichung F' = 0 bedeutet. 

Ist nun F durch Reduktion entstanden, so kann man leicht zu den 
urspriinglichen Gebieten zuriickkehren und erhiilt ohne Miihe die Form (R). 

Auch laBt sich leicht, wie friiher (R,), die Form herleiten 
(R,’) a=QF+wF =q’'F+wG,, 
WO 9;, 9:,*** @,, eine Lisung irgendwelcher Art ist. 

Ich habe absichtlich von dieser Erleichterung in den friiheren Para- 
graphen keinen Gebrauch gemacht. 

Andere interessante Resultate, welche ich durch Reduktion gewonnen 


habe, miissen wegen Raummangels einer spateren Verdéffentlichung vor- 
behalten bleiben. 


Nachtrag zu den §§ 6 und 7. 


Wihrend der Drucklegung fand ich noch folgende Verallgemeinerung 
der Korseltschen Zeichen: Setzt man 


a’ = ab + ab, 
a+b=ab+ ec(a+d), 














Gleichungen im logischen Gebietekalkul. 207 


so gilt nach dem Verifikationstheorem jede Formel, die fiir die alten, 
engeren Definitionen richtig war, auch fiir diese neuen, erweiterten. 
Ferner ist 


a® = 1, a* =0, 

a” = b, a” =} usw.*), 

a’ =1 ist ig. a=b, 

a=—0, , a=b, 

a’=1 , , a=b und b—c* und c—a'*), 
wie aus der drittletzten Zeile folgt. 

Die Gleichung «* = b besitzt also als einzige Lisung t=a’. Die 
uatiirlichen Substitutionen lauten 
(S) 2&=2+F(u,v, 0), y=y fF (u,v, w), 2=2+F (u,v, w)”, 
wenn «,v, w Moduln sind. Wird dieses nun nicht mehr vorausgesetzt, 
so stimmt (S) mit (R) und (R,) tiberein, wie man sieht auf Grund der 
Formel 

ax+ be = # La=—-x* +b. 

Die Substitution (R), (R,) oder (S), die ich mit R,,,, bezeichnen 
will, fihrt F(x, y, 2) in F(u, v, w) F(x, y, 2) tiber, und durch Zusammen- 
setzung der Substitutionen R,.., Ries, ---, Rese in irgend einer Reihen- 
folge erhilt man eine allgemeine (und, wenn R,,,, zuletzt kommt, repro- 
duktive) Lésung der Gleichung F(«, y,2)=abcdefgh. Die Form (R,) 
vermag also aus sich selbst heraus allgemeine Lésungen zu liefern und 
ist dazu nicht, wie ich bisher glaubte, auf die anderweitige Ermittlung 
einer Partikularlésung angewiesen. 


*) Vgl. Schriéder, a. a. O. S. 380, 381. 
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The Seventeen-Section of the Elliptic Function. 
By 


G. Greennitt of London. 


A description was given in the Philosophical Transactions of the 
Royal Society of London (Phil. Trans.) 1904, p. 240, § 15, of the 
preliminaries required for the expression of the Seventeen-section division 
values (Teilwerte) of the elliptic function in terms of a single parameter, 
e; and the subject is resumed here for further completion, and for a 
comparison with the relations given by Dr. L. Kiepert in the Mathema- 
tische Annalen, 1885—87 and 1890. 

1. It was shown in this memoir in the Phil. Trans. 1904 — The Third 
Elliptic Integral and the Ellipsotomic Problem — that the function y, 
introduced by Halphen into the treatment of the elliptic function, is of 
great utility in the Division Theory, as the division of a period by a 
number uw is reduced to the discussion of the curve 
(1) Tae 0, 
in terms of Halphen’s « and y as coordinates; and when 2 and y can be 
expressed in terms of a parameter, the division problem may be con- 
sidered solved. ° 

The simplest cases of the theory have been discussed in the memoir 
of the Phil. Trans. 1904; and our object here is to develop the special 
case of u = 17, left unfinished there, and to connect it with the Trans- 
formation Theory and Notation given by Dr. Kiepert. 

With «=2n-+1, an odd number, the relation in (1) is equivalent to 


43 = n+? 5 a 7n+8 = 
Saag” Taco” 


(2) a= SH 


& * 


’” 


and with n=8, w= 17, 


== 22 Sa it... 
(8) rm2, Pat,..., 
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so that 
3 
(4) Yu = 9, he (2) ’ 


v2 Ys 
and from Halphen’s Fonctions elliptiques, I, p. 103 


=(y—a)z—-y*, =yly—2) (2x—y) — zy’, 
1 
(5) ¥y = 2° [y*(y—2—y*) —(y—2)], 
t= y—2) [yey —at—y*) — 2(y—2—y1), 
2. As shown in the Phil. Trans. 1904, p. 240, the relation is 
simplified by putting 
(1) a=y(l-s), y=e(1-Z), s-e@—1) -C4; 


q—1? 
q+e 
q—1? 


but the relation remained intractable, until the further substitutions 
were employed, 


(2) q=—c(e+1)—c(l+ec)b, ec=b-—1, e+1=—— bd, 
and then the relution y,, = 0 became symmetrical in } and J’, 
b*b’* — 2b°b°(b +b’) + b°b7(b? + 5bd' +b?) — 4b°b°(b +’) 


p= 





3 
(3) + bb'(b? + 6b’ + b’*) — 3b0'(b +0) + 4b0 —b-—V +1=0. 
Now with 
(4) b+bU=v=r—e, bb =—e-l, 
(5) e(e+1)v? + (28+2f&+e)vu+e4e+ei+e —e—1=0, 
, —2e°’— 2e*—e— VE —e—VE . 
(6) v= eet) , (° aes E = 4e° + 9e? + 4e; 
(7) (b—b’)* = vo? + 4(e+ 1) = 48?, 
(8 2 _ 2° + 12¢* + 28e%+ 28¢* + s00+8-+ O04 00+ 1) ys 
8) io 8e(e + 1) “a2 
, —2eé —2e?—e—VE b *.9 
(9) ». Fee — 4e(e+ 1) + B: a >" 


3. The c, employed on p. 259 of Phil. Trans. 1904 is the same as 
Kiepert’s function t, = ri(* <="), defined in Math. Ann. XXXII, (7) p. 6; 
so that, in accordance with, Phil. Trans. p. 223, 


2 on -" ‘ o (?7*) 
On eae a 
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in Jacobi’s notation, or one of its transformations, and working with the 
circular form of the associated Third Elliptic Integral. 

It is convenient to normalise the results by a homogeneity factor M, 
chosen so that 


(2) TT] =1, 


and since Kiepert’s f is given by 


1 
yu —1) 


(3) []<=1, 


when m is an odd number not a multiple of 3 (Math. Ann. XXXII, p. 27), 
it follows that 


“5 u-) 
(4) M = f-*. 
In the special case of u = 17, 
an 2 
; “y i 
(5) mee Fae Ss "8-30 


after reduction; and in a similar manner 


(6) &¢,— aaa (+5): 


9 GHEE Oo AGE 
(1) Mom f 0404-65056 C90 = Bee — a F (=+¥%)" 
(8) M? — st(1— 9) +2" (e+ VE) 
(9) = (1 —2)' (+2) st iY. 


4. Working with the Elliptic Integral of the Third Kind, taken 
as circular, in the standard form 


(1) Q(v) - {2 — —*, 


(2) S = 4s(s+ 2)? —[(y+1)s+ czy}, 
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as explained in Phil. Trans. p. 219, the invariants are given by 


(3) 129, = [((y+1)* + 4a} — 242(y+1), 

(4) 2169, = [(y+ 1)? + 4a]*— 362(y + 1) [(y+ 1)? + 42] + 2162’, 
(6) A= —a*{[y +1)? + 4a} — (y +1) — 362y — 92). 
Also 


(6) 12yv = —(y+1)?—42, 12y2v=——(y+1) + 8z,--- 
where 


eel 
(7) v= = when y,=0, 
thus giving the division values of gv (Phil. Trans. p. 220). 


Introducing the homogeneity factor M, and Kiepert’s function L, 
defined in Math. Ann. XXVI, p. 427, by 





2 2 1 1 
(8) A’f =L=T"’, suppose, where L* = a 
1 a ©% 1 1 
(9) “sf — 127,A° f? = 127,7° = 12y,L’, 
1 3 1 8 
(10) wet == 216 7,47 f* = 2167, 7? =216y,L*, 
(11) Snap _T-1?. 


5. The first operation was the determination of 7 in terms of e; 
this involved a heavy algebraical calculation, in which I was assisted by 
Major Chepmell; the details are omitted, but we arrived at the encouraging 
result that 6 disappeared from 7, and as a result of the calculation that 


(1) gn te [eo —14e+_350°28e*Te + (A 0—Te*_ 6e—1) VE] 


aan _: 2e 


_(e+ T+) (?-1—YyE), 


ell 


and this makes 


A e?—1—VE 
@) t= 0 Very 


VE ap 


14* 
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so that, putting 
@) 9-(Ve+ 7), g-4-(Ve-%-), mad g—+=3, 


1 
(4) T=Vg—-4—-V/4+-, 
(5) T? = Ve+4—2V4k—15, 


and now some resemblance is perceptible with Kiepert’s results in Math. 
Ann. XXXVII, p. 386. 

Encouraged by this simplification, we proceeded with the calculation 
of g, and g,, or Kiepert’s y, and y,, and thence of J; and here again 
we were gratified with the disappearance of b and £. 

6. Working for » = 17, at first with the factor z(1—z) of M’, 





12yv (y+1)*+42 
(1) “H-s-”6— CO —oe — Pip+é6 
- — — SA 4 Oh + O84 ++ HVE 
(2) “ ee +1) 


after reduction; and since (Phil. Trans. p. 220) 


(3) p40 — po = 0 =) =z(l—as), 
l2p4v 
(4) —ja—H ~ Pb —6. 


Similarly we find 

















v2v, w8o  — Bet —Be* — 4e? + 3e+ (e? +1) VE e+VE 
2 os ee +1) B+6 sagt: 
. p3v, pbv __ — Bet — 1de* — 22¢* — 9e + (¢* + Ge? + Ge + +1)VE 
(6) —12 s(1—2) e(e+1) B 
+ 6(e+ 1) te 
- y6v, pTv _ 9et-+ Be* + Ide? + Se + (c* + Ge? + 6e+1)VE 
QT) —12- 2(1 — 3s) e*(e + 1) B 
+ 6(e+1) + VEY 
— 124, —12Edrv e*(e—1) + (e+1)*VE 
(8) zai—z) «#i—zs) =i e8(e + 1) B 








— 3 V9—4 + 9 VAg* +96. 





V9 . 
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With the complete homogeneity factor M* of (9), § 3, 
(9) —12 pv, wav  —Be*+ 4e°+ 8e*+ 8e+ (e+ +1)VE 8 


M?* e*(e + 1) 


—e+VE 
+ Wie: 2Ve(e+1)’ 


etaeee.. — 8e* — 8e* — 4e? + 8¢ + (e°+1)VE » 
(10) —12 ~ M? e*(e + 1) ~ -B 


»V/ 1 e+VE- 
+6V tp 2Ve(e+1)’ 


(11) — 193% 5e0_ —Bet— 14° — 226? — 9e + (e+ 6e?+ Ge+1) )VE yy 





























M* ~ e8(e+1) — 
(e+ 1)° |= + v5) 
+6 ef Layee+1) 
peepte Get + 22e%+ 146+ Be + (e°+6e?+6e4+1) VE 
(12) — 12° e(e+1) ‘ re B 
+9] _ e+VE ay 
£ 6V e 2Ve (e+1) 
Pie *_e+VE 
OF hex. ( + i) 2Ve(e+1) 
— ~2@—D+E+NEC+38¢4+ HVE 
8Ve(e+ 1) 
— —9-)V9—*4 + +1) Vagito 
89° 
and then 
3 
7 (p4v — ev) (98v — v2v) e 1 
(14) = “Me “C+i'~ F ’ 
(pbv—p8»)(oTv—pGr) _ (¢+1)* _ 
M* 3 9g ° 


e€ 


Thus the 17-section division values of the yg function are determined ; 
with (9), (10), (11), (12) connected by a substitution 


1 e+yvE |} 1 ; - f 4%. 
(15) e, = _[stv® J, or u, u+o,u+_> ata, u VE 








2Ve(e+1) 
7. Next we calculate 
1 1 
(1) ae at Beat eB tN, 
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(2) N — 8e° — be® — Bet + €? + Ge? + Be + 2+ (e+ 5e°9+-7e?+5e+1) eVE 
” 4e%(e+1)* , 

(3) 129, (1290)? — 24..." v a [yw +1)*+ 42]? — 242(y + 1) 


2-2)? s*(1—z2)? z*(1— 2)? 











—(P,p + 6)? — 24(> P.6+N), 





from which # disappears, and we find 


129, C+DVE 
(4) a(i—z)* 2e*(e+1)*’ 


(5) C= 2e® + 21 + 96 + 311+ 502 + 731 + 918 +1105 + 1156 + 895 
+ 468 + 154 + 28 + 2, 
(6) D= —3e— 24— 83 — 154 — 153 — 34 + 153 + 272 + 239 
+ 122 + 34 +44, ' 
using detached coefficients; and then 
(7) 129, _ C+DYE _¢ —e+VE _ F+GYE 
M* 2e%(e+1)* (€+1)° 2Ve(e+1) 2et(e+1)*° 
(8) 2F =—Ce+ DE =— 2e(e+ 1)*(e—1)F, 
(9) 2G= C —De = 2(e+1)'@, 
(10) F°= Te” + 65 + 270 + 663 + 1088 + 1275 + 1088 + 663 
+ 270 + 65 +7, 
(11) G’ =e®+9+4 30+ 55 + 644 55 + 644 554 304+9+1, 


so that a reciprocity has made its appearance in the coefficients; and 
expressed in terms of g, 








(12) Bf = 127, T= =F +e+oe ys 
2e7 (e+-1)° 
_ = tg —59'—5 9° —79*+9 +1) Vg —4 + (9'*—g'—19° + 59°59 —D) Vig +9 
29° 


unaltered by the substitution (9, ais 5)" 





Multiply by T= ri, and we find 


(13) wy — 12y,D? 


—(11g"—B6°—14g'4-269°-+-144*—B69—11)-+ 9+ 4-69°—139*—694-1)(9'+.1) V/g—4) (+2) 








29° 
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which is expressible in terms of 


(14) k=g— >, when 7? = Vk?+4—2V4k—15 
(15) a.7 = (— 11k* — 36k" — 19k + 46) 
+ 5 (+ 6k—11) VP $4 V4k—15. 
3G, Tt 
(16) iM 


—// + (—208+3k—94k—80) + + (444+ 9k—8) VPP 4 V4k—15. 
8. Proceeding next with the calculation of g, from (4), § 4, 
2169, 2\3 1 216(2+ 1)’ 
(1) t= (P,B+6)*—36 (5 P,B+N)(PB+6)+ jay > 


2*(1—z)® 





and here the part disappears which is independent of 6. The algebraical 
work was carried out by Major Chepmell, and he finds 


: 
(2) 31695 F" = 21677? = 2167, L? 


_ 2k*4 8k*—s4k*4 29k 68— (5k*— 12k-+3)V/K Vai+ 14k-+ 40+ (k+12) VK 
2 2 








? 


2k*+ 8k*—B4k*4 29k — 68—(6k*—12k+48) VK ]/8k +104 YK 








(3) 216, = ; as 
writing K for (k* + 4) (4k — 15). 

Then, with (11), § 4, 
(4) jis = Tt = [VP +4 — 2 V4k— 15f, 
the Modular Equation of the Seventeenth order can be written 
(5) J:J—1:1 . 
y [=net 86k*—19k4+ 46+ (k*+6k—11) yey 

2 

: = (5k*—12k+ 8) vKy —18k*+ 14k+ 40+ (k+12) VK 
me 2 ‘ Po a 9 eas “- a 


:1728[Ve+4 —2/4k—15f. 
1 
9. Writing x for the expression 12yZ* in (12), $ 7, so that 
1 


12y,=a2L *, Kiepert’s equation (149), Math. Ann. XXVI, p. 428 is 
converted into 
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(1) af — 34078 2* — (17°97* — 17-1474 74 + 17-481) 722 
—2(177** + 17-92 7% + 17-4390 T* + 17 . 49564 T* + 497) Tx 
— (T* +177" 417-751 7 + 17 - 25740 7" + 17 - 323903 T* 
— 17-5923107* + 17) =0. 
Next with y= «7, as in (13), $7, and with t= 7* = L*, the equation 
changes into 
(2) y* — 340ty® — ¢(17°¢? — 17. 1474¢+ 17-481)y* 
— 2t(17t* + 17 -92t® + 17- 43902? + 17 .49564¢ + 497)y 
—t(t©+ 1722+ 17-751 t* + 17 -25740¢* + 17 - 3239032? 
— 17-592310¢ + 17) = 0. 
The resolution of this quartic for y is shown in (13), § 7, when ¢ 


has been expressed in terms of k. 
The non-elliptic case of A = 0 is given by 


(3) T=0, k=—8, g'—8g9-1=0, (e—1)'—172=0; 


and Major Chepmell connects the value of e with the cyclotomic function 
by the relation 


y. a 1 Ysr¥. Ye + Ys 
4 2e = . —_ = J3rJor = a 
(4) Yr +t Yer Yr Yar Ysr tYsr’ 


2¢ —— 
Y, 08 7 


Interpreted as an elliptic function with a period-rectangle for (e, VE), 


or (9, VG), 
(5) e=e(S »), or e(o+o), 
(6) 9-9(5 o), or g(,o+e). 


10. Numerical applications are obtained in Complex Multiplication 
corresponding to 


(1) <= Vit—e, or Y34—e, or V68—@e +i), 


where @ is an integer, including zero. 
Thus for 


(2) e=Vil, Lt=yil, t=—7= 1 = 177i, 





k= VVi7 +4(V2yVi7 +.44+717), 
g =, (ViT+ 2)VVi7+ 4 (VVi7 + 4 + 17). 


(3) 1, %=1, y3=0, B=0, k= —1—2i, L?=1+4i, 
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giving the lemniscate function; and Kiepert’s equation (149) is resolved 
into the factors 


(4) (L$—272+17) (L*4+L*—71" + 621 + 18415 +1015 
+ 1061 L4 — 2591+ 1). 


(6) 4 =—Vy2, 127,—20, k=1+42i, 1°=3 +2172, 
and the factors of (149) are, using detached coefficients, 


(6) (I4*—6L* + 17)(L™ + 6L” + 19 + 182 + 769 + 2200 + 12894 + 39964 
+ 88146 + 257068 + 244526 + 82200 + 1842609 
— 364946 + 189491 — 8242 + 1). 


(7) F=2, 12y,-66, k=4+i, L27=-1+44i, 
(8) (L44+2L*+17)(L*—2L”— 13 + 230+ 165 —1996--- 
— 11123021? + 1) =0; 
(9) 222, 127,— 190413072, L*’=—2y2 +3i, 
(10) (14+4Y2L*+17)(L*—4yY21"+15--..4+1)=0; 


but the value of k has not yet been determined. 


(11) A =4, 127, —372(513+362/2), L=4+i, 

(12) (J4—8 2417) (L%+8L" +4 47 +4 410 + 2481 --. +1) = 0. 

(13) yi, 12y,-30(81+97i3), 17-2 + i7iB, 

(14) (L4*— 412417) (L"+41.--4+1) =0. 

; K’ 1 safan .° 

(15) |=YVI9, 127y,—-—96, L’=~ (7+iVi9), 

(16) (4—712417)(L®°4+7L" +32 + 275--.— 5001769 L? +1) = 0. 

P 4 1 on fam 

(17) 2 —48, 127;—-—960, L?=+(—5+iV®), 

(18) (L¢+ 522+ 17)(L"—5 L + 8 + 215--- 49961618485 L? + 1) =0. 
K’ - 1 “sae 

(19) >=Y6l, 12y,—— 5280, L’=~ (—1+iV67), 

(20) (4 + L? +17) (L — L™— 16 + 208. --—4571795245931 L? +1) =0. 
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11. For a mechanical application, the pseudoelliptic integral can be 
constructed, in accordance with § 8, Phil. Trans. p. 230, such that, 


with s = ¢?, 


1 
*PQe), 2°" 


ee Vit, T,) 


e+ eg Bey * 


= — cos~! --— —~ eo 7 
i7 it V7, 


(2) ee ee ee 


A differentiation will lead to an identity, from which h,, h,,--- 


be calculated by the formulas 


-_ » 
3 4s 34 P(2v) —1—y h, 17 P@)—a+y) 
©) u~ M , eer 





where 17 P(v) is given by the formula on p. 222, Phil. Trans.; and then 


ho @ ity _(h)? 
(4) 2a — ae a — (at) 
h . wy 1 (i+y)*— 52 h, 1 /h,\8 
8a ante oe ae) 
ss FY 
mM’ M M®* 


The material is ready then for the calculation, but the work will 
not be pursued further, as the result will be so very complicated, more 


so even than for u = 15 of the Phil. Trans. § 13, p. 235. 


12. To complete the investigation, and to carry on to the elliptic 
functions of the Second Stage of the Transformation of order 17 — 34, 
the relation must be determined between the e, g, k employed previously, 
and Kiepert’s functions &, 4, £, x, y, 2, defined in Math. Ann. XXXVII, 


p. 386, where 








—_ 











a 


= 
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(1) T* = L(17)* = 4§. 
Putting 

‘ t?—9 * _ 33 

2) af, an tS, 

Kiepert’s equations (600) may be replaced by 

(3) t+o=4, 


a a 

But judging by the analogous Transformation of order 11—22, worked 
out in the Proceedings of the London Mathematical Society, vol. XX VII, 
§ 53, p. 464, the algebraical work is likely to be heavy. The next case 
of 74 = 0, enunciated in § 16, Phil. Trans. p. 240, has not yet been 
solved, so as to express x and y in terms of a parameter, but the Modular 
Equation of the Nineteenth Order has been given by Dr. R. Fricke in 
Math. Ann. XL. 
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Uber gewéhnliche Differentialgleichungen mit Singularitaten und 
die zugehérigen Entwicklungen willktrlicher Funktionen. 


Von 
Hermann Wevyt in Gdttingen. 


Die vorliegende Arbeit verfolgt das Ziel, die Theorie der singuliren 
Integralgleichungen, wie ich sie, auf die Untersuchungen von Hilbert 
und Hellinger iiber die beschrankten quadratischen Formen von unendlich- 
vielen Variablen*) gestiitzt, in einer kiirzlich in den Mathematischen 
Annalen erschienenen Abhandlung**) entwickelt habe, fiir die Theorie 
der gewéhnlichen linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung nutzbar 
zu machen. Es handelt sich dabei um Differentialgleichungen, welche an 
dem einen Ende ihres reellen Integrationsintervalls eine Singularitaét von 
mehr oder minder kompliziertem Charakter aufweisen, und um die Auf- 
stellung der aus solchen Differentialgleichungen entspringenden Entwick- 
lungen willkiirlicher Funktionen, wie sie in dem einfachsten Falle der 
Gleichung A = 0 als Fouriersche Reihe und Fouriersches Integral- 
theorem seit langem bekannt sind. Nachdem Herr Hilb***) durch Aus- 
fihrung eines ahnlichen Grenziibergangs, wie ihn Hilbert in seiner 
4. Mitteilung anwendet, zwei besondere Typen solcher singuliren Diffe- 
rentialgleichungen erfolgreich behandelt hat, werde ich hier die gestellte 
Frage nach einer andern Methode in allgemeinster Weise in Angriff nehmen, 
d. h. ohne irgend eine beschrinkende Voraussetzung iiber die Natur der 
Singularitit, welche die Differentialgleichung darbietet, zu machen. 

Im ersten Teil dieser Arbeit wird durch eine besondere Anwendung 
des Imaginiiren diejenige Funktion G,'(s, ¢) aufgestellt, welche (als 


*) Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralglei- 
chungen, 4. Mitteilung, Géttinger Nachrichten (Math. phys. Klasse) 1906, pag. 157 ff.; 
Hellinger, Inauguraldissertation, Géttingen 1907. Hellinger, Neue Begriindung 
der Theorie quadratischer Formen von unendlichvielen Veriinderlichen (Habilitations- 
schrift), Crelles Journal, Bd. 136. (Diese letztgenannte Abhandlung erschien erst 
wiihrend des Druckes der vorliegenden Arbeit.) 

**) Bd. 66, pag. 273ff. 

***) In den ersten drei Kapiteln seiner Habilitationsschrift, Math. Ann. Bd. 66, pag. 1. 
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Ersatz der Greenschen Funktion) den Ubergang von der Differential- 
zur Integralgleichung erméglicht, und zugleich eine fiir das Folgende 
fundamentale Unterscheidung aller in Betracht kommenden Differential- 
gleichungen in zwei Typen, den Grenzkreis- und den Grenzpunkt-Typus, 
vorgenommen. Darauf werden in Kapitel II und III diese beiden Typen, 
namentlich mit Riicksicht auf die zu ihnen gehérigen Reihenentwicklungen 
bezw. Integraldarstellungen, gesondert untersucht. Zum SchluB endlich 
gebe ich eine Methode an, wie man bei der Diskussion spezieller Diffe- 
rentialgleichungen (nach Art der von Wirtinger*) und Hilb**) be- 
trachteten) zu einer genaueren Kenntnis der Lage und Natur des Punkt- 
und Streckenspektrums gelangen kann. ***) 

Als Intervall der Differentialgleichung wible ich stets, indem ich 
die singulire Stelle ins Unendliche verlege, 0 << s < oo. 


Kapitel 1. 
Diskussion der Differentialgleichung L(u) + iu = 0. 


1. Ist p(s) eine fir s>0 definierte, stetige, positive Funktion +), 
q(s) eine beliebige gleichfalls im Bereiche s>0 erklirte, stetige Funktion, — 
so hat die lineare Differentialgleichung 


d d 
Lu) = J, (p(s) Ge) — a(s) us) = 0 
eine den Randbedingungen 
1 (0) — 4 du? ae 
(1) w0)=—1, [pF] _, 


gentigende Lésung u)(s), welche durch die in jedem endlichen Intervall 
gleichmiBig konvergente Reihe 


149 a(t) «+» a(t») 
QQ) WG) — LED Lf ff oes aeidt, --- deat, 
n=l 054,545: 
** StyStnss) 
gegeben ist.j+) Eine zweite, die Randbedingungen ° 
u®? 


3) u90)=0, [p(s)™ 


1 


*) Math. Ann. Bd. 48, pag. 387. 
*) a. a. O., Kap. Il und Il. 
**) Einen Teil der Resultate dieser Arbeit habe ich bereits in den Gdttinger 
Nachrichten 1909, pag. 37ff., jedoch in weniger allgemeiner Form, verdffentlicht. 
+) In der Tat wird die meistens zugrunde gelegte Voraussetzung der stetigen 
Differenzierbarkeit von p(s) im folgenden nirgends bendtigt. 
+t) Diese Formel ergibt sich mittels der auf lineare Differentialgleichungen be- 
reits von Caqué, L. Fuchs, Poincaré, Giinther u. a. angewandten, in allge- 
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befriedigende Lésung wu ®(s) derselben Gleichung wird durch die analoge 
Formel 


(4) w= S/ff-- Ds ae 10 + dtdr, dt,---de, dt, 


a=0O @s¢S4 545 <. 
Stand tyS8) 





geliefert. Jede andere Lésung von L(u) = 0 laBt sich aus diesen beiden 

in linear-homogener Weise mittels konstanter Koeffizienten zusammensetzen. 
Die der inhomogenen Gleichung 

(5) L(u) = 9(s), 

in der g(s) eine beliebige stetige Funktion bedeutet, und den Rand- 

bedingungen 

(6) u0)=0, [pst], =0 


geniigende Funktion berechnet sich aus 


(7) “(=> Si {f {': J, one 8 as tdtdt, dt,--- dt, dt,. 


a=0 OStStsns 
33323; 


2. Wir fiihren jetzt einen Parameter 4 ein und betrachten die 
Differentialgleichang 


(8) L(u) + Au=0 
Die den Randbedingungen (1), bezw. (3) geniigenden Lésungen u(s; A), 
u®(s;2) dieser Gleichung (8) erhalten wir aus (2) und (4), indem wir 
q(s) durch g(s)—A ersetzen. Sie sind also, wenn wir 4 als komplexe 
Variable auffassen, ganze transzendente Funktionen*) von 4; die bei der 
Potenzentwicklung dieser ganzen Funktionen nach 4 auftretenden Koeffi- 
zienten sind stetige, reelle Funktionen der reellen Variablen s > 0. 

Mit Hilfe einer festen Zahl h bilden wir 
(9) p(s; 2) = — sinh - w(s; 2) + cosh - u®(s; A). 
p(s; 4) ist nichts anderes als die in gewisser Weise normierte, der 
Anfangsbedingung **) 

‘ d 

(10) [cos h-u(s) + sink - p(s) i ~, 0 
wnterwertene Lésung von (8). 


meinster Weise aber erst von E. Picard [vergl. Traité d’Analyse (2. Aufi.), Bd. II, 
pag. 340ff.] entwickelten Methode der sukzessiven Approximation. 

*) Siehe auch Picard, Traité d’Analyse, Bd. III, pag. 89. 

**) Bei dieser Schreibweise sind die méglichen Randbedingungen den Darch- 
messern eines Kreises umkehrbar eindeutig zugeordnet, indem (10) dann und nur 
dann fiir zwei Werte h dieselbe Randbedingung bedeutet, falls die Differenz der 
beiden Werte h ein ganzzahliges Multiplum von z ist. 
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3. Wir untersuchen (8) zuniichst fiir nicht-reelle Werte von A; dazu 
wird es gentigen, den speziellen Wert 1=i—Y—1 einzusetzen. Wir 
bilden die beiden Partikularlésungen 

p(s; 7) = — sink - w(s; i) + cosh - u®(s; i) = n(s), 
cosh - w)(s; i) + sinh - u®(s; i) = (s). 
Ferner bedienen wir uns konsequent der folgenden Bezeichnungen. 


Ist ¢ eine komplexe GréBe, so bedeutet c, den Real-, c, den Imaginir- 
teil von c, so dab 


C=C, + it, 
ist; die konjugiert-imaginaére GréBe c,— ic, wird mit ¢, der absolute 
Betrag von ¢ mit |c| bezeichnet: 
jc®#=c-F =e? + ¢,% 


Ist u(s) eine differenzierbare (komplexwertige) Funktion des Argu- 
ments s>0, so bedeutet 


, d 
¥(@)= @), 
den Differentialquotienten von u(s),.an der Stelle s=a. Ferner werde 
d d 
p(s) (u (s) oe — v(s) an) = (uv) 


gesetzt; soll hierin dem Argument s ein spezieller Wert a erteilt werden, 
so wird dem Symbol (uv) der Buchstabe a als unterer Index angehiingt. 
(uv) erfiillt die folgenden Rechenregeln: 
1. (uv) + (vu) = 0; (uu) = 0. 
Il. Ist 
v(s) = cvs) + ce v®(s) [c), ec konstant], 
so gilt das assoziative Gesetz . 
(uv) =e (uv) + c® (uv). 
Ill. Real- und Imaginirteil von (uv) sind, entsprechend der Regel 
fiir die gewdhnliche Multiplikation, durch , 
(4, %) — (uy %), bezw. (u, 0) + (ug) 
gegeben. 
IV. » (ut) = 2i(u,u,). 
V. Sind u(s), v(s) stetige Funktionen, fiir die L(u), L(v) existieren 
und gleichfalls stetig sind, so gilt die sogenannte Greensche Formel 


(11) [(uL() — vL(u)} ds = (uv), — (ur). 
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Setzen wir in dieser Formel insbesondere fiir uw eine Lésung der 
Gleichung 
L(u) + iu =0 
und fir v die konjugiert-imaginire Funktion %@, welche der Differential- 
gleichung 


L(t) —it =0 
geniigt, so verwandelt sich (11) in 
(12) J |ul? ds = (0g tdu — (ado: 
0 
4. Es ist offenbar 
(#n). = 1. 
Aus der Greenschen Formel folgt, daB infolgedessen identisch in s 
(#7) = 1 


wird. Bilden wir mit Hilfe einer beliebigen komplexen Zahl / die lineare 
Kombination 


BY(s) = O(s) + 1+ (s), 
so gilt also auch (wie die Rechenregeln I und II zeigen) die Identitit 
(én) = 1, 

welche sich (nach III) in die beiden folgenden 
(13) (B,'1,) — (By'n) = 1, (B;'"2) + (B,'n,) = 0 
zerlegen laBt. 

Wir betrachten unsere Differentialgleichung 
(14) L(u) + iu =0 
zunichst in dem endlichen Intervall O< s<a. Ist j irgend ein reeller 
und / ein solecher Wert, daB f'(s) der Randbedingung 


(15) [ cos j - u(s) + sin j - p(s) “1_~ 0 
geniigt, so werden wir die Funktion 
=n(s)B(t) (s<t) 8 
oi HO TOe®) Gen [ost se] 


die zu den Randbedingungen (10) und (15) gehérige Greensche Funktion 
der Differentialgleichung (14) im Intervall 0---a@ nennen. Wegen 
(17) Gi(s, t) = G(s, t) + Un(s)n(¢) 
hangt die durch (16) definierte Funktion G’(s,¢) in linearer Weise von 
dem Parameter / ab. 

Wir deuten / als Punkt in einer komplexen /-Ebene mit dem recht- 
winkligen Koordinatensystem /,/,—0, und fragen, welche Lage / haben 
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muB, damit f(s) an der Stelle s=a>O einer reellen Randbedingung 
geniigt, d. h. damit eine Beziehung der Gestalt 


(18) cos j- pi(a) + sinj - p(a) (4) =o [0<j<al 
besteht. (18) zerfallt in die beiden Gleichungen 
? 
(19,) cos j - f(a) + sin j- p(a) (4%) =o, 
t 
(19,) eos j- y'(a) + sinj- p(a) (4) —0 


Um sie geometrisch zu deuten, bemerken wir zuniichst, daB es einen 
bestimmten Punkt /* gibt, fir den 


- ap,” 
(20) B"(@)=0, — p(a)(#-) =o 
ist. Wegen der aus (12) hergeleiteten Formel 
(21) (inde=J |n/ds >0 
0 


wird (20) erfiillt sein, falls wir /* so bestimmen, daB 


(6,°").= 0, (6," %), = 9 
ist. Diese beiden Gleichungen kénnen, nachdem die zweite gemaB (13) 


durch 
(8,""%;),, = 9 


ersetzt ist, in die eine 


(B" "Da = 0 
zusammengefaBt werden, welche 


on * — nda 
(#%,), + en Da 0, l (ns Na 


ergibt. Ebenso findet man, dab 
der Punkt 
= (ns). 
+ Gama 
den Relationen 


‘ dp,"* 
x(a) = 0, v(a)(“h) =0 
Geniige tut. 
Bei der durch die lineare 
Transformation 
m = cos j-8'(a)+sinj-p(a) (4) 
=[cosj-(a) +sinj-p(a) # (a)] 
+1-[cosj-4(a)+sinj-p(a) 9’ (a)] Fig. 1. 
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vermittelten ahnlichen Abbildung der /- auf eine komplexe m-Ebene gehen 
die Gleichungen (19) in 
m, = 0, m, = 0 

tiber. Infolgedessen stellt (19,) eine durch /*, (19,) eine durch 1, gehende 
Gerade dar, welche sich rechtwinklig kreuzen. Durchliuft also j das 
Intervall 0---2, so beschreibt der Schnittpunkt dieser beiden Geraden 
den itiber dem Durchmesser /*/, errichteten Kreis £,. Dann und nur 
dann, wenn | auf diesem Kreise liegt, geniigt B'(s) fiir s =a einer reellen 
Randbedingung. Da 


i 
Phe Gade 
ist, berechnet sich der Durchmesser 2r, von f, aus 
(22) 2r,-f \n|tds = 1. 
0 


Orientieren wir die /,- und /,-Achse wie in Figur 1 (pag. 225), so sind 
T*, 1, bezw. der héchste und der tiefste Punkt des Kreises f,. 

5. Es gilt der folgende grundlegende 

Satz 1: Jeder der Kreise §, (a>0) liegt in der oberen Halbebene 
1, > 0, und von zwei derartigen Kreisen umschlieft stets der dem kleineren 
Werte von a entsprechende den anderen. Infolgedessen schrumpft ¢, mit 
unbegrenst wachsendem a entweder auf einen innerhalb der siimitlichen €, 
gelegenen Punkt, den Grenzpunkt, zusammen oder konvergiert gegen einen 
Grenzkreis, der dann gleichfalls von allen £, umschlossen wird. 

Beweis: Da die Imaginirteile von 


: d dt 
(8), p(s) a3 #(s), p(s) de 
fiir s = 0 saimtlich verschwinden, ist 
(9), =(#%),=9, — (nip = 95 


(#7), = (® q))= 1, (1), = — 1, 
also 


(23) (6,'B,o— — + (8B) = — + T-D =. 


Als Gleichung des Kreises f, erhalten wir durch Elimination von j aus 
(19,) und (19,) die Relation 

(6,'8,), = 9, 
welche sich unter Benutzung von (23) und der fir u = #' giiltigen Iden- 
titét (12) in 


(24) S\eeds =1, 
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verwandelt. Der Ungleichung 


Sistas <l, 

0 
werden also entweder alle innerhalb oder alle auBerhalb des Kreises f, 
gelegenen Punkte geniigen. Da aber zufolge (24) £, ganz in der oberen 
Halbebene, der Punkte 1=0 also auferhalb des Kreises f, liegt und 
fir 1 = 0 


fippas>1,—0 
0 


ist, wird 


a 


(25) J \BPds<h, 


diejenige Ungleichung sein, welche fiir die Punkte / der von f, begrenzten 
(abgeschlossenen) Kreisfliiche &, charakteristisch ist. Daraus folgt sofort, 
daB f, ganz im Innern von &, liegt, falls b > a ist. 

Die Tatsache, daB der Grenzpunkt / bezw. jeder Punkt / der durch 
den Grenzkreis ausgeschnittenen Kreisscheibe ® innerhalb der simtlichen 
R, liegt, driickt sich analytisch dadurch aus, daB fiir derartige Punkte die 
Ungleichung (25) identisch in a erfiillt, d. h. 


(26) fiptdas<l, 
0 


ist. Daraus folgt der 

Satz 2: Die Gleichung L(u) + iu =0 hat, wenn i nicht reell ist, 
stets eine im Intervall 0--- co absolut-quadratisch integrierbare Lisung. 

Aus (22) ergibt sich: L(w) + iw =O besitzt einen Grenzkreis oder 
einen Grenzpunkt, je nachdem y(s) und damit iiberhaupt jede Lésung von 
L(u) + iu = 0 absolut-quadratisch integrierbar ist, oder nicht. 

Im Grenzkreisfalle gilt offenbar fiir die Punkte / der Grenzkreis- 
peripherie die Gleichung 


(27) S\BPas =), 
welche auf rig 
(28) (B3'B;').. = lim (8,'B,') = 0 


hinauskommt. Man kann sich auf folgende Weise davon tiberzeugen, dab 
auch im Grenzpunktfalle fiir den Grenzpunkt / die Beziehungen (27), (28) 
erfillt sind. . 


15* 
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Fithren wir die Gleichung (24) des Kreises f, aus, so erhilt das 
quadratische Glied 17 = |/|* den Koeffizienten fi n\*ds. Infolgedessen ist, 
wenn |, den Mittelpunkt von f, bedeutet, identisch in / 


Jipttds—1, =f\y/tds-{|l—1,P— v3) 
(29) 0 0 


2-aflerem—t0. 
und also wird im Grenzpunktfalle (lim r,— 0) gewiB 


J\eras=t 
0 
sein. Hieraus und aus der fiir den Grenzpunkt giltigen Ungleichung (26) 
folgt die Behauptung. 
Allgemein aber schlieben wir aus (26) und (29), mag / nun den 


Grenzpunkt oder — im Grenzkreisfalle — irgend einen Punkt der Kreis- 
fliche R bedeuten, 


+ 1 o > 1 
Jiptasz 4—ir, > fie'ras —ir,, 


fier ds< : Va 


(30) f 


nltds f\ptds<+-*) 
6. Die wichtigste Eigenschaft der Kreisfliche 8, spricht sich in dem 
Satz aus: 


Ist 1 irgend ein Punkt von &,, so gelten fiir alle reellen, stetigen 
Funktionen v(s), fiir welche 
Jo ds<1 





ist, die Ungleichungen 


(31,) — sf Gi, t)v(so@asat<t, 
00 

(31,) 0< [_[G,\(s, t)v(s)o(t)dsdt <1. 
00 


*) Vergl. die ganz analoge Beziehung fiir reelle 4 in meiner oben erwahnten 
Note, Géttinger Nachrichten 1909, pag. 44. 
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Beweis: Ich beschrinke mich auf den Beweis der zweiten Unglei- 
chung, da die erste sich auf ganz entsprechende Art beweisen laBt, und 
nehme zunichst an, daB / ein Punkt auf dem Kreise f, ist, so daB '(s) 
fiir s=a einer reellen Randbedingung (15) geniigt. Unsere Behauptung 
kommt dann darauf hinaus*), da die simtlichen Eigenwerte v des Kernes 


G,'(s, t) [0 ~e4 - a| 
die Ungleichung v > 1 befriedigen. 
In der Tat: angenommen, v wiire ein Eigenwert <1 und g(s) eine 
zugehérige (reelle) Eigenfunktion, d. h. 


(8) — v [ G(s, t) p(t) dt =0 [0<s<al, 
0 


so setzen wir 


w(s) = vf G,'(s, t) p(t) at. 


Dann wird 
v(s) + ip(s) = [G'(s, t)vp(t) dt, 
0 
folglich 
(32) L(b+ig) +i(v+ig) = — vy 


sein und w + ig den Randbedingungen (10) und (15) gentigen. Da diese 
reell sind, so befriedigen auch die beiden Funktionen y, m, jede fiir sich, 
jene Randbedingungen. Aus (32) schlieBen wir 
Liy)=(l—»)9, Ly)=-y9, 
durch deren Kombination 
LL(g) + (l1—v) p= 0 
hervorgeht. Setzt man 
L(y) —iV1—v-g=—y-iVl—vp=—u, 
so gentigt also w den Randbedingungen (10), (15) und der Gleichung 


L(u)+iVl—vu=0. 


Da die konjugiert-imaginire Funktion #@ die gleichen Randbedingungen 
erfiillt, liefert die Greensche Formel 


a a 


J (uL@ —a@L(u)}ds = 21VT—v [judas =0. 


Infolgedessen ist u(s), also auch sein Imaginirteil, d. h. p(s) identisch = 0. 





*) Hilbert, 5. Mitteilung, Géttinger Nachrichten 1906, pag. 460. 
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Damit ist die Annahme eines Eigenwertes v < 1 widerlegt und (31,) fiir 
alle Punkte / auf £, bewiesen. 
Sind V’, 2” irgend zwei Punkte auf £, und bezeichnet (s. Fig. 1) 


t=rl+(1—rf)l” (O<rt<1) 


denjenigen Punkt der Sehne 11”, welcher sie im Verhiltnis (1—r) : x teilt, 
so gilt vermége (17) 


G(s, t) = #G,"(s, t) + (1—) G4). 


Da fiir / und I” die Relation (31,) bereits als zutreffend erkannt ist, folgt 
sie nach der letzten Gleichung auch fiir alle Punkte der Sehne /'7” und 
damit fiir alle Punkte der Kreisfliiche 8, iiberhaupt. 

7. Kehren wir zu dem Intervall 0 < s < oo guriick, so werden wir 
nur dann, falls 7 ein Punkt der Grenzkreisperipherie f, bezw. der Grenz- 
punkt ist, 


G(s, t) [0 </<co] 


eine, bezw. die zu der Randbedingung (10) gehirige Greensche Funktion 
des Differentialausdrucks L(u) + iu im Intervall 0<s< co nennen. Ist 
die Gleichung vom Grenzkreistypus, so bedarf es zur eindeutigen Fest- 
legung einer bestimmten Greenschen Funktion noch einer Randbedingung 
fiir s = co; da sich diese Gleichungen (s. das folgende Kapitel) auch in 
jeder anderen Hinsicht wie Gleichungen ohne Singularititen verhalten*), 
hat man danach den Grenzkreisfall als den reguliiren aufzufassen. Im 
Grenzpunktfalle ist hingegen die Greensche Funktion durch die eine 
Randbedingung (10) fiir s—0 vollkommen festgelegt, so daB eine Rand- 
bedingung im Unendlichen gar nicht erst in Frage kommt: fir dieses 
Verhalten liefern diejenigen Differentialgleichungen, fiir die q(s) eine end- 
liche untere Grenze besitzt, wie wir sogleich sehen werden, ein typisches 
Beispiel. Das geometrische Bild der ineinander geschachtelten Kreise f, 
gibt, wie mir scheint, eine gute Einsicht in die Griinde und Bedeutung 
der dargelegten Fallunterscheidung. 

Da der Grenzpunkt, bezw. der Grenzkreis f im Innern der simt- 
lichen &, liegt, liefert die im Absatz 6 bewiesene Tatsache, zusammen 
mit friiheren Betrachtungen, den 

Satz 3: Ist G'(s, t) eine, bezw. die zu der Randbedingung (10) gehirige 
Greensche Funktion des Differentialausdrucks L(u)+iu (im Intervalle 0---00), 


*) Transformiert man die Gleichungsprobleme, welche Hilbert (Gétt. Nachr. 
1904, pag. 218 ff.), Kneser (Math. Ann. Rd. 58, pag. 81ff. und Bd. 63, pag. 477ff.) u. a. 
untersucht haben, auf das Intervall 0---o, so erhilt man stets Gleichungen vom 
Grenzkreistypus. 
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so gelten fiir alle stetigen reellen Funktionen v(s), deren quadratisches Inte- 


gral ju'ds <1 ist, und alle a>0O die Beziehwngen 


0 


(33,) —- rs [fe (s, t) v(s) v(t)dsdt < zs 
(33,) o<f i G,!(s, t) v(s) v(t) dsdt <1. 
. 00 


Auferdem existieren die Integrale 


S(Gits, 0)? at, (Gals, 0)? at 
0 0 


und sind stetige Funktionen von s. 

Den Hauptinhalt dieses Satzes kénnen wir auch dahin zusammen- 
fassen, daB Real- und Imagindirteil der Greenschen Funktion beschriinkte 
Kerne {im Sinne der Theorie der singuliren Integralgleichungen*)] sind. 


Kapitel IL. 
Eigenfunktionen im Grenzkreisfalle. 


8. Wir behandeln jetzt zuniichst den Grenzkreisfall und wihlen fiir 1 
irgend einen Punkt des Grenzkreises f, so dab 


(34) (6,'B;)).. = lim (6,'B,') = 0 
ist. Fiir den Kern 
(35) _ G(s, t) [o<i< 00 | 


gilt dann wegen 


[ fi@s,t) | dsat = [ J (G,'(s, t))®dsdt +, Sf (Giis, b)* as at 
00 0 
in 


<2 | Pds- fiveas 


ohne Abiinderungen die Theorie der reguliren Integralgleichungen, wie 
sie von Herrn Hilbert in seiner 5. Mitteilung**) entwickelt ist. Um die 
Eigenfunktionen des Kerns (35) festzustellen, fragen wir zunichst, wann 


*) Math. Ann. Bd. 66, pag. 276. 
™) Gott. Nachr. 1906, pag. 439 ff. 
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sich eine Funktion f(s) mittels einer reellen, stetigen, im Interval] 0---co 
quadratisch integrierbaren Funktion g(s) in der Form 


(36) f(s) — f @s(s, t) g(t) at 
0 
darstellen laBt. 
Besteht eine solche Darstellung, so setze ich 
f*(s) = f G(s, t) g(t) at. 
0 
Fiir die komplexwertige Funktion 


u(s) = f*(s) + if(s) 
findet man alsdann 


u(s) = far, t) g(t)dt 


(37) | - B(s),f n(t) g(t) at + 1(0),f Bi(t) g(t) dt, 


p(s) & = p(s) 6 J nit) g(t) at + p(s) 2 (pce) g(yat, 





L(u) + iu = — (6'y) - 9(s) = — g(8). 

Die letzte Gleichung zerfallt in 

38 . 

” 9-f-L(f*) 

Aus (37) folgt ferner, daB uw, und mithin auch f und f* gesondert, 


der Randbedingung (10) geniigen miissen. AuBerdem findet sich, da 
(6'y) = 1 ist, 


(39) (Bu), = lim (fu) = lim { (6%) - f°) g(t) at} = 0. 


Wegen (34), weil 7(s) absolut quadratisch integrierbar ist und (('y) fir 
0 <s < co zwischen endlichen Grenzen bleibt, muB aber auch 


(40) @u), = lim { FA) - fal)o@) at + nf #9 at} =0 


sein. Die Gleichungen (39), (40) ergeben, dab 
(41) (= 0, (Ki), = 0 
ist. Da £,'(s), B,'(s) reell sind, wird sowohl f*(s) als auch f(s), fiir 
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gesetzt, diesen Randbedingungen (41) Gentige leisten. Zusammenfassend 
kénnen wir daher sagen, daf f, L(f), LL(f) stetig und im Intervall 
0--- co quadratisch integrierbar sein, und ferner f sowie L(f) der Rand- 
bedingung (10) fiir s =O und den Randbedingungen (41) fiir s = co ge- 
niigen miissen. 

Diese fiir die Existenz einer Darstellung (36) notwendigen Voraus- 
setzungen sind auch hinreichend. Dabei geniigt es sogar, falls nicht / 
gerade der héchste Punkt (/, = max.) des Grenzkreises ist, von den Rand- 
bedingungen (41) allein die erste beizubebalten; und umgekehrt ist die 
erste von selbst mit erfiillt, falls f und L(f) der zweiten geniigen, voraus- 
gesetzt, daB 7 nicht gerade den tiefsten Punkt des Grenzkreises bedeutet. 
Sind nimlich u, L(u) stetig und absolut-quadratisch integrierbar und 
geniigt « auBerdem der Randbedingung (10) fiir s=0, so ist die Dif- 
ferenz von u(s) und 


— (G'(s,t){ L(wt)) + iu(t) Jat 


eine Liésung von (14), fiir welche (10) erfiillt ist; diese Differenz stimmt 
also bis auf einen konstanten Faktor ¢ mit y(s) tiberein. Erfillt « noch 
die erste der Randbedingungen (41), so muB, da 

€,%; (8) — € (8), €, Ng (8) + ey; (8) 
der Real-, bezw. der Imaginirteil von cy(s) ist, 


€, (B,'%).. — & (Bi'ne). = 9, 
€,(By' Ms). + & (B,'n,).. = 9 


sein. Daraus folgt 
¢, =¢, = 0, 


(B,' nu = (B,' Ng). = 
ist. Diese letzten beiden Gleichungen sind aber nur erfiillt, wenn / der 
héchste Punkt des Grenzkreises f ist (s. pag. 225). Die Anwendung der 
obigen Uberlegung auf 


auBer wenn 


u=—L(f)+if , 
liefert die Richtigkeit unserer Behauptung. 

9. Der reelle Wert 4 wird ein Eigenwert der Differentialgleichung 
L(u)=0 genannt werden, wenn g(s;4) nach s im Intervall 0--- co 
quadratisch integrierbar und 
F (B,'9). _ (By' p) =0 
ist. 

, ; 4) 
(42) 9(s) —$ 282 


V fo: »)* ds 
0 
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heiBt dann die zugehérige normierte Eigenfunktion. Die Eigenfunktionen 
der Differentialgleichung sind nach 8. zugleich Eigenfunktionen des Kerns 
G,'(s, t), indem, falls 4 Eigenwert ist, die Funktion (42) der Gleichung 


p(s) = (1+ ¥) [Gs t) p(t) dt 


geniigen wird. Infolgedessen besitzt L(uw) 0 héchstens abzihlbarviele, 
sich im Endlichen nirgends hiufende Eigenwerte, die wir mit 4,, A,, --- 
bezeichnen wollen; g,(s) sei die zu 2, gehdrige normierte Eigenfunktion. 
Das System 

(43) P1(8), P2(8), °° 

besteht aus lauter zueinander orthogonalen Funktionen, wie mittels der 
Gleichung 


Pp(8) = (4, — 4), f G(s, t) p,(t) at 
0 


in bekannter Weise geschlossen werden kann. Es soll aber weiter gezeigt 
werden, da wir in (43) ein volles System von Eigenfunktionen des Kerns 
G,'(s, t) besitzen, indem sich jede Kigenfunktion desselben aus héchstens 
zwei der Funktionen (43) linear mittels konstanter Koeffizienten zusam- 
mensetzen 1iBt. 

Ist nimlich g(s) eine stetige, quadratisch integrierbare Funktion, 
welche nicht identisch verschwindet und fiir welche ‘ 


(44) (8) — vf G(s, t) p(t) dt =0 
0 
ist, so muB nach Satz 3 
v>1 


sein. Nehmen wir zuniichst an, daB »> 1 ist, und setzen wir*) 
Vo—1l=s’t, —VYv—1=2-. 
Aus (44) folgt 


(45) LL(g) — (v—1) 9 = 0. 
AuBerdem geniigen g und L(g) den Randbedingungen (10) und (41). 
Da nun (45) lehrt, daB die Funktion 


¥= L(y) + 4-9 
L(y) +aty=0 


der Gleichung 


geniigt, so muB 
(46) v = L(g) + Ay = ct g(s; A+) 


*) Ist @ eine positive Zahl, so bedeutet Ya stets die positive Quadratwurzel. 
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sein, wo c* eine Konstante ist, die sicher dann verschwindet, wenn A+ 
keiner der Eigenwerte 1, ist. Ebenso folgt 
(47) L(g) + A+ = € w(s; 2-), 
und es ist wiederum c~=0, falls 4~ unter den 2, nicht vorkommt. Die 
Gleichungen (46) und (47) ergeben 


_ — cet p(s; 4*) + 98; 4-) 
y(s) = - an ; 





Damit ist (s) im Falle vy > 1 als lineare Kombination héchstens zweier 
der Funktionen (43) dargestellt. 
Ist y= 1, so folgt aus (44) 


LL(g) = 0. 
Kommt 0 nicht unter den 4, vor, so muB dann erstens, da L(g) den 
Randbedingungen (10), (41) geniigt, 

L(y) =0 


sein, und da zweitens auch g dieselben Randbedingungen befriedigt, 
ergibt sich hieraus 


y(s) = 0. 
Ist hingegen etwa 4, = 0, so folgt zuniichst 
(48) L(y) = % (8); 


wo ¢, ein konstanter Faktor ist. Wir zeigen, daB notwendig c,= 0 ist. 
Denn aus (48) schlieBt man 


L(g) + ig = ig + 69,3 


— 9(s) = f G(s, 1) [ip () + e,9,@) at, 
0 


und da 

(49) — 9, (8) =i, f G(s, t) p(t) at 
0 

gilt, 


— 9(s)= if Gs, t) p(t) dt + ic, p,(s). 
v0 


Multiplizieren wir diese Relation mit ,(s), integrieren nach s zwischen 
0 und co und vertauschen in dem auftretenden Doppelintegral die Reihen- 
folge der Integration, so ergibt sich vermége (49) in der Tat c, = 0. 
Also ist 
L(g) = 0, p(s) = const. @,(s). 

Damit ist bewiesen, daB (43) ein volles System normierter, zuein- 
ander orthogonaler Eigenfunktionen des Kerns G,'(s, ¢) reprasentiert, und 
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die Theorie der Integralgleichungen zeigt nun*), daB, wenn g(s) eine 
reelle, stetige, quadratisch integrierbare Funktion bedeutet, die in end- 
lichen Intervallen gleichmaBig konvergente Entwicklung statthat: 


fas, t) g(t) dt = S ate . [9% = F940) P,(8) ds| 


p=1 


Da die g,(s) ein Orthogonalsystem bilden, konvergiert auch die Reihe 


Da, GH, 09,1048 -> <r: ie -> 1 (E35) 


p=1 


gleichmaBig in jedem endlichen Intervall und stimmt folglich nach be- 
kannten Siitzen itiber gliedweise Differentiation unendlicher Summen mit 


—L (> #44) - “~“s (f G's, t) g(t) at) = Jats, t) g(t) dt 


tiberein. Daraus ergibt sich durch Addition von (50) 


(51) f(s) = [enna 
Se - Sno f fit) p(t) at. 


Diese Entwicklung iibertriigt sich von reellen sofort auf komplexwertige 
Funktionen g(t), falls wir diese als stetig und absolut-quadratisch inte- 
grierbar voraussetzen. 

Satz 4: Im Grenzkreisfalle ist eine jede (reelle) stetige, im Intervall 
0---+ co quadratisch integrierbare, den Randbedingungen (10) und (41) ge- 
niigende Funktion f(s), fiir welche auch L(f) stetig und quadratisch inte- 
grierbar ist, in absolut und gleichmdpig konvergenter Weise nach den 
oben definierten Eigenfunktionen ,(s) der Differentialgleichung L(u) = 0 
entwickelbar. 

Dabei ist das Erfiilltsein der zweiten Randbedingung (41) eine Folge 
der iibrigen Voraussetzungen, falls | nicht gerade der hichste Punkt des 
Grenzkreises ist; und wmgekehrt kann von der ersten Randbedingung (41) 
abgesehen werden, falls | nicht der tiefste Punkt jenes Kreises ist. 

10. Ist 4+ 4, (p= 1, 2,---), so kénnen wir*) die Integralgleichung 


*) Hilbert, 5. Mitteilung, Gitt. Nachr. 1906, pag. 457. E. Schmidt, Math. 
Ann. Bd. 63, pag. 452. 


*) Vergl. E. Schmidt, Math. Ann. Bd. 63, pag. 453f. 
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n(8) = p(s) — (2a) [ G(s, t) pf) at 
0 
in folgender Weise auflésen: 
Da »(s) absolut-quadratisch integrierbar ist, konvergiert [s. Formel (51)] 


[a%s, t) n(t) dt = 2 Se ¥2(0) 
: } 


2 ? 
also auch, falls 4+ 1,,4,,--- ist, die Reihe 
Np Pps) 
¥(s)= R pe 
(Pp) 


in jedem endlichen Intervall gleichmaBig und absolut. Aus 


n 


f Sree asf Sela | 


folgt durch Grenziibergang zu n = oo 


4 — 2 
[\otas D>)” 
, =. ii 
0 *p=l1 


mithin ist y(s) absolut-quadratisch integrierbar. 


sf ¥@) 9918) ds — D185 f 9918) (0) a 
0 (¢ 0 
ergibt wegen der Vollstetigkeit beschrinkter Linearformen*) 





* 
J w(s) 9, (8) ds = rate . 
i ourier koeffizienten von 


(52) p(s) = 4(s) — (A—#) (8) 


lauten also 
f 9 (8) 9,(8) ds = 4 (1— Pp) = ty PS 
Aus (51) schlieBen wir dann 
(53) f G(s, ) pat = a 5 i ~ ¥(s), 
und aus (52), (53) , 
n(8) = 9(8) — (a— df G(s, t) p(t) at. 


*) Hilbert, 4. Mitteilung, Gétt. Nachr. 1906, pag. 200. 
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Diese Gleichung ergibt erstens, dab g(s) — 4(s) und also auch 9(s) 
der Randbedingung (10) gentigt, und zweitens, dab 


L(y — 9) + i(n—g) = (4—1) g, 


L(y) + 4g =0 
ist. Mithin stimmt g(s) bis auf einen von s unabhiingigen (nicht ver- 
schwindenden) Faktor mit (s; 2) iiberein, und auf diese Art erweist sich 
p(s; 4) fiir 4+, als eine absolut-quadratisch nach s integrierbare Funktion. 
Da die gleiche Tatsache fiir 1— 41, bereits feststeht und ferner die am 
Beginn dieser Untersuchung zugrunde gelegte Randbedingung (10) 
ganz willkiirlich ist, sind folglich im Grenzkreisfalle fiir jeden (reellen 
oder komplexen) Wert von 4 die Lésungen von 
(8) L(u) + 4u =0 
simtlich absolut-quadratisch integrierbar. 

Um also zu zeigen, daB alle Lisungen von (8), welchen Wert auch 
4 haben mag, von diesem Charakter sind, geniigt es, dies allein fiir 1 =i 
oder, wenmn man will, fiir irgend einen andern speziellen Wert von i nach- 
zuweisen. Denn fiir jeden solchen 1-Wert, selbst wenn derselbe reell ist, 
kann man ganz entsprechend verfahren, wie in diesem Absatz 10 fiir 4=/ 
geschehen ist. Man hat also den 

Satz 5: Im Grenskreisfalle hat die Gleichung L(u) + iu=0 fiir 
jedes i lauter absolut-quadratisch integrierbare Lisungen; im Grenzpunkt- 
falle hingegen hat diese Gleichung fiir keinen einzigen Wert von 1 zwei 
voneimander unabhiingige derartige Lisungen. 

Als einfaches Korollar dieses Satzes ergibt sich, daB die Differential- 
gleichung L(u) = 0 sicher dann zum Grenzpunkttypus gehért, wenn die 
Funktion q(s) fir 0<s< oo eine endliche untere Grenze ¢ besitzt. 
Denn in diesem Fall zeigt die auf L(u) + 2u—0 anzuwendende Auflésungs- 
-formel (2), daB fiir reelle 4<c identisch in s die Ungleichung 


w(s34)>1 


d. h. 


statthat. 


Kapitel IL 


Eigenfunktionen und Eigendifferentiale im Grenzpunktfalle. 
11. Im Grenzpunktfalle, 2a dem wir uns jetzt wenden, haben wir die 
dem Grenzpunkte / zugehérige Funktion 
G(s,t)  [0< } <co] 
als Kern der mit unserer Differentialgleichung verkniipften Integralgleichung 
zugrunde zu legen. 
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Ist im Grenzpunktfalle o(s; 2) fiir einen reellen Wert 4 quadratisch 
nach s integrierbar, so werden wir 4 einen Higenwert, ferner die Ge- 
samtheit der Eigenwerte das Punktspektrum der Differentialgleichung 
L(u) =O nennen. Eine reelle, stetige Funktion =(s; 4) der beiden Argu- 
mente s>0, 120%), fiir welche =(s;0) =O ist und 


(54) SJ (E06; B) ds = sgn i. - @(2) 
0 


als stetige Funktion von 4 existiert, welche auBerdem der Identitiit 


a 
(55) L(E(s; a) +.f wd, =(s; nw) =0 
0 
und der Randbedingung 
[cosh - = (s; 4) + sink - p(s) — ia oi) =0 


=0 


geniigt, heiBe voriibergehend eine zuldssige perth von (55). Dabei ist 
unter 


2 
| ud, =(s; u) 
0 

natiirlich die Differenz 


[w= (8; a)N=5 — [E(s5u) du 


za verstehen. — Der Wert 4 soll dann und nur dann dem Strecken- 
spektrum der Differentialgleichung L(w) = 0 zugerechnet werden, falls es 
eine zulissige Lésung =(s;4) von (55) gibt, fiir welche die durch (54) 
erklirte Funktion (4) in der Umgebung des in Rede stehenden Wertes 2 
nicht konstant ist**). 

12. Um die allgemeinsten aus Differentialgleichungen vom Grenz- 
punkttypus entspringenden Entwicklungen willkiirlicher Funktionen zu 
erhalten, beweisen wir, zuniichst noch ohne Benutzung der Theorie der 
singuliren Integralgleichungen, den wichtigen 

Satz 6: Es gibt eine stetige, monoton wachsende Funktion 9 (i) von 
der folgenden Beschaffenheit: =(s; 4) ist dann und nur dann eine zulissige 
Lisung von (55), falls es sich mittels einer stetigen Funktion §(A), fiir 


welche “de a) im Hellingerschen Sinne stetig integrierbar ist***), in der Form 


*) Von jetzt ab bedeutet 4 stets eine reelle Variable. 

«) Diese Definition entspricht der von Herrn Hellinger im Falle quadratischer 
Formen von unendlichvielen Variablen gegebenen Definition des Streckenspektrums 
(Dissertation, pag. 22; Crelles Journal, Bd. 186, pag. 242). 

*™) Hellinger, Dissertation, pag. 26ff.; Crelles Journal, Bd. 136, pag. 237. 
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a 
(56) = (5; 4) =f (5; «) d&(u) 
0 
darstellen laipt, und in diesem Falle gilt fiir jedes Intervall & der Variablen 1*) 


- (d§)° 
(fazras -{ = 
0 (a) “e 


Durch die angegebenen Eigenschaften ist 9(4) bis auf eine additive Kon- 
stante, die durch 9(0) = 0 festgelegt werde, eindeutig bestimmt. 
Zum Beweise bedienen wir uns der folgenden Hilfssiitze. 
Hilfssatz 1: Jede zulissige Lésung = von (55) laBt sich mit Hilfe 
einer stetigen Funktion §(4) in der Form (56) darstellen. 
Beweis: Aus (55) folgt fiir das Intervall A = (A, 1+ ¢) 
Ate 
— L(AZ(; 2) = (eE(s; wh —f (650) de 
i 
= 4-A=(s;4)+ AA{E(s3;4+ 2)— =(s;4,)}, 
wo 4, ein gewisser von s abhiingiger, aber jedenfalls dem Intervall 
4-+-A4+¢ angehériger Wert ist. Mithin konvergiert der Ausdruck 
Az Az 
L(‘n3) +4 aa» 
wenn wir 4 festhalten, dagegen « nach 0 streben lassen, gleichmaBig in 


der Variablen s (falls diese auf irgendein endliches Intervall beschrinkt 
wird) gegen 0. 


Andererseits ist, falls 
(2) = [ - sinh-= = (s; a) + cosh p (s) d= Az ae 
gesetzt wird, 


u(x, | 7(8; u)d&(u)) +i- Hef 96s) a8 (u) = Af (2H) 9(65 0) a8(u) 
(4) (a) (a) 


s=0 


-{2 Jocimewdn—osirorare| +f" eu ) ees i) g mm 


Die rechte Seite konvergiert aber wiederum mit abnehmendem « gleich- 
maBig fir O< s<a gegen 0. Das _— gilt demnach auch fiir 
(67) Lay) +4 a 


wenn r 


Y (8; 2) = 2(s; 4) —f (s; u) d&(u) 


*) A bedeutet zugleich das sich auf dieses Intervall beziehende Differenzsymbol; 
vgl. Math. Ann. Bd. 66, pag. 288 u. 294. 
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gesetzt wird. Y erfiillt die Randbedingungen 


[ cos h -¥ + sink - p(s) on ~~” 0, 


a 
[— sinh - ¥ + cosh- p(s) 4°] = £(2) —f'dé(u) = 0, 
0 
aus denen 


o— (vs s) Fee” 


folgt. Die gleichen Randbedingungen erfiillt also auch a Daraus und 
weil der Ausdruck (57) gleichmaBig in s gegen 0 geht, ergi-t sich, dab 


lim Sr = 0, ai 2*Cs4 


lim 77 b & aa =0 


sein muB. In der Tat: bezeichnet man im Intervall OS s<a mit Q 
das Maximum von 4q(s)—4|, mit 6 das absolute Maximum des Aus- 
drucks (57), mit P das Minimum von p(s), so liefert (7), auf L(u)+Au 
statt auf L(u) angewandt, fiir 0<s<a die Ungleichung 


AY| - 7 3Qn 
ar | $2 ype J [farat-. . dt, dt, 
Se Sts- 
StnrZ'n <:) 
= + n VE -:V2 4 
es a (eV? +. M2), 
Q pe+t Qn +2! 2Q 
n=0 


Damit ist unsere Behauptung erwiesen, und wegen =(s;0) = 0 folgt aus 
ihr die Gleichung (56). 
Hilfsatz 2: Sind 


= (8; 2) = fp (95m) dE (u), (954) = f(s; u) aE (W) 
0 0 


zwei zulissige Liésungen von (55) und A, = (4)4,), 4g = (itp t,) zwei ge- 
trennt liegende Intervalle auf der reellen 4-Achse (die héchstens mit ihren 
Endpunkten zusammenstoBen), so ist 


4 


(58) (a, =. A,S@ds = 0. 
0 


Zum Beweise dieser Behauptung bemerke man zuniichst, dab, wenn 
u,v zwei stetige (reelle), quadratisch integrierbare, die Randbedingung 
(10) befriedigende Funktionen von s>0 sind, fiir welche auch L(u), 
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L(v) stetig und quadratisch integrierbar sind, die Greensche Formel in 
der Gestalt 


f(uL(o) v L(u)} ds = 0 


giiltig ist. Denn unter den angegebenen Umstiinden ist im Grenzpunkt- 
falle, wenn wir 

a(s) = — (Lu) +iu), y(s) = — (L@) + iv) 
setzen, 


u(s) = f G(s, t) a(t) dt, v(s) = f “als, t) y(t) dt, 


J uL(o) ds = —f fas, t) y(s) x(t) dt ds — i fur ds 
0 oo o 
=—if uvds— [[ @(s,2) a(s) y(t) dt ds*) = f vL(u) ds. 
t) 00 0 , 
Verstehen wir unter A, das Intervall 4,4, unter A, das Intervall ayy, 
so liefert die Anwendung dieser Formel auf 


u=A,=9, v=—A,=% 
fiir 


V(a,w) =f d,=9- A, 2° ds 
die Gleichung . 


“ a 
(u—4) VA, u) =f V(A,u) du —f V(a,u) aa, 
Bo do 


aus der in der Tat durch die auf pag. 298 meiner Arbeit iiber singulire 
Integralgleichungen (Math. Ann. Bd. 66) angegebene SchluBbweise 


<i< 
Via,p)-0 fir “S454, 


My SuSh, 
mithin (58) hervorgeht. 


Wahlen wir =") ===, so gilt demnach, wenn @(A) durch 
(54) definiert wird, fiir jedes Intervall A 


(59) fia =)? ds = Aa; 


@(4) ist also eine nirgends abnehmende Funktion von 4. 





*) Zur Rechtfertigung der vorgenommenen Integrationsvertauschung s. Math. Ann. 
Bd. 66, pag. 286. 


























Differentialgleichungen mit Singularititen. 243 


Natiirlich ist umgekehrt, falls fiir ein stetiges (4) das nach s ge- 
nommene quadratische Integral von 


= (8; 4) — f 963 u) d&(u) 


existiert und gleichfalls stetig ist, =(s; 4) eine zulissige Lésung von (55). 
13. Stehen zwei stetige Funktionen §(4), (4) in dem Zusammen- 
hang miteinander, daB fiir jedes Intervall A 


(60) J (fo6su) a6)" as = do 


0 


ist, so nennen wir sie kurz ein £,@-Paar. Definieren wir dann = (s; A) 
durch (56), so ist 


§(4)— §(0) = -|- sin h - = (s; 4) + cosh - p(s) d= he a) 
Fiihren wir 


=0 


X(s; a) ~ { o, t) =(t; 4) dt 


ein, so gilt, wie leicht zu zeigen ist, 


= (8; 4) =f (u — i) d, X(s; u) 
und folglich ° 
E(a) — £0) = f (u— 1) dx(u), 
wenn ° 
x(2) —[— sinh - X(s; 4) + cosh - p(s) Ci) -f 902 =(t; a) dt 


gesetazt wird. 


Ist A ein festes Intervall, das irgendwie in endlichviele Teilintervalle 
4,,-° 4, Salta ist, so wird*) 


aa 3 foo see al, 


und da die m Funktionen 


A=1 


4,5 (t; 4) 
V4,@ 


*) Glieder, fiir welche A,@=0 ist, sind in dieser Summe iiberhaupt fort- 
zulassen. 


(h =1,---, m) 


16* 
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nach (58), (59) normiert und zueinander orthogonal sind, folgt 


Slat!" (iaayieae 
2 4,@ Sf 18 | 


Ist A, = (4,_,,4,), so ergibt sich hieraus, wenn der gréBte Wert von 
Vi + 2 im Intervall A mit m, bezeichnet wird, 


> (4,—*) a,1| <m > 4,1) S Vz at. > 4,o 
< m, W tis Swor at, 


und daraus, wenn wir die Teilung in Intervalle A, dichter und dichter 
werden lassen, 








: 7 
GE" sm far ae 
Es gilt also der 

Hilfssatz 3: Der Quotient ae bleibt fiir alle §,@-Paare unter- 
halb einer nur von A abhiingigen, festen Grenze. 

Die priizise obere Grenze desselben, d. h. die kleinste Zahl, welche 
fiir kein £, @-Paar von dem Wert des Quotienten oe iiberschritten wird, 
werde mit E(A) bezeichnet. Ist fiir jedes §, o-Paar Aw =0, also auch 
AE=0, so soll L(A) =O gesetzt werden. 


14. Hilfssatz 4: Sind A,, A, zwei mit ihren Endpunkten an- 
einanderstoBende Intervalle, so ist 


(61) E(A, + ,) = E(A,) + E(d,). 
Beweis: Wir nehmen etwa an, dab A, links von A, liegt, d. h. daB 
A, = (doy), Ae=(hiAg)3 Aa <a 
ist, und setzen 
B=A, + A, = (494). 
Bedeutet dann §(1), m(A) -irgend ein £, w-Paar, so ist 


Aé)? (a, 2 i 
GEE HO" 4 a < BCA.) + ECO), 


mithin 
(62) E(A) < E(A,) + E(d,). 
Aus irgend zwei &, o-Paaren 


g(a), a) (A); £2), c'*) (A) 
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bilden wir zwei neue derartige Paare, indem wir unter Benutzung zweier 
Konstanten ¢”, c® 


BE (4) = MEM (A), of (A) = [CP o® (4); 
ED (a) = 6 E™(A), (A) — [Po (2) 
setzen; wir wahlen insbesondere 


(1) (2) 
&}) -_ a8 : ce = a.§ “a 
A, a A, a” 


Nehmen wir ferner in den Definitionsgleichungen 
E(4) = 89) GSA) o,@)=—oP) Gs), 
= §2)(4)—d(a >) | = of (A) —e(A > 4,) 
fiir d, e solche Konstante, dab &, @, fiir 4 =, stetig ausfallen, d. h. 
d = §2)(4,) — EM (A,), e = of) (4,) — of (A,), 


so stellt, wie aus (58) zu schlieBen ist, (4), @,(4) gleichfalls ein &, w- 
Paar vor. Fiir dieses ist aber offenbar 


Ak, =A, Ey +O, & =e A, EO +@ AE = (4, &”)* 4 (A, &)? 


(1) (2) ? 
4, @ 4,@ 


A (1)\2 ( 42)\2 
Bog = By 04 + Ayrg = [CPA 0° + [CPA of = QE” 4 HEM 
mithin auch 


(a gD)? (A, &'*)? ia (A&,)* i 
A, o™® Ao® = Ao, S E(4) : 


Da hierin —&, o; &@), m® zwei willkiirliche §, @-Paare bedeuten, mub 
(63) E(d,) + E(d,) < E(d) 


sein. Aus (62), (63) ergibt sich die Richtigkeit des Hilfssatzes. 


Dieser zeigt, daB es eine Funktion g(2) gibt von der Art, dab fiir 
jedes Intervall A 


Ao = E(d) . 


gilt. Wegen E(A)> 0 ist e(4) eine monoton wachsende Funktion. Fiir 
jedes Intervall A und jedes —, w-Paar besteht die Relation 


(64) ‘ (AEP? < AwAg. 


Es ist des weiteren von Wichtigkeit zu bemerken, dab o(A) stetig 
ist. Bedeutet 4,< 4, << 4, <--+ eine wachsende Folge von Zahlen, welche 
gegen 4 konvergieren, und setzen wir 


4,= (Aya) Ay); At = (Ao, A), A= (45 4), 
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so ist fiir ein beliebiges £, o-Paar 
Gi < ate - 30 < De <0 


und wegen der Stetigkeit von &, @ also auch 
ee <> A,e < Ae. 


Die priazise obere nur von A abhiingige Grenze des links stehenden 
Quotienten ist aber E(A) = Ag; also mub 


Des > Aye <de, 4h. 0(d) = lim o(A,) 
tot h=o 
sein. Da das gleiche fiir jede abnehmende, gegen 4 konvergierende 
Zahlenfolge 4, auf dieselbe Art bewiesen werden kann, ist 9(4) in der 


Tat stetig, und (64) zeigt*), daB £(4) eine Funktion von beschrinkter 
Schwankung ist, daB fiir 


F(a) = f/a(u) 
die Ungleichung r 
(65) (AE) < Aw Ag 
statthat, schlieBlich, daB S®” stetig imtegrierbar und 
(66) [GP <0 
ist. i 
15. Ich setze 


P(s; 4) = f(s; u) do(u). 
0 


4 sei ein festes Intervall, a, ¢ positive Zahlen, und es gelte 


9(s;4)|SH,, 
solange 0 <s<a ist und 4 im Intervall A liegt. Man kann dann eine 
Einteilung von A in Teilintervalle A, = (4,_,, 4,) [h=1, 2, ---, m] derart 
angeben, daB fiir 4,_,<4<4,, 0 <s< a 
| p(s; 4) — p(8; 44) | <e [h = 1, 2,---,m] 


ist, und ferner zu jedem der Intervalle A, ein &,@-Paar £&,(4), @,(4) 
finden, fiir welches 


*) Hellinger, Dissertation, pag. 26 und pag. 30. 
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(A,&,)* > (1—«) A, @, - Aye 


gilt. Dann ist fir 0O<s<a 
Jos u) de(u) —>'o(s; A) Oie Se: de, 
Ifa) A=l1 


Pe A,) Bye Soi ) Ge 


<H,«- de, 














"(67)¢0°"" 
A 
Parc 4) nba" > Aa tf 966 ae oP de ait 
Se: yr eab" < 5. Saye = e-Ae. 
h=1 h=1 
Dabei ist 


Ea) =f! dé, (u)| 
0 


gesetzt und von der Ungleichung (65) fiir § =, Gebrauch gemacht. 
Nach (58), (59) ist 


J (aes = vl (85 #) aé(w)} ds -> (ee) A,0, 


1 (A, &)* <>, Q = Ao. 


J A, @), 


Wir verkleinern die linke Seite dieser Ungleichung, wenn wir die obere 
Grenze co des Integrals durch a ersetzen. Die Abschitzungen (67) ergeben 
folglich 


J (AP)tds< Ag +26(2+ H,) Va (Ao)? + [e (2+ H,) Ae] =a. 


Da « eine beliebige positive Zahl ist, muB . 
J (AP)'ds < de, 
0 

mithin ‘ 


[(AP)'ds = Ao < Ae 
0 


sein. Da hiernach g, 6 ein £, @-Paar ist, wird 


OO" <he, i. Ag<ds, 
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folglich Ag = Ao ausfallen. Die Funktionen e(4), (4) dilden also ein 
£, @-Paar, und P(s; 2) ist eine suliissige Lisung von (55). 
Daraus kann allgemeiner geschlossen werden, daB 


4 


= (8; 2) = f p(s; w) d&(u) 
0 


eine zulissige Lésung ist, falls oe stetig integrierbar ist. Man findet 
naimlich 


P{ <7 A,P(s;2) 4,8)? 1/4, 8\2 “de? 
(68) S\> a E h ds => (s") A,o <J S ; 


a=1 
Andererseits wird fir O< s<a 


crc mm 2 m "7 
4, P(s; 4) O46 dP(s;a)dé | (46)? (4,6)* 
See presale See 


A.o | 
hai J Ufa) het ~** J 


Ersetzen wir in der Ungleichung (68) die obere Grenze co in dem links 
auftretenden Integral zuniichst durch a und gehen dann zu dichteren und 


dichteren Teilungen des Intervalls A iiber, so folgt demnach, da bei 
diesem ProzeB 


“dh? Sas" 
fa) de hai Ane 
gegen 0 konvergiert und 
a 
=(c. 7) — (EPG: dew 
=(5;4) 7 de (u) 
ist, 


f(azyas S, (“Ge 


mithin auch 
. =\27- “(d§)* 
Ao — [(a=)as <J i 


Wegen (66) muB in dieser Beziehung notwendig das Gleichheitszeichen 
gelten, und damit ist dann schlieBlich der Satz 6 in allen seinen Teilen 
bewiesen. 

16. Die Basisfunktion 9(4), welche in der Umgebung eines Wertes 4 
dann und nur dann konstant ist, falls dieser Wert nicht zum Strecken- 
spektrum gehért, oder besser das System der Differentiale von (4) be- 
sitzt fiir das Punktspektrum sein Analogon in derjenigen Funktion r(A), 
welche fiir alle von den abzthlbarvielen Stellen 1, des Punktspektrums 
verschiedenen 4 den Wert 0, und fiir 1, den Wert 
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r(4,)=— > - 


S@e;rp)*ds 
0 
hat. Wir kommen iiberein, 


R(s; 2) = (5; 2) (2) 
als die Eigenfunktionen [ohne den Zusatz ,normiert“], 
dP(s; 2) = p(s; 4)de(d) 
als die Eigendifferentiale der Gleichung L(u) = 0 zu bezeichnen. 


Indem wir, wie in Satz 6, o0(0) = 0 annehmen, setzen wir voriiber- 
gehend 


ot(v) =0 fir v<1, oe (v)=0 fir v<l, 
=o(Vv—1) fir v>1 =—o(—Yv—1) fir vy>1 
und analog 
P*+(s;v) =0 fir v<1, | P-(s;v)=0 fiir v<l, 
=P(s;Vy—1) fir »>1 =—P(s;—Yv—1) fir v>1. . 


Dann erfiillen P+, P~, fiir A gesetzt, in jedem Intervall A, der Variablen v 
die Gleichung 
(69) A,A(s; 7) =f vd, fox (s,t) A(t; v) dt. 


fa,) 

AuBerdem ist 
{(d,P*)¥ds=A,o*, _[(A,P-)'ds = Ayer, 
0 0 


und wenn A}, A? irgend zwei Intervalle sind, die sich auch teilweise oder 
ganz iiberdecken diirfen, 


oo 


JOiP+. A:P- ds = 0. 
0 


Bilden wir mittels irgend zweier stetiger Funktionen ct(v), c~(v), 


fiir welche ee, — stetig integrierbar sind, die Funktion 


’ 
(70) A(s; v) = fers — a +{= ese, 


so ist dieselbe stetig in s und vy, geniigt der Gleichung (69), und es gilt 
fiir jedes Intervall A, nach dem in 15. Bewiesenen 


fianpar— (400 + 90" 
0 


wm, * 
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Wie aus Satz 6 und dem Zusammenhang, in dem der Kern G,'(s, ¢) mit 
dem Differentialausdruck L(u) steht, hervorgeht, laBt sich aber auch jede 


stetige Funktion A(s;v), fiir welche (69) erfiillt und — [Ads eine stetige 


0 
Funktion von vy ist, in der Form (70) mittels zweier stetiger Funktionen 


c*(v), e~(v) darstellen, welche die Eigenschaft besitzen, dab ee oe 


stetig integrierbar sind. Die nach v genommenen Differentiale von Pt 
und P- bilden demnach, wenn wir uns so ausdriicken wollen, ein volles 
System zueinander orthogonaler Eigendifferentiale des Kerns G,'(s,t). Die 
Theorie der singuliren Integralgleichungen liefert deshalb, wenn wir den 
vom Punktspektrum herriihrenden Anteil wie in Kapitel II bestimmen, die 
fir jede reelle, stetige, quadratisch integrierbare Funktion g(s) giiltige, 
absolut und gleichmaBig konvergente Entwicklung 


(8; Ap) [ g(t) p(t; dp) at 


fee t)g(t)dt =) —__* ____ 


(9) (1+ 45) f (pit; 4p)? at 
0 





+o o~ +~ oo 
nd, Pt(s; 9) d, f g(t) Pr(t;»)dt — *d, P(e; ») d, f g(t) Pt; ») at 
rN iae> oe 4 < . es 
/ v-det(yr) / v - do-(y) 


Die Summe der beiden letzten Integrale laBt sich zu 


+0 «o 

34 ; 
feet a, foie) P es ayat 
—@ 0 


zusammenfassen. Wenden wir auf die erhaltene Entwicklung den Dif- 
ferentiationsprozeB ZL an und verfahren analog wie in 9., so resultiert 
schlieBlich der [in meiner Note (Géttinger Nachrichten 1909) nur fiir den 
Fall, daB q(s) eine endliche untere Grenze besitzt, bewiesene] 

Satz 7: Im Grenzpunktfalle ist jede (reelle) stetige, der Randbedingung 
(10) geniigende, im Intervall 0 --- co quadratisch integrierbare Funktion f(s), 
fiir welche auch L(f) stetig und quadratisch integrierbar ist, in absolut und 
gleichmiifig konvergenter Weise in der Form 


f(s) =D (6; 2) O(2) + J ols; a)aF (2) 


darstellbar; dabei berechnet sich das Koeffizientensystem C, df aus den 
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Eigenfunktionen R(s;2), beew. Eigendifferentialen dP(s; 2) der Gleichung 
L(u) = 0 mittels der Formeln 


C(a) = fis) R(s;4)ds, AT (a) - {70 AP(s; 4) ds. 


Dieses Theorem, welches zeigt, daB sich die ,,willkiirliche* Funktion 
f(s) als lineare Kombination der den Werten 2 des Punkt- und Strecken- 
spektrums korrespondierenden Lésungen g(s; 4) darstellen laBt, darf als 
das Hauptziel der vorliegenden Arbeit betrachtet werden. 


, Kapitel LV. 

Uber das Spektrum der Differentialgleichung L(u) = 0. 

17. Die aus dem Punktspektrum, den Hiiufungspunkten desselben 
und dem Streckenspektrum bestehende abgeschlossene Punktmenge auf 
der reellen 1-Achse bezeichnen wir, der Hilbertschen Terminologie ent- 
Sprechend, als Spektrum der Differentialgleichung L(uw) = 0. Handelt es 
sich nach wie vor um den Grenzpunktfall, so sind die nicht zum Spektrum 
gehérigen reellen Werte von 4 dadurch charakterisiert, daB fiir sie die 
inhomogene Gleichung 

L(u) + iu = g(s) 
stets eine der Randbedingung (10) geniigende, im Intervall 0 --- oo 
quadratisch integrierbare Lésung besitzt, falls wir nur voraussetzen, daB 
g(s) stetig und quadratisch integrierbar ist. AuBerdem hat fiir derartige 
4-Werte auch die homogene Gleichung L(u) + 4u—0 eine (und bis auf 
eine multiplikative Konstante natiirlich auch nur eine) quadratisch inte- 
grierbare Lésung. 

Da sich die zwei verschiedenen Randbedingungen von der Form (10) 
zagehérigen Greenschen Funktionen des Differentialausdrucks L(uw) + iu 
(im Intervall 0---co) nur um ein konstantes Vielfaches des fiir den 
Grenzpunkt | zu bildenden Produktes A'(s) 6'(t) unterscheiden, liefert Satz 5 
und ein in der Arbeit ,Uber beschrinkte quadratische Formen, deren 
Differenz vollstetig ist“ (Rend. d. Cire. Mat. di Palermo Bd. XXVII, 
pag. 378) von mir aufgestelltes Theorem das folgende Resultat: 

Satz 8: Wéhrend die zwei verschiedenen Randbedingungen fir s = 0 
zugehorigen Punktspektra der Differentialgleichung L(u) = 0 keinen einzigen 
Punkt miteinander gemein haben, ist die aus den Hiéiufungspunkten des 
Punktspektrums und dem Streckenspektrum gebildete Vereinigungsmenge im 
Gegenteil von der speziellen Wahl der Randbedingung (10) ganz unabhdngig.*) 

*) Dieser Satz gilt auch fiir den Grenzkreisfall, in dem Hiufungspunkte der 
Eigenwerte und Punkte des Streckenspektrums gar nicht vorhanden sind. 
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Die auf den ersten Blick plausible Vermutung, dab auch das Strecken- 
spektrum, fiir sich genommen, durch Abinderung der Randbedingung (10) 
nicht alteriert wird, vermag ich nicht zu bestitigen. In der soeben zitierten 
Arbeit habe ich gezeigt, daB das Streckenspektrum einer quadratischen 
Form von unendlichvielen Variablen gegeniiber der Addition vollstetiger 
Formen keineswegs invariant ist (1. ¢., pag. 392). 

18. Satz 9:*) Ist limg(s)=+ co, so besteht das Spektrum von 


L(u) =0 ausschlieBlich aus isolierten (d. h. sich nirgends im Endlichen 
verdichtenden) Kigenwerten, und zu jeder ganzen Zahl m > 0 gibt es einen 
einzigen Eigenwert i,,, dessen zugehirige Eigenfunktion fiir 0< s< c 
genau m Nullstellen besitzt. Dabei ist 1, <1, <dgK<---, und es gibt 
keinen Eigenwert, der nicht unter den 1,, enthalten wire. 

Ist lim inf g(s) = endlich, so gehiren dem Gebiet 4<¢ keine Punkte 


des Strecken- und genau soviele Punkte des Punktspektrums an, als die der 
Randbedingung (10) geniigende Lisung von 
L(u) + cu = 0 


Nulistellen besitzt. HeiBt diese Anzahl (die natiirlich auch oo sein kann) 
n, so gibt es zu jeder ganzen Zahl m, welche >0 und < n—1 ist, einen 
und nur einen Eigenwert 1,,<c, dessen szugehirige LEigenfunktion fiir 
O0O<s<co genau m Nulistellen besitzt. Es gilt wiederum 

dg SA, Ag <<, 


und jeder Eigenwert 1 <c ist mit einem der n Werte i,, identisch. 
Um diesen Satz zu beweisen, orientieren wir uns zunichst iiber die 
Lésungen einer Differentialgleichung 


d d 
L*(u) = 4 (p(s) 4*) — g*(s)u=0, 
in welcher g*(s) fiir s >0 oberhalb einer festen positiven Grenze g liegt. 
Fiir jede Liésung u(s) einer solchen Gleichung, die eine Nullstelle s,>0 
hat (und nicht identisch verschwindet), besitzt p(s) 3 im ganzen Intervall 


0<s<oo ein konstantes Vorzeichen, und es kann also u(s) sicher 
nicht noch eine weitere Nullstelle besitzen. Ebenso hat, wenn u(s) irgend 


eine Lésung jener Gleichung ist, p(s) s fiir s>0O héchstens eine 
einzige Nullstelle. — Hat eine Lisung f(s) die Eigenschaft, daB £(s), 


*) Oszillationsbetrachtungen fiir Differentialgleichungen mit Singularitaten findet 
man namentlich bei Bécher (Bulletin of the Am. Math. Soc., Okt. 1898, pag. 22 und 


Transactions of the Am. Math. Soc., Jan. 1900, pag. 40; vergl. auch Encyklopiidie 
II A 7a). 
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p(s) = beide fiir s>0O ein konstantes und zwar entgegengesetates Vor- 


zeichen haben, etwa B(s)>0, p(s) of <0, — ob es solche Liésungen 
gibt, kommt hier nicht in Betracht —, so ist fiir alle s 


(p(s) 3°) _ +f Bart <o, 


also 
0<aJ ‘B(®) dt < — (p(s) 4°) 


Da £(s) positiv ist, a within J B(t)dt und (wegen der Mono- 


tonitit von #(s)) a fortiori f (B())*? dt. Daraus folgt u. a, daB es bis 


auf einen konstanten Faktor nur eine einzige Lésung von der Art A(s) gibt. 
Nachdem wir dies vorausgeschickt haben, kehren wir zu unserer 


urspriinglichen Gleichung L(u) + 24u—0 zuriick. Ist 1<c, so gibt es 
eine Zahl a, derart, daB fiir s >a, 


q(s) -—14>0 
wird. Alsdann hat g(s;4) im Gebiet s >a, héchstens eine Nullstelle, 
und folglich ist die Anzahl der Nullstellen von p(s;4) im Bereich 0<s< 00 
gewiB endlich; wir bezeichnen sie mit (4). Man iiberzeugt sich leicht, 


daB in unserem Falle, in welchem gq(s) fiir alle s oberhalb einer festen 
(positiven oder negativen) Grenze bleibt, 


lim n(d) = 
A=-o 
wird. 
Sind a,< a,<---a,, die Nullstellen von g(s;4) (0<s<oo), 


der GréBe nach geordnet, so hat, wenn «>A ist, (s;u) mindestens 
eine Nullstelle in jedem der folgenden Intervalle 


O<8<4, A <8<ay,-*, Gq(2)-1 <8 <A, 
und es ist also 
n(w)>n(a) fir wedi. 

Es sei 4 eine feste Zahl <c. Wir betrachten eine unendliche Folge 
von Zahlen 1,,4,,---, welche wachsend gegen 1 konvergieren. Es wird dann 
m(4,) <n(4,) S++» Sa) 

sein und also 
lim n(Ay) =n(A—0O) 
p=en 
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einen bestimmten Wert < m(A) besitzen. Man beweist ohne Miihe, 
daB stets 
n(A—QO) = n(A) 
wird. 
Darauf betrachten wir eine Folge von Zahlen i,, A,,---, die samtlich 
<e sind und welche abnehmend gegen 4 konvergieren, und setzen 


lim n(4,) = n(4+0) = k. 
p=e 


Da die n(A,) von einem gewissen p ab alle = n(4+ 0) sein werden, 

kénnen wir von vornherein annehmen, daB 
n(d,) = n(A,) =--- =k 
ist, und kénnen demnach allgemein die Nullstellen von g(s; 4,), der 
GréBe nach geordnet, mit 
a), af), ---, al?) 
bezeichnen. Dann ist (fiir jedes m < k) 
a® << a®@<---<aM<--- in inf. 

Ist die Konstante b so gewiahlt, dab fiir s >b 


q(s) — 4,20 
ausfallt, so bleiben die Nullstellen 
a?), ay, ---, a, 


fiir alle p unterhalb der Grenze b, da oberhalb derselben g(s;4,) nach 
friiheren Betrachtungen nur eine einzige Nullstelle besitzen kann. Infolge- 
dessen existiert 


lim a =a, <b (fir m=1,2,---,k—1), 


p=o 

und die so erhaltenen Nullstellen a,, a,,---, @,_, von (s;4) sind 
simtlich voneinander verschieden. Wiirden nimlich etwa a) und al’ 
gegen dieselbe Grenze a, = a, konvergieren, so miiBte fiir s =a, =a, 


Op(s; 4 
g(s;4)—0, PSD 9 


sein, was offenbar nicht méglich ist. Da jede Nullstelle von g(s; i) 
Haufungspunkt von Nullstellen der Funktionen (s; 4,) (p = 1, 2,---) 
sein muB, werden mit den Zahlen a,, a,,---,@,_, die simtlichen Null- 
stellen von g(s; 4) erschépft sein oder nicht, je nachdem lim ay) un- 
endlich oder endlich ist. _ ‘ 

Das Vorzeichen von Cots te) an der Stelle a) wird fiir alle p 


dasselbe, etwa 6(— +1), sein. Ist nun 


lim a?) = co, 


p= 
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so mu von einem gewissen p ab a(?) die Grenze b iiberschreiten und 
dann nach friiherem 


‘sgn 9(s;4,)—=—d fir bos<alp, 
gn P04») 4 6 fir b<s 
sein. Daraus folgt durch Grenziibergang 
sgn p(s;4)—=—<d fir s>b, 


dg(s;4 
9) +8 fir s>b. 


Mithin ist s. oben) @(s; 2) quadratisch nach s im Intervall b<s< co 
integrierbar, also p(s; 4) eine Eigenfunktion und 4 ein Eigenwert. Wir 
fassen diese Betrachtungen zusammen in den Hilfssatz: 

Im Gebiet 4 << ist entweder 

n(4)=n(A+0) oder n(4)+1—n(d4+ 0). 
Der zweite Fall kann nur dann eintreten, wenn i Eigenwert ist. 

Wir zeigen umgekehrt: 

Ist 1 ein Eigenwert <c, so gilt ‘n(i) + 1=n(i+0). 

Ich setze fiir den Eigenwert 4 kurz p(s; 1) = p(s), n(4) =k—1 und 
habe dann zu zeigen, dab, wenn i’ irgend eine Zahl >A und < ce ist, 
@(s; 4’) mindestens k Nullstellen im Gebiet 0 << s < oo besitzt. 

a,_, sei die gréBte Nullstelle von g(s). Ich will zunichst beweisen, 
daB jede Lésung von L(u) + 4u = 0, die sich von (s) nicht bloB durch 
einen konsianten Fuktor unterscheidet, mindestens eine Nullstelle > a,_, 
besitzt. Fiir eine solche Lésung u(s) besteht die Identitit 


(11) ws) (w(6) 9% — 9) Fy) = PC 2) (2) (Fay 


Hatte nun u(s) fiir s>a,_, ein konstantes Vorzeichen 6, und bezeichnet 
ferner 6, das konstante Vorzeichen von p(s) fiir s>a,_,, so ware nach 
friiherem fiir hinreichend groBes s 


d : d 
sgn qe = — sgn i 7? 
Da auBerdem sgn (2 7. +6, ist, so wiirde die linke Seite von 


(71) das Vorzeichen — 66,,‘ die rechte das Vorzeichen + 66, erhalten, 
was nicht méglich ist. 

Denken wir uns nun in der Randbedingung (10) den nur bis auf 
ganzzahlige Vielfache von 2 bestimmten Winkel h so gewahlt, dab 
0<h<- ist, und verstehen unter j irgend einen Wert >0O und <h, 
bezeichnen ferner mit u,(s), v,(s) die durch 
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ao d ‘ 
[u(s)],-0 = — sin), | p(s) zi. = cos j 
bestimmten Lisungen von 


L(u)+iu=0, beaw. L(u) +i u=0, 


so hat u,(s) gewiB je eine Nullstelle zwischen denen von g(s), ferner 
eine, welche >a,_, ist, und schlieBlich, wie leicht zu sehen, auch eine 
solche, die zwischen 0 und der kleinsten Nullstelle von g(s) liegt. Die 
Anzahl der Nullstellen von u,(s), also a fortiori von v,(s) ist demnach 
=k. Numerieren wir die letzteren nach ihrer GréBe, so wird allgemein 
die m* Nullstelle von v,(s) mit wachsend gegen h konvergierendem j 
gleichfalls wachsend gegen die m” Nullstelle von v,(s) = @(s; 4’) kon- 
vergieren, und (s; 4°) kénnte nur dann weniger als k Nullstellen besitzen, 
wenn bei diesem ProzeB die k* Nullstelle von v,(s) gegen + co kon- 


vergierte. Dies hiitte aber wie oben zur Folge, daB v,(s); o fiir s>b 


konstantes und zwar entgegengesetztes Vorzeichen besiBen, so daB also 
’ ein Eigenwert wire. Wenn aber die Anzahl der Nullstellen von 
g(s; 4’) nur =k —1 ist, so haben auch simtliche Funktionen g/(s; w), 
welche Werten u > und < i’ korrespondieren, genau k — 1 Nullstellen, 
und alle diese Werte u miiBten aus demselben Grunde wie 4’ Eigenwerte 
sein. Da dies nicht zutreffen kann, ist in der Tat, wenn 1<ce ein 
Eigenwert ist, n(u) >n(4)+ 1, sobald « > 2 genommen wird. 

Aus dem Bewiesenen folgen alle Tatsachen des Satzes 9, soweit sie 
das Punktspektrum im Falle eines endlichen ¢ betreffen. Ist ¢ = + oo, 
so haben wir nur noch die Bemerkung, dab 

jim n(d) = co 

ist, hinzuzufiigen, welche ohne weiteres daraus einleuchtet, daB sogar die 
Anzahl der Nullstellen, welche (s; 4) in irgend einem festen endlichen 
Intervall 0 <s <a darbietet, gegen co konvergiert, falls 4 positiv tiber 
alle Grenzen wiichst. 

Die Aussage iiber das Streckenspektrum beweisen wir so: Ist 
A =(4,4,) irgend ein abgeschlossenes, ganz im Gebiet 4< ec gelegenes 
Intervall, welches keinen Eigenwert enthilt, so zeigen unsere Betrach- 
tungen iiber die Differentialgleichung L*(u) = 0 sogleich, dab es zwei 
positive Konstante a, A gibt, so dab 


9(8;2)|>A fir s>a, Sich 
ist. Hat e(/) die Bedeutung wie in Satz 6, so ist demnach 


( 


‘p(s;4)dg > Ade fir s>a, 
4) 
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und da die linke Seite dieser Ungleichung quadratisch nach s im Intervall 
0 <s<oo integrierbar sein muB, ist notwendig Ag =0, d. h. das Intervall 
4 von Punkten des Streckenspektrums frei. Infolgedessen liegt tiberhaupt 
kein einziger Punkt des Streckenspektrums im Gebiet 1 < c. 

Haben wir es z. B. mit einer Differentialgleichung 


L(u) =o —q(s)u=0 


zu tun, fiir welche lim g(s)=c existiert, so hingt die Entscheidung 


dariiber, ob dieselbe unendlich- oder endlichviele Eigenwerte < c¢ besitzt, 
davon ab, ob die Integrale der Gleichung 


d? 
ie 4 (¢—gia)u—0 


oszillatorisch sind, d. h. unendlichviele Nullstellen besitzen, oder nicht. 
Nach einem bekannten Kriterium*) tritt der erste Fall sicher dann 
ein, wenn 


lim inf s*(e—q(s)) > 4 


ist, der zweite sicher dann, wenn 


lim | sup s*(¢ — q(8)) <3 = 
ausfallt. Wortlich dasselbe Kriterium hat fiir die Differentialgleichung 


a + (PO) <*) + (c—q(s))u = 


statt, wenn nicht wie soeben p(s) identisch = 1, sondern nur lim p(s) =1 
vorausgeselet wird.**) ipa 


19. Es gilt allgemein der | 


Satz 10: Der Wert 4 =e gehért fiir jeden beschriinkten symmetrischen 
Kern dem Spektrum an. 


Wiire in der Tat 
K(s,t) [0<) <o| , 


*) Kneser, Math. Ann. Bd. 42, pag. 415f. 

“) Man kinnte daran denken, durch die bekannte Liouvillesche (oder eine 
aihnliche) Transformation unsere Differentialgleichung auf eine solche Form zu bringen, 
daB p(s)—1 wird. Aber abgesehen davon, daB dieses Verfahren die zweimalige 
Differenzierbarkeit von p(s) voraussetzt, wiirden dabei die in diesem Absatz 18 und 
in 20. besprochenen einfachen GesetzmiiBigkeiten villig verwischt werden. Deshalb 
erscheint mir die in 20. angegebene Methode, welche derartige Transformationen wie 
die Liouvillesche zu umgehen gestattet und die auch zum Beweis der im Text auf- 
gestellten Behauptung heranzuziehen ist, nicht ohne Bedeutung. 


Mathematische Annalen. LXVIII. 17 
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ein beschrinkter symmetrischer Kern, fiir den diese Aussage nicht zutriife, 
so mitiBte die mittels des iterierten Kerns 


KK(s, t) = (Ks, r) K(t, r) dr 
0 
gebildete quadratische Integralform 
J [KK(, t) v(s) v(t) ds dt 
00 


fir alle stiickweise stetigen Funktionen v(s), deren quadratisches Integral 


J v'ds=1 ist, oberhalb einer festen positiven Grenze liegen. DaB dies 


0 
aber nicht der Fall ist, erkennt man, wenn man mit Hilfe einer hin- 
reichend kleinen positiven Konstanten é die Funktion 


v3) = fir O<s<d, v(s)=0 fir s>e 


bildet und in jene Integralform einsetzt. 

Fiir eine beliebige Differentialgleichung L(u) = 0 (vom Grenzkreis- 
oder Grenzpunkttypus) besagt dieser Satz, da oo kein Eigenwert des 
Kerns G,'(s,¢) ist, daB das Spektrum der Differentialgleichung Werte 4 
von beliebig groBem absoluten Betrag enthiilt, oder, wie man sich aus- 
driicken kann, daB das Spektrum von L(u) = 0 ins Unendliche reicht. 

20. Indem wir uns jetzt der Behandlung einer speziellen Klasse von 
Differentialgleichungen zuwenden, beweisen wir den 

Satz 11*): Konvergiert p(s) mit unbegrenzt wachsendem s gegen eine 
positive Grenze, die wir =1 nehmen wollen, q(s) gegen eine Grenze, die 
ohne Beschriinkung der Allgemeinheit = 0 angenommen werden darf, und 
zwar so stark, dap die Integrale 


oo 


(72) J ip@®—1\dt,  f \a(o\at 
0 0 
existieren, so haben die Lisungen u™(s; 4), w®(s; 4) fiir 2>0 die Form 
ul(s; 2) = m,, (2) cos (sV2) + m,,(a) sin (sV4) + E,(s; 2), 
u)(s; 2) = mg, (4) cos (sV4) + my(2) sin (sV2) + E,(s; 4); 
die vier Funktionen m() sind stetig in 2 und 


0 E, (8; 4) 
os 


OF (8; 
E,(s; 4), °"S 9;  By(s;a), 


*) Einen Teil dieses Satzes hat im Falle p(s)=1 bereits Herr Kneser (Crelles 
Journal Bd. 117, pag. 84) bewiesen. 
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konvergieren mit unbegrenzt wachsendem s gleichmdBig gegen 0, wenn wir 
die Variable 4 auf ein endliches Intervall 4,<4< A, beschriinken, dessen 
unterer Endpunkt i, positiv ist. 

Konvergieren nicht bloB die Integrale (72), sondern sogar die folgenden 


(73) JStlp@®—A1jat, ft\q(pjat 


und ist 
lim s(p(s) — 1) = 0, lim sq(s) = 0 


so sind die vier Funktionen m(A) stetig differenzierbar, und 


, @E,(s;2) @E,(e;2) 9° E,(63% pl ad 
sE,(s; 4); ~ i ; : eB es ,, ae (i= 1,2) 
konvergieren mit wachsendem s gleichmifig fiir 44<24< 4, gegen 0. 
Wir erledigen den Beweis in zwei Stufen, indem wir namlich die 
vorgelegte Differentialgleichung L(u) + 4u—0 auf 


d / d 
(74) + (p(s) $3) + av = 0 
und diese auf 
on d*?w 
(75) as? +iw=0 
zuriickfiihren. Es sei v = v(s; 4) diejenige Lisung von (74), fiir welche 
V,29=— sinh, (p(s) a) -e = cosh 


ist; h sei ein beliebiger, von 4 unabhingiger Wert, so daB v(s;A) in 
bezug auf die Variable 4 reguliir-analytisch ist. Das gleiche gilt dann von 


p(s) ei =F (8;4 


diese Funktion geniigt der ae 


a*e z 


(76) ds? + 5 xa? =, 


welche fiir den Vergleich mit der Differentialgleichung (75) geeigneter 
ist als (74). Aus (75), (76) folgt naimlich 


[woe — we] — af Tw (S—1) at. 
Setzen wir hierin zuniichst w= cos(sV1), dann w—sin(sV4), 80 
ergibt sich 

* 
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—F -sin(sVi) — 1. ® . cos(sVi) = A, + vi fr (>- 1) cos(tVA)dt, 


Vi as 
(77) ba os 
F-cos(sVa) — a sd -sin(sVi)= B+ Vi fF (5-1) sin (tV/A)dt, 


Aa |-* - sin(sV4) — vi cos(sV2)| 


B,—| % - cos(sV4) — th sin(sV/) | 


s=a 


ist. Durch Elimination erhalten wir 


(78) = |B, cos(sYi) — A, sin(sV1)] 
+ Vifr(s —1) sin {(t— 8) Va} at. 


Wir beschrinken jetzt 4 auf ein ganz dem Gebiet 4 >0 angehiriges 
endliches Intervall 4,< 4<4,. Wir kénnen dann, da 
1 
Jisg— ae 
0 


konvergiert, eine Zahl a so bestimmen, dab 


= 1 1 
vif \t—1 dt<z 


ist. Haben wir die Konstante H so gewihlt, dab 
= H 1 90(;1)/ 
[e(s;4)|S, ‘Vi os < 4. 
fir OS sca, 44SASA, ausfallt, so ist 


|B, cos (V2) — A, sin(sVi)| <2 (far s>0, 4<A<A,), 
und ferner, wie jetzt gezeigt werden soll, 
(79) V(s34)\ SH fir OS s<o,14ciIcd. 
In der Tat, wire H* ein Wert > H, den 7| in dem besagten Gebiet, 
etwa fiir s=s', 4 =’, annihme und wire s’ [unter Festhaltung von 2’] 
sogleich als der kleinste Wert des Arguments s gewahlt, fiir den 

Ir(s;2) — a 

wird, so liefert (78), da s’ gewiB > a ist, 
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He <F+ HV) { (5 —1)sin(¢—s) V2) at} 


Ty HYVi, J <-1| \atse+H, 


mithin entgegen unserer Annahme 
H*<H. 


Nachdem so die Ungleichung (79) bewiesen ist*), folgt die gleich- 
miaBige Konvergenz der Integrale 


m,(4) = — sinh + [ve a) Ge- 1) cos (t V1) dt, 


%,(1) = : +, SU: 2) (1) sin (V/A) at. 
Durch eine leichte ein schlieBen wir aus (77), indem wir a= 0 


do 


nehmen und statt 7 wieder die Funktion v =— + 2° einfiihren, 


i ds 
(80) v(s; 4) = M, (A) cos (s V1) + m,(A) sin (sY2) + E(s; a), 
wobei 


E(e; 2) = -, “wos {(s—t) Vi} F(t i) (5 @— 1) dt 





*) Ein anderer Beweis von (79) li8t sich auf Grund des folgenden Majoranten- 
satzes fiihren: Sind «(s), y(s) die Lisungen zweier Integralgleichungen von der Form 


f(s) =2(s) — [ K(s, ) x(t) at, 9(8) = y(s) — [ Lis, hy(pat 
J H 
und ist 
; \f(8)| s9@), | K(s, ) | s Le, 
so gilt auch . 
|x(s)| s y(s). 


Wihlen wir in (78) von vornherein a= 0, so ist 


Vi+i+V)— vif |, —1 V(tjdt 
0 


eine zu (78) ,,majorante“ Integralgleichung, und wir bekommen daher 


(06; 4)| VIA «VFO; P() -{\>, —i/dt 
$ | p(t) 
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gesetzt ist. m,, m, sind also stetige Funktionen von 4, und es gelten, 
wie man sieht, gleichmaBig fiir 4,< 4< 4, die Limesgleichungen 
0B (;2) 


lim E(s; 2) = 0, lim 3, = 0. 


Wahlen wir in den die Lésung v bestimmenden Randbedingungen den 
Winkel h einmal = — = und ein andermal = 0, so erhalten wir fiir v 
zwei unabhingige Lésungen v)(s; 2), v(s; 4) der Gleichung (74), welche 
sich in der Form 

(65 2) — Hiy(2) 008 (sV7) + #,9(2) sin (s V2) + Bi(s3 2), 

v®(s; 1) = Mg, (4) cos (s V2) + Mgg(A) sin (s V2) + E,(s; 2) 
darstellen, wo die m stetig sind und die E samt ihren ersten Differential- 


quotienten nach s mit wachsendem s gleichmaBig gegen 0 konvergieren. 
Sind die schirferen Voraussetzungen 


(81) 


lim s(p(s)—1)=0, —_ft|p(t)—1|dt endlich 
sé 0 


erfiillt, so fallen die Funktionen m,(4), m,(A) in (80) stetig differenzierbar 
aus. Wir zeigen dies folgendermaBen: Aus (74) folgt fiir die Funktion 


= ovat ) die Differentialgleichung 


as *, (p(s) 2) + dv, =—v. 


Setzen wir also 
F(8, t; 4) = {v(s; 2) v(4; 4) — 0 (8; 4) 0 (E; 2)}, 
so gilt, da 
dv 
. (v.09, (p(s) Gi) _ = 0 
ist, 


v,(8; 4) = fF (8, t; 4) v(t; a)dt. 
0 
Durch Differentiation nach s gewinnen wir daraus, wenn wir noch 


F(s, t; 4) = p(s) FES 
einfiihren, die Gleichung 


bh - {Pot 2) v(t; a) dt. 


Demnach ergeben die Formeln (80), (81) eine Konstante H,, so dab 


OD \ < Hs fir s>0,<id<a 
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ist. Existiert also das Integral f t|p(t)—1\dt, so wird 


J (io) (76a) oom CV) at 


absolut und gleichmaBig konvergieren, und infolgedessen zeigt der Aus- 
druck, den wir fiir m,(4) gewonnen haben, daB diese Funktion ebenso 
wie m,(A) stetig differenzierbar ist. Auch erkennen wir, daB bei den 
gegenwirtigen engeren Voraussetzungen die Funktionen 

0E oF HE 

ds’ 04’ 0801 

mit wachsendem s gleichmiibig in 4 gegen 0 konvergieren. 

Damit sind nun die Aussagen unseres Satzes zuniichst nicht fiir die 
Funktionen w(s; 4), u®(s; 2), sondern fiir die Lésungen v")(s; 2), v®(s; 2) 
der Gleichung (74) bewiesen. Vergleichen wir aber in derselben Weise, 
wie es soeben mit 


sE, s 


~ d*w 
>=0O und dat t+ Aw =0 


do ri 
ds* * p(s) 
geschehen ist, jetzt die Gleichungen 
d d : 
ds (p(s) f) > (A —q(s))u == () 


und 


+ (p(s) 5) +iv=0 


miteinander, so gewinnen wir, falls das Integral — f |q(t)| dt existiert, die 
Formeln ‘ 
uD (s; 2) = m* (A) o(s; 2) + mi, (a) vo (s; 2) + EF(s; a), 
u)(s; 2).— m® (a) o(s; 2) + me (A) v®(s; 2) + ER(s; a). 
Hierin sind die m* stetige Funktionen von 4 allein, und die vier GréBen 
E,*, = ; E,*, ont 


ds’ 
konvergieren mit unbegrenzt wachsendem s gleichmiabig fiir 4,<4< 4, 





gegen 0. Ist sogar | ‘t\q(t) dt endlich, so sind die m* stetig differenzier- 
0 


bar, und es konvergieren 

@E? GE; aK? 
SEY 8 Hat Gok 
mit ; gleichmaBig fiir 4,<2< 4, gegen 0. Driicken wir in den so 
gewonnenen Formeln ov, v® mittels der Relationen (81) aus, so erhalten 


wir diejenigen Gleichungen, deren Giiltigkeit unser Satz behauptete. 
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Aus lim (uw, w®) = 1 ergibt sich, daB stets 


mt | y5(2), My (a)! _ 1 
se (A), mMgg(A) | i vi 
sein muB. 


21. Die soeben angestellten Betrachtungen erméglichen uns, in dem 
Falle, daB 
lim s(p(s)—-1)=0, lim sq(s) = 0 


ist und die Integrale 


fi\p(t)—1)dt sowie f t\q(t)\ at 
0 0 


endlich sind, die Bestimmung des Streckenspektrums und der durch Satz 6 
charakterisierten Funktion 9(4) vollstindig durchzufiihren. Unter den an- 
gegebenen Voraussetzungen besteht néimlich das Spektrum der Differential- 
gleichung aus endlichvielen Eigenwerten <0 und einem sich von 0 bis + oo 
liickenlos hinziehenden Streckenspektrum. Hat g(s; 4) [s. Formel (9)] fiir 
A>0O die Form 


(82) (8; 4) = m,(d) cos (s VZ) + m,(A) sin (si) + E(s; 4), 
[lim E(s; 4) =0 
so ist oer 


o(a) =0 fiir 1<0, 
d 


di - 
ee = 


Um zu zeigen, daB jeder Punkt 2 > 0 zum Streckenspektrum gehirt, 
beweise ich, dab, wenn A irgend ein ganz im Gebiet-1 >0 gelegenes 





Intervall bedeutet, das quadratische Integral J (AZ(s; 4))*ds von 
0 


AZ(s; 2) =f p(s; 0) dV 


(4) 
existiert und eine stetige Funktion der Endpunkte von A ist. In der Tat gilt 


fi (AZ)*ds = ff V.(i,u)dViaVn, 


(4) (4) 


[ (90: a) 09(6+¥) — (8; o— C9(s oi )) 


V (Am) — J 91658) 90650) ds = as 


wenn 





A—w 
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gesetzt wird. Fiihren wir hierim den Ausdruck (82) ein und be- 


denken, daB m,(A), m,(4) stetig differenzierbar sind und daB sZ, , 


7 Bs * gleichmaBig fiir alle in A gelegenen 4 mit wachsendem s 


gegen 0 konvergieren, so erhalten wir 


sin {(Vi—Vu)a} m,*@) 4 + m,*(2) 
VAA, 1) = Vi-—Vu 


Dabei ist R,(4,u) eine Summe von Termen, die teils gleichmiBig fiir 


alle in A gelegenen 4, u mit wachsendem a gegen 0 konvergieren, teils 
von der Form 


+ R,(A, Ut). 


O(a, w) «°° (Va—Vur) a} 


sind, wo die C(A, mu) gewisse (auch fiir 1 =) stetige Funktionen des 
Variablenpaares 1, u bedeuten. Daraus ergibt sich, dab 


JR, Gy u)dVu 
fa) 


mit wachsendem a gleichmibig fair alle in A gelegenen 4 gegen 0 kon- 


vergiert, und ferner, da 
+0 


‘sin x 
J dxz=a2 
x 


ist, daB 
(83) lim {fv (tu) dVn} aVi— > fLm2(a) + mi(a)]aVi 
(A) 


7a fa) 
wird. Damit ist der Nachweis der Existenz und Stetigkeit von fi (AZ)* ds 


erbracht. 
Ebenso wie (83) folgt aber, da @(2) stetig und monoton ist, 


faz AP ds = li LfM% (A, u) dV a} de(a) 
(84) = th “) 


? fi [m,* (4) + m,*(4)] dQ (A) - 
(4) 


Aus Satz 6 schlieBen wir sofort, dab, wenn die nach s genommenen 
quadratischen Integrale von 


=, (8; 4) = Js p(s; m) aE, (u), =,(s; 2) =f p(s; ) dE, (u) 
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existieren und stetige Funktionen von 4 sind, 


Jaz. Az, ds = J? 


wird. Nach den eben angestellten Sete diirfen wir nun gewib 
im Intervall A, welches ganz dem Gebiet 1 >0 angehért, 


£(4)=Vi, also =,(s; 4) = Z(s; 2); 
&,(4)= (4), also =,(s; 4) = P(s; 4) 


wiahlen, und wir bekommen dann 


faz phn iL = 


Ein Vergleich mit (84) liefert in der Tat 
‘ = 2 VA[m,2(2) + m,*(A)] (fir 4>0). 


Um die dadurch gewonnene Integraldarstellung in eine méglichst 
einfache Form zu bringen, fihre ich 


(834) ' 
(8; 4) = —#t (4>0) 
: Vatm, *(4) + m,*(2)] Va 
und fiir die » Punkte 1,(<0) des Punktspektrums die normierten Eigen- 


funktionen 
@ (8; 4;) 


V jiow 1))*ds 


ein. Dann gilt fiir jede stetige Funktion f(s), welche die Randbedingung 
(10) erfiillt wnd die Eigenschaften besitet, daB L(f) stetig ist und die 
Integrale 


¥,(8) = 


ffpas, f(Lipyds, fifids 
ny 0 0 
siimtlich konvergieren, die absolut und gleichmiBig konvergente Darstellung 


(85) f(s)= a ¥(s).f f(t) ¥,(t) at +f (3; 2), [ F(t) w(t; 4) dtda. 


Auf den Beweis der Tatsache, daB die Anzahl » der Eigenwerte j, 
in unserm Falle endlich ist, will ich hier, da derselbe keine Schwierigkeit 
bereitet, nicht weiter eingehen. — Zu den Integraldarstellungen (85) ge- 
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héren namentlich die, welche Herr Hilb in Kap. II seiner in der Ein- 
leitung zitierten Arbeit untersucht hat.*) 

22. Anstatt nach der soeben entwickelten Methode auch den von 
Herrn Hilb durchgefiihrten Wirtingerschen Fall zu behandeln — was 
leicht geschehen kann —, ziehe ich es vor, hier zum Schlu8 noch ein 
einfaches Beispiel dafiir zu geben, daB das Spektrum einer Differential- 
gleichung die ganze reelle 1-Achse iiberdecken kann. Gerade die Méglichkeit 
solcher Fille zwingt uns, die Greensche Funktion des Differentialausdrucks 
L(u) + 4u nicht fiir reelle, sondern fiir komplexe 4-Werte — etwa, wie 
in Kap. L. geschah, fiir 2 =i — aufzustellen. 

Das Beispiel, welches ich im Auge habe, ist das folgende: 


(86) L(u) =" +su(s) (80). 
Als Randbedingung werde u(0)=0 gewiihlt. (2) und (4) ergeben die 


Auflésungen 
~ 
(5) = > -<< 
u')(s) 2.3-5-6----8k—1-3k? 
k=0 


k pBk+1 
(3)(g) = = 3 : _ 
ui(s) 2 ms -8k-3k-+1? 


die sich mit Hilfe der Besselschen Funktionen J a » J, in der Form 
3 


w(s) = V3F (5) u(s) = V8r (Z)- Vea , (5 ss), 
u®(s) = V3 r (5) u,(s) = VBP (+) Vsds (2 $°s) 





darstellen lassen. Infolgedessen gelten fiir das Verhalten im Unendlichen 
die asymptotischen Formeln 


“awe : V cos ; *— 5), 
u®(s)~ y3r( ‘)\/2. 7-008 ( 3'2 — se). 


*) Die Hilbschen Voraussetzungen kommen darauf hinaus, daB p(s), q(s) analyti- 
sche Funktionen einer komplexen Variablen s sind, die fiir alle s, deren Realteil eine 
gewisse negative Grenze iibersteigt, reguliir sind, absolut unter einer festen Schranke 
bleiben und eine rein imaginiire Periode, etwa 221, besitzen. Unter diesen Umstiinden 
konvergieren p(s), q(s) fir s—=-+ je gegen eine feste Grenze, und zwar ebenso 
stark, wie e~* gegen 0 konvergiert. Natiirlich wird die Grenze, gegen welche p(s) 
konvergiert, als von 0 verschieden vorausgesetzt. — Neuerdings hat Herr Plancherel 
(Math. Ann. Bd. 67, pag.519ff.) die Giltigkeit der Hilbschen Integraldarstellungen unter 
beschrinkteren Voraussetzungen fiir die zu entwickelnde Funktion f(s) bewiesen. 
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Da uw (s+), w®(s+ 4) zwei voneinander unabhingige Lisungen der 
Gleichung 


(87) L(u) + du = 5% +(s+a)u—0 


sind, zeigen jene Formeln, daS (87) fiir keinen reellen Wert eine 
quadratisch integrierbare Lisung zuliBt und folglich der Differential- 
ausdruck (86) kein Punktspektrum besitzt, wihrend sein Streckenspektrum 
die reelle Achse liickenlos bedeckt. 

Die Bestimmung der Basisfunktion 9(4) ist nach der gleichen Methode 
wie im vorigen Absatz durchzufiihren. Im gegenwirtigen Beispiel ist 
(88) p(s; 4) = w(s +2) w(2) — w®(s + d) w™(A). 

Wird wiederum 


a 


Va(a,u) =f (8; 2) (53 u) ds 
0 


gesetzt, so gewinnen wir aus den asymptotischen Darstellungen der Funk- 
tionen w(s), w®(s) und deren Differentialquotienten leicht die Limes- 
gleichung 
— , a{e(1\-/2 eee 1 
Jim f Va(A, w) du = V8(C(Z)E (Cs) }* (mA) +e") — mC) (4) 1 = gray» 
(a) 
und zwar gilt dieselbe gleichmaBig fiir alle 4, die einem im itbrigen 
willkirlichen, ganz im Innern von A gelegenen Intervall angehéren. 
Daraus ist zu schlieBen, dab 
? d , 
ar = @'(4) 

ist. Schreibt man 

(8+ 4) u, (2) — u, (6 +4) u, (2) 

¥(6; 2) = 2 oe eee 

65) Yat) + u*@)— m0) 4) 
s0 besteht fiir die ,,willkiirliche* Funktion f(s) die Integraldarstellung 


f(s) = 5. (34), J 1 wits) at aa. 


Die Bedingungen, denen f(s) zu geniigen hat, kénnen ohne Miihe genauer 
prazisiert werden. Auferdem lift sich diese Integraldarstellung ebenso 
weitgehend verallgemeinern, wie es durch die von Herrn Hilb und die 
in Absatz 21 dieser Arbeit angestellten Untersuchungen mit dem Fourier- 
schen Integraltheorem geschehen ist. 


SchluBbemerkung. Statt der Gleichung 
(89) L(u) + i4u=0 
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kann man die allgemeinere Form 

(90) L(u) + Ak(s)u = 0 

zugrunde legen, in der k(s) eine fiir s>O stetige, positive Funktion 
bedeutet. Will man annehmen, daf L(=) existiert und stetig ist, so 


kann man (90) auf eine Gleichung von der spezielleren Art (89) trans- 
formieren.*) Wie man sich aber durch eine direkte Behandlung von (90) 
iiberzeugt, welche gar keine Schwierigkeit darbietet, ist diese Voraus- 
setzung der Existenz und Stetigkeit von L(=) iiberfliissig, da es, wenn 
nur k(s) stetig und > 0 ist, allgemein gelingt, Entwicklungen einer will- 
kiirlichen Funktion f(s) nach den einer festen Randbedingung gentigenden 
Lésungen von (90) herzuleiten, welche den Sitzen 4 und 7 genau ent- 
sprechen. Dabei hat man die in diesen beiden Siitzen auftretende Bedingung 
der quadratischen Integrierbarkeit von f und L(f) durch die Forderung zu 
ersetzen, daB die Integrale 


{iptas, J 1 (Lip)tds 
° 5 
konvergieren sollen.**) 


LaBt man auch die Annahme fallen, dab 4(s) fiir s>0O ein kon- 
stantes Vorzeichen besitzt, so gelangt man zu Fragestellungen, zu deren 
Beantwortung die Theorie der polaren Integralgleichungen***) herangezogen 
werden muf. Die genaue Formulierung der in diesem Falle giiltigen 
Entwicklungssiitze nebst einer Erweiterung der hier zur Sprache ge- 
kommenen Untersuchungen auf partielle Differentialgleichungen von 
elliptischem Typus+) hoffe ich binnen kurzem zur Veréffentlichung bringen 
zu kénnen. 


Bad Sooden a. d. Werra, den 4. Juni 1909. 
*) Vergl. z. B. Hilbert, Gott. Nachr. 1904, pag. 226. 
**) Auch die Resultate der Absiitze 20, 21 iibertragen sich auf den *allgemeineren 
Fall der Gleichung (90), wenn wir, statt k(s) identisch — 1 zu nehmen, nur die 


Endlichkeit des Integrals fe t\ k(t) ——1|\ dt voraussetzen. 
6 
***) Derartige Gleichungen sind zuerst von Hilbert (Gétt. Nachr. 1906, pag. 473ff.) 


behandelt worden. 
+) Vergl. Hilb, a. a. O, Kap. IV. 
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Satze tber Systeme beschrankter Orthogonalfunktionen. 
Von 


Micuet Prancueret in Freiburg (Schweiz). 


§ 1. 
Das Analogon eines Cantorschen Satzes. 
Die Funktionsfolge 
(1) [vp(x)] = 1(), P2(@),--- » Pp(@),-°- 
mége ein beschriinktes, normiertes System von Orthogonalfunktionen fiir 
das Intervall (0,1) bilden, d. h. ein System mit den Eigenschaften 


1 1 
(la, 1b) Sy, @)rdx =1, J o,ap, ada = fir p+q 
0 0 
(2) lp,@)|< M, (M>1, 0S 2<1, p=1,2,3,---) 


Der bekannte Satz von Cantor iiber die trigonometrischen Reihen 
hat hier folgendes Analogon: 

Satz 1. Damit eine nach den Orthogonalfunktionen (1) fortschreitende 
Reihe 


(3) A, Py (%) + Gy Pg(%) +--- 
»im allgemeinen“*) im Intervall (0, 1) konvergiert, ist notwendig, dap 
(4) La, = 0. 

pre 


Der Beweis stiitzt sich auf den folgenden Satz von Lebesgue**): 
Es sei f, die Menge der Punkte, in welchen das p* Glied einer Reihe 
meBbarer Funktionen 2%, (2), absolut genommen, kleiner ist als eine ge- 
gebene GréBe « ‘ 
\u,(@)|<e, e>0. 
Wenn eine unendliche Anzahl solcher Mengen I, existiert, deren Ma8 m(T,) 
die Ungleichung 


*) ,,Jm allgemeinen“ bedeutet: hédchstens mit Ausnahme einer Menge vom 
MaBe 0. 
**) H. Lebesgue, Lecons sur les séries trigonométriques, pag. 9—10. 
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m0) <4 
erfiillt, so ist das MaB der Menge der Konvergenzpunkte der Reihe héch- 
stens gleich y. 
Angenommen nun, die Folge [a,| konvergiere nicht gegen Null. Aus 
dieser Folge liBt sich dann eine unendliche Folge 


Cr a» owe (Py <pg<o*<py<e*) 
4.) >e>0 (k = 1,2,3,---) 
herausgreifen. Ist ferner E, die Menge der Werte z, fiir welche 
lp,@|\<—, O0< <4 <1, 
so geniigt m(E,), wegen (la) und (2), der Ungleichung 


ta . 7 
5 m(E,) + M1 — mE) > 1 


= J ee 
m (E,) Se Srna <P <1. 


ond 


Daraus folgt 
m(F, ) = m([ ty Gp ()|S el)< m(E, ) <8<1, (k=1,2,---) 


Die letzte Ungleichung hitte nach dem Lebesgueschen Satze zur Folge, 
daB das MaB der Menge der Konvergenzpunkte der Reihe (3) kleiner als 
1 wiire, gegen unsere Voraussetzung. Es muB also 

La, = 0 
p=e 


sein. 

Beachten wir, daB die Relation (1b) fir den Beweis gar nicht in 
Betracht kam, so kénnen wir folgende Verallgemeinerung aufstellen: Bildet 
[f,@)] eime beschrinkte Folge meSbarer, im Intervalle (0,1) definierter 
Funktionen mit der Eigenschaft 


1 
{ (f,@)*da >a>d0, (p = 1, 2,-+) 
0 


so gilt der . 
Satz IL*) Damit die Reihe 
a, f, @) + yf, (@) +-°- 
im Intervall (0,1) ,,im allgemeinen“ konvergiert, ist notwendig, dap 
La, =0. 
P 


p=e 


*) W. F. Osgood hat neuerdings (Trans. of the American Math. Soc., July 1909) 
diese notwendige Bedingung in dem Falle aufgestellt, wo die Reihe im ganzen Inter- 
valle mit Ausnahme endlich vieler Punkte konvergiert und unter der Voraussetzung 
der Stetigkeit der p(x). 
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§ 2. 
Die Nullstellen eines stetigen Orthogonalsystems. 


In diesem § setzen wir voraus, daB die Orthogonalfunktionen (1) 
im Intervall (0,1) stetig sind. Wir fiihren folgende Benennung ein: Eine 
Nullstelle z einer stetigen Funktion f(x) theiBt eine Nullstelle erster Art, 
wenn in der Umgebung 6 von z die Ungleichung gilt: /(z—,)f(z+«) <0 
fiir jedes O0< ¢, << d, O<e,< 0. Es gilt der 

Satz Ill. Die Anzahl der Orthogonalfunktionen des Systems (1), die 
n Nullstellen erster Art im Intervall (0,1) besitzen, ist endlich. 

Um den Gang des Beweises klar zu machen, geniigt es, ihn fir » = 2 
auszufiihren. Gesetzt, der Satz wire fiir »—2 falsch. Es wiirde also 
eine unendliche Anzahl von Funktionen des Systems existieren, welche 
2 Nullstellen erster Art im Intervalle (0,1) besitzen. Die Nullstellen von 
kleinerem Betrage haben mindestens einen Hiiufungspunkt «, die anderen 
mindestens einen Hiufungspunkt 6(6>«). Aus der Folge (1) denken 
wir uns eine unendliche Folge 


Pp, (Z)1 Pp (Z)r°** Pp, (@),°*° 
herausgegriffen, deren Nullstellen erster Art 
dp,» ye yr Ay» Ye pe 
gegen « und # konvergieren. 
Li, Sy Liy, ~e B. 


é sei jetzt irgendeine positive GréBe und N = N(«) so groB genommen, 
daB 
\Ap, — @| <e, Ap, —B  <e 


fiir alle y> N. Wir betrachten das Integral 
1 
Sf Gen (2) %, (2) de, u>N, v>QN, +, 
0 
dessen Wert nach (1b) Null ist. Aus der folgenden Abschiitzung wird sich 


aber fiir dieses Integral ein von Null verschiedener Wert ergeben. Dieser 
Widerspruch zeigt dann die Unrichtigkeit unserer Annahme. 


Man hat 
a-e —e 1 e+e Ete 
SO @))Pdax +f, (a))* dx + {(po@))*da = 1 —f (pp (x) Pda — Ie, (a))* da 
0 a+e pte a-é pre 
>1—4«M’*, 





wenn wir B>a,ée< fs voraussetzen. Daraus folgt, daB die Menge 
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E(é) der Werte der Intervalle (0, a—«) (2+8, B—«), (8 +6, 1), in 
welchen 

|g, (x)'<d 0<é<1, 
ein MaB m(£) besitzt, das sich aus der Ungleichung 


(1 — m(E) — 42) M* + 6°-m(E) >1—4M"*s, 
®<seo 
MY) Symes 
ubschiitzen liBt. Die Menge E’(é) der Werte dieser 3 Teilintervalle von 
(0,1), in welchen \g,(z) >0, wird also ein MaB m(E’) besitzen, das 
gréBer als 1 — 4e — p> y > 0 ist, wenn « und 6 klein genug ge- 
nommen sind. Es folgt daraus, in symbolischer Weise geschrieben, 
-e fee 1 


(a) (f+ f+ JS/) P0.(2) o», (2) da! > (1—4e) 7%, 
0 


ate te 


da g,,(%) %»,(~) in allen 3 Teilintervallen das gleiche Zeichen besitzt. 
Anderseits ist 


a+e pre 


(b) (+S) Pp, (~) Pp, (e)da|< 42M’. 


a-e 


Wahit man « geniigend klein, so folgt aus (a) und (0b) 


1 
S Gm (2) %», (a)dx|>P>0 
0 


im Widerspruch mit (1b). Ist endlich 6 = a, so ist der Beweis unwesent- 
lich zu modifizieren. 

Bemerkung. Ist das Orthogonalsystem (1) ein vollsténdiges, d. h. 
gibt es keine dem System nicht angehérende Funktion w(x), welche die 
simtlichen Bedingungen 

1 


1 
S(y@ydz=1, fo@e,wdxe=0, (p=1,2,--) 
0 0 . 


erfiillt, so laBt sich zeigen, daB die Gesamtmenge aller Nullstellen erster Art 
der Funktionen des Systems im Intervall (0,1) iiberall dicht ist. Denn giibe 
es im Gegenteil ein von Nullstellen erster Art freies Teilintervall («, 8), 
so wiirde fiir die beiden in ‘(«, 8) durch 


v, (4) =1 
¥, (x) = 1 in («, y), ¥(%) = —1 in (7, 8), e<y<B 
und auBerhalb (a, 8) durch 
v, (2) = 0, vy (2) =0 


Mathematische Annalen. LXVILI. 18 
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definierten Funktionen die Vollstindigkeitsrelation*) 
1 8 . 
p—e~ finpacm 3 (freee) 
0 p a@ 


, y B, : 
pB-—«a — f(s (z))*dz = p3 ( {9,(2) dz —f 9,{2) dz) 


liefern. Der Vergleich dieser Formeln gibt — wir setzen voraus, daB alle 
Funktionen g,(s) dasselbe Zeichen in (a, 8) besitzen, was keine Einschran- 
kung ist — 


8 
Sy, @dx =0 (p = 1, 2,---), 
7 


d. h. da y willkiirlich ist und g,(x) keinen Zeichenwechsel in («, £) erleidet, 
9,(*) = 0 fir em r< 8B, p=1, 2,--- 
Die Vollstindigkeitsrelation wiirde also 
p-—a= 0 

geben, gegen die Voraussetzung. 

Setzt man die Stetigkeit der Funktionen g,(x) nicht voraus, so lassen 
sich doch zum Satz III entsprechende — natiirlich kompliziertere — Sitze 
leicht formulieren. Insbesondere bildet die Schwankung V, der Funk- 


tionen g,(x) irgendeiner unendlichen Folge von Orthogonalfunktionen 
keine beschriinkte Folge. 


g 3. 


Die eindeutige Bestimmung einer Funktion durch ihre Fourier- 
koeffizienten. 


Die Frage der eindeutigen Bestimmung einer Funktion f(«) durch 
1 


ihre Fourierkoeffizienten J f (x) p(x) dx in bezug auf ein vollstiindiges 
0 


Orthogonalsystem [g,(x)| ist bis jetzt, abgesehen von dem Orthogonal- 
system [sinpz, cospzx|, nur fiir quadratisch integrierbare Funktionen f(x) 
behandelt worden. Um sie fiir allgemeinere Funktionsklassen zu beant- 
worten, werden wir hier gezwungen, dem Orthogonalsystem entsprechende 
Beschrankungen aufzcerlegen. 

E sei irgendeine im Intervalle (0, 1) gelegene Menge vom MaBe > 0, 
E’ ihre Komplementirmenge. Wir bezeichnen durch [y, (z)| eine Folge 
beschrankter Funktionen, welche folgende Eigenschaften besitzen: 


v,(z)| <1 auf EB’, |y,(x)| >1 auf E£. 


*) F. Riesz, Comptes Rendus, 8 avril 1907. 
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Ferner sei 


M, < M,< M,::-, LM,=c 


eine unendliche Folge positiver Zahlen. Die y,(x) sollen noch der Be- 
dingung geniigen, daB das MaB m, der Menge [w,(x) > M,] fir alle 
n groBer als eine positive Konstante c > 0 bleibt. 

[p,(%)] sei nun ein vollstindiges System beschrinkter Orthogonal- 
funktionen fiir das Intervall 9,1), das gestattet die Funktionen y,(z) 
einer gewissen in bezug sn! eine beliebige Menge E definierten Folge 
[w,(x)] durch gleichmaBig konvergente Reihen 


Vf (2) = of) G1 (2) + Of p2(z) + - 
sO zu approximieren, daB ,,im allgemeinen“ 
L v(x) = ¥, (2) (n=1,2,---), 
wobei zugleich fir alle v . 
w(x) < N, (v= 1,2,---). 
Fiir ein soleches Orthogonalsystem gilt der 
Satz IV. Zwei im Intervall (0,1) definierte integrierbare Funktionen, 
die in bezug auf das vollstindige Orthogonalsystem [g,(s)| dieselben Fourier- 
koeffizienten besitzen, sind ,im allgemeinen“ identisch. 
Der Satz ist bewiesen, wenn wir zeigen kénnen, daB die Annahme, 
die Fourierkoeffizienten einer im Intervall (0, 1) integrierbaren*) Funktion 


f(v) mit nicht verschwindendem Integral J if (x)|da wiren alle Null, 
zu einem Widerspruch fiihrt. 


Es sei also f(x) eine in (0, 1) integrierbare Funktion, fiir welche 


S\f@| dz=J>0, Sf@) 9, (x) dz =0 (p =1,2,---). 


Wegen J>O gibt es fiir ein hinreichend kleines 6 eine Menge 
E(f(xz)>0| oder E[f(a)<— 4] . 

von nicht verschwindendem Mafe. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit 

kénnen wir voraussetzen, dab der erste Fall vorliege. Die Komplementiir- 


menge FE’ ist also die Menge E’[f(x)< 0]. In bezug auf EF, EK’ existiert 
eine Folge [y,(x)]. Aus 


St @) va) ax =(f +f) F@ wP@ de 


*) Der in diesem Aufsatze benutzte Integralbegriff ist der Lebesguesche. 
18* 
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folgt 
0—(+) re) wore ae, 


da infolge der gleichmaBigen Konvergenz der Reihen y{")(z) links gliedweise 

integriert werden darf, und daher die linke Seite den Wert Null besitzt. 
Wir fassen einen bestimmten festen Index » ins Auge und wihlen », 

so, daB das MaB der Menge E(«) der Punkte 2, in welchen 

(a) 1¥,(2) — WP (2)| <a, 


fir alle v>v, griBer sei als 1—«. Hier sind «, 4 gegebene positive 
Zahlen, die bis auf weiteres unabhangig voneinander gedacht sind. E,, E, 
seien die Durchschnittsmengen von E, E(«) bezw. E, E’(e), wo E’(e) 
die Komplementiirmenge von E(«) bedeutet. Es seien auch E,, E; die 
Durchschnittsmengen von E’, E(e) bezw. E’, E’(e). Wir schitzen zuerst 
das Integral 


St@w@dc=(f+f)@w@ aa 
fir »>v, ab. Aus (a) folgt zuerst 
J F(x) ¥(@) dx > f F(a) ¥,(2) dx — 4 f f(@) dx 
a Zz, Ez, 


> d(m,—«) M, — nd 


> d(e—«)M,— yd (v>,). 
Ferner ist 


Wt (x) W(x) dx | < Nf \f(a)| dz, 


da |y(x)|< N, ist. Das MaB der Menge E, ist héchstens gleich «. 
Ist nun / irgend eine positive Zahl, so kann man, wegen 


L J \f(a)\ de - fife) dz, 


f=*'Tis@)| 34 
l, groB genug wihlen, dab 
\f(a)|\da<y fir I>1,. 
r@)\20 


Ist «, das MaB der Menge [|/(x)|>J,], so denken wir uns ¢, das bis 
jetzt von 4 unabhiangig war, kleiner als «, gewahlt. Aus der Ungleichung 


(b) J \f@)|\ dx <x, 
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welche fiir jede Menge e vom Mabe <é, erfillt ist, folgt, wegen 
é<&, 


J \f@)l dz <n, 


arcsec cay 
und 7 
Sieve ae|> 00-9 maa, RH) 
gE 
Um das Integral 


Jt @)w(@) ax = (J+J) F@vP@) ae 

gE’ os Ey 

abzuschitzen haben wir nur (a) und (b) zu benutzen. In E; ist, wie 
friiher in E, 

J 1@)¥9(@) da| <n¥,. 

ky 


Da in E’ ferner y,(x)| <1, so folgt, daB in E, 
w(x)| <1 +4, (v=) 


also 


I r@) w(@) dx <1 +n) f\f@| ade 
E, KE 
< (1+) J. 
Folglich kommt 
Uf @) va) de <(1+%) J+ 0X, (v>»,) 
Ey 


Die Ungleichung 
1 ° 
J £(@) WP (@) da > d(c—e) M, — (14+ 2y) J—2yN,, 
0 


die man aus den obigen Resultaten ableitet, gilt also fiir alle « < «,(x), 
v >v,(y). Es lassen sich also ein v, und ein n, so wihlen, dab 


J f(x) ¥9(«) dx > 0 


fir »=m,, v>v, und damit haben wir einen Widerspruch. 
Insbesondere gilt der Satz IV fiir die trigonometrischen Funktionen 
und fiir die Sturm -Liouvilleschen Orthogonalsysteme, die aus Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung entspringen. Fiir diese Systeme spielen 
namlich die ersten Cesaroschen Mittelwerte der Reihenentwickelung 
von w,(z) die Rolle der w(x). Allgemein gilt der Satz fir jedes 
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Orthogonalsystem, das gestattet, durch eine beschriinkte Folge linearer 
Kombinationen jede stetige Funktion ,,im allgemeinen“ anzunihern. Um 
das einzusehen, fiihren wir die Funktionen ein: 

v,(4) = M, in E, ¥,(z)=0 in E’. 
Diese Funktionen sind ,im allgemeinen“ identisch mit irgend einer der 
vier (beschriinkten) Ableitungen (7) der Funktionen 


fo.(@) dx; 


es ist immer |#,(z)|< M, und y,(x%) gehért zu der zweiten Klasse von 
Funktionen im Sinne der Klassifikation von Baire. Daher laiBt sich y,(x) 
durch eine beschrinkte Folge [o,(x)] von Funktionen erster Klasse ,,im 
allgemeinen“ annihern. Nun 1aBt sich ebenfalls o,(7) durch eine be- 
schrankte Folge stetiger Funktionen o ”)(z) annihern, und o)(x) durch 
eine beschrinkte Folge linearer Kombinationen der g,(z) ,,im allgemeinen“ 
annihern. Daraus folgt unmittelbar, daB das System [,(x)] die fiir die 
Giiltigkeit des Satzes verlangten Eigenschaften besitzt. 

Bildet man, nach dem Vorgang von H. Wey1*), aus einem Orthogonal- 
system [g,(x)|, das gestattet durch eine beschrinkte Folge linearer Kombi- 
nationen jede stetige Funktion ,,im allgemeinen“ anzunihern, die Folge 
le(x) ,()|, wo e(x) eine beschrinkte Funktion ist, deren Nullstellen héch- 
stens eine Menge vom MaBe Null bilden, und orthogonalisiert man diese 
Folge, so bekommt man ein neues Orthogonalsystem [y,(x)| beschrinkter 
Funktionen, fiir welches der Satz gilt: 

Satz V. Zwei Funktionen f,(s), f,(s), fiir welche 


1 1 
Piha) ete) dx, f\fs(@) e()| dz 
existieren, und deren siimtliche Fourierkoeffizienten in bezug auf das Orthogonal- 
system [w,(x)| identisch sind, sind ,,im allgemeinen“ identisch. 

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge des vorhergehenden und ge- 
stattet manche Anwendungen. Zum SchluB bemerken wir noch, daB diese 
Untersuchungen und Resultate sich auf die Orthogonalsysteme mehrerer 
Variablen iibertragen lassen. 


*) H. Weyl, Singulire Integralgleichungen, Math. Annalen Bd. 66, pag. 278. 

















R. G. D Rienarpsox. Jacobisches Kriterium und Oszillationseigenschaften. 279 


Das Jacobische Kriterium der Variationsrechnung und die 
Oszillationseigenschaften linearer Differentialgleichungen 
2. Ordnung. 


Von 
R. G. D. Ricuarpson in Providence (U. 8. A.). 


Einleitung. 


Die Bedeutung der Variationsrechnung fiir die verschiedenen Gebiete 
der Mathematik tritt in neuer Zeit immer deutlicher hervor. So hat Hilbert 
den Zusammenhang zwischen den Theorien der Differentialgleichungen, der 
Integralgleichungen und der Variationsrechnung entdeckt*) und hervor- 
gehoben, daB die letztgenannte Theorie den erstgenannten gegeniiber die 
allgemeinere Disziplin ist. 

Hilbert hat die Frage nach der Existenz der Eigenwerte und Eigen- 
funktionen einer sich selbst adjungierten Differentialgleichung 2. Ordnung, 
welche einen Parameter enthilt, mittels seiner neuen Theorie der linearen 
Integralgleichungen allgemein erledigt. Die Sturm-Liouvillesche Theorie 
der Oszillationseigenschaften einer gewdhnlichen Differentialgleichung dieser 
Art, welche Bécher**) in neuerer Zeit auf eine strenge Basis gestellt 
hat, spielt in der angewandten Mathematik eine sehr wichtige Rolle und 
ist viel bearbeitet worden. Man kann eine solche Differentialgleichung als 
Lagrangesche Gleichung eines Variationsproblems mit einer gewissen 
quadratischen Nebenbedingung betrachten, oder mit derselben quadra- 
tischen und gewissen linearen Nebenbedingungen. 

Die Fragen nach den notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
fiir das Eintreten des Minimums bei diesem Variationsproblem sind aber 
nicht gentigend gekliirt; besonders ist das Jacobische Kriterium und seine 
Bedeutung fiir das Problem noch nicht in einwandfreier Weise dar- 


*) Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen; 
Géttinger Nachrichten, 1. und 2. Mitteilung, 1904; 4. und 5. Mitteilung, 1906. 
**) Transactions of the American Mathematical Society, Vol. 1, No. 4, pp. 414—420. 
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gestellt.*) Diese Liicke auszufiillen, insbesondere den Zusammenhang 
swischen dem Jacobischen Kriterium und den Oszillationseigenschaften der 
Liisung der Differentialgleichung darzulegen, ist das Ziel der vorliegenden 
Arbeit. 

§ 1 enthilt die Formulierung des Minimalproblems und eine Uber- 
sicht tiber die aus der Theorie der Integralgleichungen nétigen Hilfsmittel. 
In § 2 beweisen wir mittels der Hilbertschen Theorie der Integralglei- 
chungen, daB eine Lésung des Variationsproblems existiert. In § 3 stellen 
wir die Extremalen unseres Variationsproblems explizite dar, um in §§ 4—6 
die Oszillationseigenschaften der Eigenfunktionen unserer Differentialglei- 
chung aus dem Jacobischen Kriterium der Variationsrechnung herzuleiten. 
In §7 geben wir eine Methode, die Jacobische Determinante unseres 
Problems in eine Taylorsche Reihe zu entwickeln, und beweisen dadurch 
gewisse Tatsachen, die in §§ 4—6 beniitzt worden sind. 

In einer zweiten Mitteilung hoffe ich das entsprechende Problem fiir 
zwei Differentialgleichungen mit zwei Parametern zu untersuchen. Ich 
erfiille eine angenehme Pflicht, wenn ich an dieser Stelle Herrn Professor 
Hilbert, auf dessen Anregung ich diese Arbeit unternahm, meinen Dank 
ausspreche. 


§ 1. 
Aufstellung des Minimalproblems. 
Es sei p eine innerhalb des Intervalles = 0 bis = 1 analytische 
Funktion von z, die tiberdies innerhalb des Intervalles positiv ausfallt; 


ferner sei q irgend eine innerhalb jenes Intervalles analytische, nirgends 
positive Funktion von z: dann wird das Integral 


(1) Du) = f {v(a) (44) — a(a) e(@) az 


gewiB niemals negative Werte erhalten. Es sei nun diejenige stetig dif- 
ferenzierbare Funktion « von « zu bestimmen, die den Randbedingungen 
(2) u(0)=0, u(l)=—90 

geniigt und D(w) zu einem Minimum macht, wihrend die quadratische 
Nebenbedingung 


(3) | k(@)w(a) dx = 1 


erfiillt ist, wobei wir k(x) als eine ebenfalls im ganzen Interval] mit 


*) Die Dissertation von Robert Kinig (Gdttingen 1907), welche dieselben Gegen- 
stinde behandelt, enthilt einige unrichtige Schliisse. 
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Einschlu8 der Randpunkte analytische Funktion von xz annehmen wollen. 
Die Variationsrechnung lehrt, daB die gesuchte Minimalfunktion (ihre 


Existenz werden wir in § 2 nachweisen) die Lagrangesche Differential- 
gleichung der zweiten Ordnung 


(4) L,(u) = e= +qu+aku=0 
befriedigt. 

Der Hilbertschen Theorie der Integralgleichungen entnehmen wir 
folgende Tatsachen. Wenn k(x) eine im Intervalle 0< 2<1 durchweg 
nicht negative Funktion ist, so gibt es unendlich viele positive, lediglich 
im Unendlichen sich hiiufende Parameterwerte 4 = 4,, 4,,---, die soge- 
nannten Eigenwerte, fiir welche die Gleichung L,(u) = 0 je eine und nur 
eine den Bedingungen (2) und (3) geniigende Lésung U,(x), U,(a), --- 
besitzt. Wenn k(x) im Intervalle nicht positiv ist, miissen wir statt (3) 
die Nebenbedingung 


1 
(5) J k(az)wWda=—1 
0 

stellen; dann gibt es unendlich viele negative einfache Eigenwerte mit den 
entsprechenden Lésungen derselben Gleichung (4). Wenn k(x) sein Zeichen 
wechselt, so gibt es unendlich viele positive und unendlich viele negative 
einfache Eigenwerte 4,, 4,, --+; 4_,,4_9,°°-, fiir welche L,(u) = 0 je eine 
den Bedingungen (2) und (3) bezw. (5) geniigende Lésung U, (x), U,(x),--+; 
U_,(x), U_,(x),--- besitzt. Diese Lésungen heifen die Eigenfunktionen der 
Gleichung L,(u) = 0. 

Wenn wir unter dem Kern K(z,&) die mit h(a) - k(€) multiplizierte 
Greensche Funktion des sich selbst adjungierten Differentialausdruckes 
zweiter Ordnung 


diow’ 
L(u) = “2 + gu 
verstehen, so ist 


(6) k(x) u(a) = af K(x, )u(g) dé. 


Diese Gleichung ist eine orthogonale oder polare Integralgleichung, je 
nachdem i(x) dasselbe Zefthen im ganzen Intervalle hat oder nicht. Nach 
dem Hilbertschen Existenzsatz tiber die orthogonale bezw. polare Integral- 
gleichung gibt es unendlich viele Parameterwerte 4,, 4y,--+, bezw. 4, 4gy°°*3 
A_,,4_9,--+, fiir welche die Gleichung (6) die Lésungen U,, U,,---, bezw. 
U,, U,,+--; U_,, U_g,-++ hat, und diese einfachen Eigenwerte und Kigen- 
funktionen stimmen genau mit denen der Differentialgleichung (4) itiberein. 

Wenn k(x) >0 ist, werden wir in § 2 zeigen, daB das Minimum 
von D(w) unter den Randbedingungen (2) und der Nebenbedingung (3) 
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existiert und gleich dem ersten Eigenwert 4, der Lagrangeschen Glei- 
chung (4) oder der Integralgleichung (6) ist. Wenn k(x) < 0 ist, wird 
—A_, das Minimum von D(u) unter den Bedingungen (2) und (5). Wenn 
aber k(x) beide Zeichen im Intervalle hat, so wird sich als Minimum 
von D(u) entweder 4, oder —A_, erweisen, je nachdem die Bedingung (3) 
oder (5) gestellt ist. 

Wenn wir unser Variationsproblem dadurch modifizieren, dab wir der 
gesuchten Funktion u(x) auBer der quadratischen Nebenbedingung (3) 
oder (5) noch die lineare Nebenbedingung 


(1) f k(@)U,(@)u(a)dx = 0, denw. f k(x) U_,(a)u(x) da =0 


auferlegen, wo U,(x) bezw. U_,(%) die Lésung des friiheren Problems 
ist, so werden wir auf die neue Lagrangesche Gleichung 


L,(u) = “P") + qu + aku + wkU, = 0 


gefiihrt. Wir werden zeigen (§ 2), daB in diesem Falle ebenfalls eine 
Minimalfunktion U,(x) bezw. U_,(x) existiert; es ist klar, daB diese nicht 
gleich U,(x) bezw. U_,(a) ist, weil eine solche Lésung den beiden Be- 
dingungen (3) bezw. (5) und (7) nicht geniigen kann. Wie wir tibrigens 
sehen werden (§ 3), ist der Lagrangesche Faktor uw gleich Null zu nehmen 
und unsere Minimalfunktion ist daher auch eine Lésung der Gleichung (4). 
In § 2 werden wir zeigen, daB der Minimalwert des Integrals D(U,) bezw. 
D(U_,), 4, bezw. —4_, wird. 
Fiigen wir noch mehr lineare Nebenbedingungen hinzu 


1 1 
J kU, udz=0, beaw. J kU_,udx =0; 
0 0 
(8) 





1 1 
Sku, udx=0, bezw. J kU_,udz=0, 
0 0 


so ergibt sich, daB alle zugehérigen Lagrangeschen Faktoren gleich 
Null sind, und wir erhalten als Lésungen dts Variationsproblems die 
Eigenfunktion U,,, bezw. U_,_, der Differentialgleichung (4) und als 
Minimalwerte 4,,, bezw. 4_,_,. Wegen der Nebenbedingungen (3), (5), 


n+1 


(7), (8) besitzen die Eigenfunktionen die Orthogonalitiitseigenschaften 
oder Polaritiitseigenschaften. Jede viermal differenzierbare Funktion, die 
in den Randpunkten 0, 1 und den Nullpunkten von k gewisse Bedingungen 
erfiillt, la8t sich in eine nach jenen Eigenfunktionen fortschreitende Reibe 
entwickeln. 
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Wir kénnen uns offenbar auf die Behandlung einer Reihe von posi- 
tiven Eigenwerten 4,, 4,,--- beschrinken, da wir im Falle negativer 
Eigenwerte durch die Transformation k(x) = — h(x) wieder zu positiven 
Eigenwerten gelangen. 


§ 2. 
Beweis der Existenz eines Minimums. 


Mittels der Hilbertschen Theorie der Integralgleichungen werden wir 
jetzt beweisen, daf unser Minimalproblem (§ 1) wirklich eine Lésung hat. 
Satz 1. Das Integral 


1 
D(u) =| (pw *— qu®) dx 
0 


besitet, falls u(x) eine stetige, den Bedingungen 
u(O0) = u(1) = 0, 


1 
‘k(z)wda = 1, 
(9) J (x) w x 








1 1 1 
[uU ude =0, [kU ude =0,--, ['RU,_,ude =0 
0 0 0 


geniigende Funktion ist, einen kleinsten Wert 1,; derselbe wird angenommen 
fiir u(2) = + U,(2) 

Die Lésungen u(x) = U,(x), U_,(a), U,(x), U_,(a),--- der in § 1 
aufgestellten Integralgleichung (6) geniigen den Polaritiitseigenschaften 


1 
J k(a) U,U,dx =0, p+4q 
(10) 


1 1 
Jk(@) Utdx=1, [k(2)U2,de=—1, n=1,2,3,-+. 
0 0 


Sie geniigen auch der Differentialgleichung 
(11) L(U,)+a,k(2)U,=(pU;) +qU,+Ak(@)U,=0, 1=1,2,;—-1,—2,--. 


’ 


Wir wollen nun u(x) nach den Eigenfunktionen U,, U_,, U,, U_:,-:- 
entwickeln*): 


*) Dieses Verfahren ist, wie man sich leicht tiberzeugt, statthaft, da man jede 
beliebige stetig differenzierbare Funktion nebst ihrer Ableitung durch solche Funk- 
tionen gleichm&Big approximieren kann, welche eine Entwicklung in eine nach den 
Eigenfunktionen U,, U_,, U,, U_,,-+-- fortschreitende und zweimal gliedweise diffe- 
renzierbare Reihe gestatten. 
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u(z) = ¢, U,(@) + ¢_, U_,@) + &U, (x) + ¢_,U_s(2) +--+, 


i 
¢, =f k(a) Uude, i=1,2,3,---; —1,—2,—38,-. 
0 
Mit Riicksicht auf (9) ist dann 


(12) w(x) —  U + Ung, + + 0,U_,+¢,U_,t+-::, 
und deshalb noch (9) und (10) 


1 


(13) Le fkwde— + ey.+---—A,—ey—--. 
0 
Aus (12) und (11) ergibt sich 
L(u) = —c¢,4,kU, — Coat dng sh U, 44 —-+-— €_14_,kU_,—¢_,4_,kU_,—--,, 
und da 


1 


1 
D(u) = — ful(pwy + qujdz =fu L(u) dz 
0 0 

ist, so wird 


(14) D(u) = Ane + AngiGar t+ — dey — Ayes —--- 
Multiplizieren wir Gleichung (13) mit 4, und subtrahieren sie von (14), so 
erhalten wir 
D(u) ~_ An —_ C4i(d, +1 —Ad,) + Ciz2(Ange — An) +.--- 
+ 2.3(4n—A_1) + 2 a(4.—d_-s) +---. 


Bemerken wir, dab -.-->4,>4,>4,>0>4_,>1_,.>--- ist, so 
ist jedes Glied auf der rechten Seite positiv oder Null. Also ist D(u) 
ein Minimum, wenn ¢,=—1, ¢,,, = C,.49 =*°=€_1 =¢_g =": =0 ist; 
u(z) = + U(x) wird also die gesuchte Lésung des Variationsproblems, 
und 4, der Minimalwert. 

Wenn wir statt der quadratischen Nebenbedingung (3) die Bedingung 
(5) stellen, finden wir auf ganz dieselbe Weise den Minimalwert — 4_ 
und die Liésung u(*) = U_,(x) des Variationsproblems. 


g 3. 
Die Lagrangeschen Gleichungen und ihre Lésungen. 


Da die Behandlung der Lagrangeschen Gleichung fiir das Problem 
mit einer quadratischen Nebenbedingung allein sehr einfach ist, so werden 
wir hier die Gleichungen fiir das Problem mit der quadratischen und 
einer linearen Nebenbedingung aufstellen. Die Fille von mehreren linearen 
Nebenbedingungen ergeben nichts wesentlich Neues. 
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Setzen wir: 


ar zx 


v,(2) =f k(2)u*(2)dax, v4 (2) -J k (a) u(@) U,(2) de, 


wo U,(x) die Lésung des Problems mit der quadratischen Nebenbedingung 
allein ist, so kénnen wir unser Variationsproblem geometrisch erkliren 
wie folgt: Es ist im vierdimensionalen zuv,v,-Raum eine die Punkte 


z=0,u=—0,0,=0,%,=—0 und c=1,4u=—0,74,=—1,9,=—0 
verbindende Raumkurve u=—wu(z), v,=,(%), = v,(%) zu suchen, 
welche das Integral: 
1 
D(u) — | (pu’® — qu®) dz (p(@) > 0, q(@) < 9) 
0 


zum Minimum macht, wihrend die Nebenbedingungen: 


v, (x) — k(x) w(x) = 0, vy (@) — k(x) u(x) U, (x) = 0 
erfillt sind. 
Durch Komposition mit den Lagrangeschen Faktoren 


A=A(x), 24 = 2u(x) 


geht unser relatives Minimalproblem in das folgende absolute iiber: 
1 
(19) J {pu’* — qu* + A(v,’ —ku®) + 2u(v,’— kuU,)} dx = Min. 


mit denselben Randbedingungen. Aus (15) entspringen die Lagrangeschen 
Gleichungen: 

(16) (pu) + (q+ Ak)u+ukU, =9, 

(17) v, —kw=0, vo —kuU, =0. 


Betrachten wir die (16) entsprechende homogene Gleichung: 
(18) L,(u) = (pu) + qt dk)u=0, 


so sehen wir, daB sie aus demselben Variationsproblem mit nur einer (der 
quadratischen) Nebenbedingung entspringt. Die Lésung dieser Gleichung 
aber ist U,(x) und der entsprechende Wert von 4 ist 4,. Eine den Rand- 
hedingungen geniigende Liésung der inhomogenen Gleichung (16) ist dann 
_ oe), wie man sich durch Einsetzen iiberzeugt. 


Die drei Lagrangeschen Gleichungen (16), (17) liefern eine sechs- 
parametrige Extremalenschar: 
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u U, (@) 
i—i,’ 


ax uv 2 
0 = fk(2) {au + Buy — A | de +», 


u = au, (xz,A) + Bu, (wd) — 


v = [k(@) U; { au, + Bu, — hats } dz + 4, 
0 


WoO &,, %, zwei nicht in dem ganzen Intervalle 0, 1 verschwindende linear 
unabhingige Partikularlésungen der homogenen Gleichung (18) sind. Auf 
jeder Kurve dieser Schar sind A(z), w(x) Konstante (auf zwei verschie- 
denen Kurven sind aber die Werte nicht dieselben). 

Setzen wir der Einfachheit halber fest, daB die Partikularlésung u, (x) 
in dem Punkt « = 0 verschwindet, und stellen wir die Anfangsbedingungen 
v, (0) = 0, v,(0) = 0, so greifen wir damit aus der sechs Parameter a, A, 
y, 9,4, u enthaltenden Extremalenschar die folgende vom Anfangspunkte 
ausstrahlende dreiparametrige Schar: 
aU, (2) 

>* 


u = wu, (x, 4) — 


, U, \? 
= fee .— dz, 
(19) 1 , (2) { 1 ot} 





U; — fr) U; {u, - ft os 
0 


heraus. Zur Festlegung der drei darin enthaltenen Parameter a, A, u 
dienen die drei Endbedingungen v,(1) = 1, u(1) = v,(1) = 0. 

Irgend zwei den Randbedingungen geniigende Liésungen U(x), u,(zx) 
der homogenen Gleichung (18), die zwei verschiedenen Parameterwerten 
4,, 4, entsprechen, geniigen der Bedingung: 


(20) [k(a)U, (2m, (2) dx = 0. 


Multiplizieren wir namlich: 
(pU,'Y + (q+4,k)U,=9, 
(pu,')’ + (q+4k)u, =O 

mit u, bezw. U,, subtrahieren und integrieren, so bekommen wir: 


1 1 
(ay —4,) [kU mda = [(pU,'w, —pU,u,) dx = [pU,'w, — pU,uy}. 
0 0 


Wegen der Randbedingungen ist daher (20) bewiesen. 
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Fiir die Lésung u(x) = U, (a) unseres Variationsproblems kénnen wir 
jetzt zeigen, daB « = 0 ist. Zufolge der letzten Gleichung (19) und (20) 
haben wir namlich: 


1 
0 =v, (1) =— pt feOtae. 
0 


Weil das Integral nicht Null ist, so folgt fiir unsere Extremale u = 0. 

Die Extremalenschar fiir das Problem mit zwei Nebenbedingungen 
ist somit aufgestellt. Wenn die dritte, vierte,.. Nebenbedingung hinzu- 
kommt, bleibt die Methode ganz dieselbe. Wenn wir z. B. verlangen, 
daB die gesuchte Minimalfunktion neben den zwei friiheren Bedingungen 
noch die Nebenbedingung: 


1 
SU, (x) u(a)dx =0 
0 


erfiillt, so wird die Extremalenschar durch den Nullpunkt des ent- 
sprechenden fiinfdimensionalen Raumes: 


u U, (2) a U, (a) 


u = wu, (x, 4) — 13, rm 


2 U. vU, \° 
v%; = fr) { aw, ~ ea — tI dx, 
0 


(21) 


Vs = fe) U; { aw, — ft = i] dz, 
0 





U, v U, 
V3 = fre) U; {am — fh 2% | as, 
0 


wo u, eine Partikularlésung dér Differentialgleichung (18) ist. Es laBt 
sich analog wie oben zeigen, dab auf der gesuchten Kurve u(z) = U;(2), 
(aber nicht auf allen Kurven der Schar) u = v = 0 ist.*) 


*) Die Aufstellung des WeierstraBschen Kriteriums unterscheidet sich nicht 
wesentlich von der im Falle eines Problems ohne Nebenbedingungen. In der Tat, 
weil in dem Integrale (15) der Teil 4(v, —ku*)+ u(v, —kuU,) die Ableitung w’ 
nicht enthalt, so ergibt sich die Form der WeierstraBschen E-Funktion nicht anders 
als die E-Funktion fiir das Problem ohne Nebenbedingungen. Mittels der Methode 
des Hilbertschen Unabhingigkeitssatzes kann man leicht zeigen, daB in dem Fall 
von » Nebenbedingungen 


E(a, 4, 0, Uy, °° 5 A. Ul, :) = piu’ — /)* 
ist, wo » die Hilbertsche Feldfunktion bezeichnet. Wegen des positiven Zeichens 
von p ist dann immer E20, und die Weierstrafsche Bedingung ist erfiillt. 
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§ 4. 
Das Jacobische Kriterium fiir den Fall einer Nebenbedingung 


fie wdz=1. 


Es sei die Funktion U,(”) = u(x) = a,u,(z, 4,) die Lésung unseres 
Variationsproblems (§ 1) mit der quadratischen Nebenbedingung. In § 2 
haben wir bewiesen, da ein Minimum wirklich existiert. Hieraus folgt, 
daB unsere Funktion U, das Jacobische Kriterium erfiillt. Nun werden 
wir das Jacobische Kriterium explizite aufstellen und daraus beweisen, 
daB die Funktion U, in dem Intervalle 0, 1 nicht oszilliert 

Wir setzen voraus, daB die Partikularlésung u,(7) der Lagrangeschen 
Gleichung im Punkte z = 0 eine positive Ableitung hat. Sei etwa: 


(2) 4 


Dies ist keineswegs eine Beschriinkung der Allgemeinheit, da der Wert 
u,'(0) = 0 ausgeschlossen ist; denn die einzige Lésung der Differential- 
gleichung (18) unter den Randbedingungen u(0)=0, u,'(0)=0 ist 
u(x) = 0. 

Die Jacobische Bedingung, geometrisch ausgedriickt, verlangt, dab 
durch jeden Punkt einer gewissen Umgebung unserer Extremale eine und 
nur eine Extremale der vom Anfangspunkt ausgehenden zweiparametrigen 
Schar*): 

u = au, (a, A), 
2) v= a? [k(a) utde 

0 


geschickt werden kann. Das heiBt, fiir keinen Wert « > 0 des Intervalles 
0, 1 diirfen die zwei durch Variation der Parameter 4 und « der Schar 
(23) entstehenden Gleichungen: 


Ou, (a, 


u, (2, 4) da + a, “4 94-0, 


[a fae) ude | da + |e? f k (a) u, - az | di =0, 
5 ‘ 6 


gleichzeitig erfiillt sein, wo 4, und «, die Werte der Parameter fiir die 


*) Fir den Fall nur einer Nebenbedingung tritt natiirlich an Stelle der Schar (19) 
die obige. 
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Kurve u = U,(2), », = fkU,de bedeuten und da, dA unterhalb gowisser 
0 


Schranken liegende Konstanten sind. Gibt es einen Punkt X >0, den 
sogenannten zum Anfangspunkt « = 0 ,,konjugierten Punkt“, wo diese Glei- 
chungen gleichzeitig bestehen, so ist dieser Wert eine Nullstelle der De- 
terminante D, (x, 4,), wo 


u, (x, A) a5 
(24) D,(a,i4)= 


| fi k(x) u,*(a, 4) dx fronts 1) 2m) gy 
5 


ist. Das Jacobische Kriterium verlangt, daB die erste Nullstelle (auBer 
dem Punkt z= 0) der Determinante D,(x, 4,) nicht in dem Intervalle 
0, 1 liegt. Hieraus werden wir nun folgern, daB die Funktion u,(2) und 
daher die Funktion U,(#) = «,u,(x) im Intervalle nicht oszilliert. 

Die Diskussion der Determinante D,(a,4) verlangt, dab man etwas 
ber das Zeichen der Funktion 2%,» 
zwei Sitze AufschluB. 

Satz 2. Ist a eine Nullstelle der Lisung u(x) der Differentialgleichung 


(25) (pwu'(a)) + qu(a)+ Ak(x)u(x)=0 (p(a)>0, q@)<0, A4>0) 


und a,>a eine zweite Nullstelle von u(x) oder eine Nullstelle von u'(x), 
dann ist 


weiB; hieriiber geben uns folgende 


[ k(x) w(x) dx > 0. 


Beweis. Wenn wir (25)-mit w multiplizieren und dann integrieren, 
so haben wir 


a fiw dz = _h (pu) u + qu®} da = f (pw*—qu}ae ~ | puw’ | 


-{ [pw —qu"|dx*), 


und weil pu’® — qu? > 0, ist der Satz bewiesen. 





*) Hieraus kann man leicht bestiitigen, daB das Integral D(u) (§ 2) wirklich 


: 
den Wert 2, hat, da { k Uda gleich 1 ist. 
f) 
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Satz 3. Es seien u(x, A), u*(x,’*) zwei den Anfangsbedingungen 

u(0) = 0, u*(0) = 0 geniigende Lisungen der Differentialgleichung 
(pu’) + qu + Ak(z)u=—0 (pia) >0, gia) <0), 

welche beew. den Parameterwerten i, 1* sugehiren; ist dann 14* >1> 0, 
so liegt die zweite, dritie, --- Nullstelle von u* vor der sweiten bezw. 
dritten - -- Nullstelle von u.*) 

Beweis: Es ist nur nétig dies zu beweisen, wenn 4* = 1+ « ist 
(e >0 beliebig klein). Multiplizieren wir 


(pu) + qut jku =0, 

(pu®) + qu* + [A+ elku* =0 
mit u* bezw. u, subtrahieren und integrieren von (0 bis zu irgend einer 
Nullstelle a von u, so erhalten wir 


p(a) u’(a) u*(@) = e | kunt dz 


Weil die Lésung der Differentialgleichung eine kontinuierliche Funktion 
von A ist, so kénnen wir dies ausdriicken wie folgt 


p(a) u'(a) u*¥ (a) = « [fee daz + ‘|, 


wo « eine infinitesimale GréBe derselben Ordnung wie « ist. Aus Satz 2 
kénnen wir dann schlieBen u'(a) - u*(«) > 0. Wenn « =a, die erste Null- 
stelle von u ist, so ist u’(a,)<0 und daher u*(a,)<0. Weil aber u* 
in der Umgebung des Punktes z = 0 positiv ist, so muB die Nullstelle 
von u* zwischen 0 und a, fallen. Wenn «=a, die zweite Nullstelle 
von « ist, wird u’(a,) > 0, und daher u*(a,) >0. Weil aber u*(a,) < 0 
ist, muB die zweite Nullstelle von u* zwischen a, und a, liegen. Und 
im allgemeinen wird die n“* Nullstelle von u* vor der n*” von wu liegen. 

Betrachten wir nun die Nullstellen von u, auf der positiven reellen 
Achse (zx >0), a, >0, a,, a,,--- . Offenbar ist u,"(a,) << 0, u,‘(a,) > 0, 
u,'(a,) <0 und so weiter. Nun ist 


au, . 
D, (4,, i) eariaye Gree | k ~~ ds 3 
0 


Der erste Faktor ist negativ, wie aus Satz 3 folgt; der zweite Faktor ist 
(Satz 2) positiv und daher D,(a,,4)>0. In gleicher Weise laBt sich 
leicht zeigen, dab D,(a,,4)<0, D,(a,,2)>0 ist, und so weiter. Zwischen 
a, und a,, zwischen a, und a, und so weiter muB also die kontinuierliche 


*) Fiir den Fall k(z)=0 ist diese Tatsache bekannt. 
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Funktion D,(x,4) Nullstellen haben. Weil aber D,(x,4) keine Null- 
stelle in dem Intervalle 0, 1 hat, muB a,—1 sein, und die Funktion U, 
oszilliert in dem Intervalle nicht. 

Es ist niitzlich zu untersuchen, wie die Kurve u,(a#, 4) zu einer Nachbar- 
kurve mit dem um die kleine positive GréBe 64 verschiedenen Parameter 
4+ 04 liegt. Um ein einfaches Bild vor Augen zu haben, zeichnet man 
wie unten die Partikularlésung u,(,2) der Differentialgleichung (18). Weil 
alle Kurven der einparametrigen Schar u,(z,2) von dem Punkte « = 0 


ausgehen, ist (3), = 0. Wir behaupten jetzt, dab 


04 
ou,’ _ 7 (eu) 
(atone Ut) 1. 
immer positiv ist. Um zu beweisen, daB es nicht Null sein kann, ist es 
nur nétig, aus der Gleichung (18) durch Differentiation nach 4 die Relation 


(26) (ei) +45 + Ak Gy + hu =O 
abzuleiten und zu bemerken, dab, wenn 
CU, | Ou,” Bi 
(Ft),-.—% (Ft), 9 
Ou,” 
( Pa ). 0 sath 
sein mu. Analog schlieben wir 


ou,” 
( on as 0 


und so weiter, so da folgen wiirde se =0. Es ist aber unméglich, 


sind, auch 


daB fiir zwei verschiedene Parameterwerte 4, 4+064 die Lésungen 
der Differentialgleichung (18) zusammenfallen (Satz 3), und daher ist 


(On) , niemals Null. Fiir den Parameter 4=0 ist die Lésung in 


dem ganzen Intervalle Null; fiir 4> 0 ist die Lésung positiv. Die in 4 
kontinuierliche Funktion (S*) - ist dann fiir wenigstens einen Wert 4 
positiv, und weil sie niemals Null sein kann, so ist sie immer positiv. 





u, (9 
iw cont. 
S 
7) a, aN 


19* 
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Wir kénnen jetzt tiber die relative Lage der Kurve u,(z, 2) und die 
in der Figur gestrichelte Nachbarkurve u,(z, 4+ 01) eine Aussage machen. 
Die Kurve u,(z,4+0A) tritt mit einer steileren Tangente aus dem 
Anfangspunkt aus als u,(z, 4) und verliuft (Satz 3) unterhalb dieser 
Kurve an der ersten Nullstelle a,, oberhalb an der zweiten a,, unterhalb 
an der dritten a, und so weiter. Die zwei Kurven miissen sich infolge- 
dessen wenigstens einmal in jedem Subintervalle Oa,, a,a,, a,a, und so 
weiter treffen. 

Wenn k(x) >0 ist, kann man zeigen, daB sie sich nur einmal in 
jedem Subintervalle treffen. Multiplizieren wir nimlich (18), (26) 


(pu’y + qu+ dku =0, 


mit bezw. — u, addieren und integrieren, so bekommen wir 
(27) fw ae = p(w a —u a1)" 
0 


In dem Punkt des Subintervalles 0,a,, wo die Kurven sich treffen, ist 


c“ 0, u>0 und damit &* <0; das heift, die Nachbarkurve schneidet 


immer von oben nach unten. Offenbar treffen sich dann die Kurven nur 
einmal in dem Intervalle 0,a,. In gleicher Weise zeigt man, daB in den 
anderen Subintervallen die Kurven sich nur einmal schneiden. 


DaB die Nullstellen*) der Funktionen u, niemals zusammenfallen 
kénnen, sieht man leicht aus (27) und Satz 2. 
Wir kénnen nun auch etwas iiber den Verlauf der Funktion D,(z, i) 


aussagen. Es ist nach (24) 


w@ 3 | ina %e 
D(a, 4) = 
2 5 
mate dz fon re Lael | a he, am 
u,’(2) os 


fens dz fin OM dae 


*) Es ist hier wie im folgenden nur von den von x= 0 verschiedenen Null- 
stellen die Rede. 
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=] 


und , 

, * | 

we) SP Ulla 
Du, — Du! =| 


D,%, _— | x s Pa u,—| x z ; My" 
iw dx f ku, ay ax fimtas Jim a ” 
0 y ra | 


= (u,' (x) - — u, (x) ~ ) fit dz. 


Nach (27) ist daher 


d ;D, D,'u, — Du,’ ee 
A 20 


uy, 


Die Funktion == ist also stiindig nicht abnehmend und wird unendlich 
1 


in den Punkten a,, a,,a;,--+, die die Nullstellen von u, fiir «> 0 sind; 
denn in diesen Punkten ist 


D,(a;, 4) = éus(ad fi ur dx 


stets von Null verschieden. Im Punkte x-=0( hat D, eine mindestens 
sechsfache Nullstelle (siehe § 7), und daher hat = den Wert Null. 


Zwischen 0 und a, nimmt = alle Werte zwischen 0 und + oo an, zwischen 
1 


a, und a, @ und a,, und so weiter nimmt = alle Werte zwischen 
1 
—oo und + ooan. Daher hat D, eine Nullstelle in jedem Subintervalle 
G, My, AgG3,°--. 
In gleicher Weise folgt aus 


( fiutaz) . 
(8) -- yams 


daB 3 zwischen zwei Nullstellen von D, alle Werte von + co bis — co 


dD, 


annimmt, und daher nimmt u, den Wert Null an. Weil u, und D, in 
der Nihe des Anfangspunktes =O beide positiv sind, ist 


(F)... = 


und zwischen 0 und der ersten Nullstelle von D, mu u, verschwinden. 
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Satz 4. Die Nullstellen der im Anfangspunkt verschwindenden Funk- 
tionen u,(x, 4), D,(x, 2) trennen einander; und die erste von u,(x, 2) liegt 
vor der ersten von D,(x, i). 


§ 5. 
Das Jacobische Kriterium fiir den Fall der beiden Nebenbedingungen 


1 1 
Jfk(@)wde=1, [k(2) Ujudx =0. 
0 0 


Aus der Form der Nebenbedingungen ersieht man sofort, dab u =U, 
keine Lésung des Problems ist. Der Minimalwert 4, des Integrals D(u) 
ist daher jetzt gréBer als 1,, und infolgedessen muB die Minimalfunktion 
u(x) = U,(x) nach Satz 3 mindestens einmal in dem Intervalle 0,1 ver- 
schwinden. Die Determinante D,(«, 2,) hat dann nach Satz 4 wenigstens 
eine Nullstelle im Intervalle. Wir werden zeigen, daB sie nur eine hat, 
und daB daher U,(x) nicht zweimal verschwinden kann. Mit anderen 
Worten: wir zeigen, daB das Jacobische Kriterium in diesem Falle verlangt, 
daB die Minimalfunktion U,(x) eine einmal in dem Intervalle 0, 1 oszillierende 
Funktion ist. 

Wir haben in § 3 die dreiparametrige Extremalenschar (19) aufge- 
stellt, in der die Lésung unseres Variationsproblems fiir gewisse Parameter- 
werte «= a,, A=/,, » =O enthalten ist.*) Die Projektion dieser im 
vierdimensionalen Raume gelegenen Kurve auf die (xu)-Ebene ist die Kurve 
U,(x). Das Jacobische Kriterium verlangt, daB unsere Raumkurve von 
keiner ihrer Nachbarkurven der Schar (19) im Intervalle 0<2<1 ge- 
troffen wird. Beriicksichtigen wir, dab u = 0 ist, so erkennen wir leicht, 
da8 diese Forderung damit gleichbedeutend ist, daB die drei Gleichungen 


Da {u, (x, dy} + dia, oh) _ éu{ 2} =, 


2ede fimtda + 2a 04 {bu ae dz — ed U,da = 0, 
: 0 


be fiw, U, dz + coi fC, es dz — “F, (frutaz=0 
6 9 


fir keinen Wert von x im Intervalle 0,1 durch drei konstante GréBen 
da, 31, du befriedigt werden kénnen. Die Jacobische Determinante ist 


also, nach Weglassung des konstanten Faktors — ee , 


*) Die dort auftretende Funktion u, ist natiirlich von der im vorigen Paragraphen 
betrachteten wohl zu unterscheiden. 
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uj(a a) SRD U2) 
| 
ku,?d fi ku, 2% @ 2 f ku, U,d 
(28) D,(a, olf “ ak oe ’ * 


 fotinse Sev, 5 ae forges | 


Das Jacobische Kriterium verlangt, daB die erste Nullstelle (auBer dem 
Punkte « = 0) der Determinante D, (x, 4,) nicht in dem Intervalle 0, 1 liegt. 
Wegen der Rand- und Nebenbedingungen ist 


D,(1, 44) = — (4 z a. *) afte dz. 


Hat die Funktion u, eine gerade bezw. ungerade Anzahl von Nullstellen 
zwischen 0 und 1, so ist daher wegen Satz 2 und 3 D,(1,4,) positiv 
bezw. negativ. Spiiter (§ 7) werden wir D, nach Taylor entwickeln und 
mittels dieser Reihe zeigen, daB in der Nahe des Punktes z=0 D, <0 
ist. Vorausgesetzt daB u, eine gerade Anzahl von Malen in dem Intervalle 
oszilliert, sieht man sogleich, daB die kontinuierliche Funktion D, eine 
Nullstelle zwischen 0 und 1 hat. Dies ist aber unméglich, und wir 
schlieBen, daB die Eigenfunktion eine ungerade Anzahl von Malen oszilliert. 

Man kénnte nun durch Stetigkeitsbetrachtungen zeigen, daB sie nur 
einmal oszilliert. Es ist jedoch befriedigender, diese Tatsache direkt durch 
Diskussion der Determinante D, zu beweisen, wie wir dies jetzt durch 
eine Erweiterung der Methode ausfiihren wollen, die zum Schlusse des 


Paragraphen 3 gegeben wurde. Wir werden zuniichst zeigen, dab aS (3) 
im ganzen Intervalle 0 < 2 < oo niemals negativ ist. : 

Zwei den Parameterwerten 1,, 4 entsprechende Liésungen U,(x), U(x) 
der Differentialgleichung (pw’)'+ qu + Aku = 0 mit der Anfangsbedingung 
U,(0) =0, U(0) = 0 geniigen der Identitat : 


(29) U'U-U,U'= 4) fav, Uda, 


‘4 


was man analog wie die Gleichung (20) beweist. Aus (29) folgt durch 
Differentiation nach 4 


€ ,0U i—i,, 
(0) 0; _u,*F = = fa U, 30 da + pf unwae. 
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Bemerken wir, dab 


uy (a, A) a) U; (2) 


ku,? da ku, 2% dx ku,U, da | 
2 non-n;-|™ fon feats | 


{kU,u, dz fir, da proeas 
ry Fs 








0 
oder abgekiirzt 
, o ? , 
u; a U; 
Dy = G3, Axg Ag 
Gs, Gs, Ag 
ist, so bekommen wir wegen (27), (29) und (30) 
D,D,, — D,’ D, 
a rT} ’ ou P , 
uy I ‘1 | » Ou’) 1% a Oy | | du, 
én 1% Gar} 1. |“ a 
Ae, Arg “as | — Gy Tyg Ses | ae 
Gs, As Ags) , , | gy yg Ags | ”_ 
, , é F , Ou a. 
= (u, 4,’ — u,'u, = 0) Ay, agg — (u, i u,! rh =— ‘s) Ay; My; 


om, Oe a = — 5  _ om oe, 
+(3 “ — Fi ty = St) Aga ay (Gt da Oa On = 0) Ajs My 


, T 1 rr? 7] 1 
+ (T,0— 0, —— ay.) Ay — (0, — 0, 
4—1,) 23 
—' p * Ase ~ %) Aj3 dy; , 
wo A,,, Ay, A;s die zur ersten Zeile von D, gehérigen Unterdeterminanten 
sind. Da A,, 4, + Aj,3@3 = — Aj Ggq ist, so wird 


} ; (4—1,).A = 
D, D,’ — DD, = — 7 *8 (gy Ay — gy y,) = ~ - = 
und 


@ D,@,4)_ D,D,—D,D, _ 4—i,) Aj; 
dz D,(a,i). D3 ~ pa) DE” 
. : at sh a ., d D, (ad) 
Weil p(x) eine positive Funktion ist, und 2,—4,>0, ist dz D,(a, 1,79 
In § 7 zeigen wir, daB in der Nahe des Anfangspunktes z= 0 D, und 


D, entgegengesetzte Zeichen haben und D, von héherer Ordnung ver- 
schwindet als D,. Die Funktion = = hat also in dem Punkte x =0 den 
Wert — co. Weil D, keine sais in 0,1 hat, kann D, nicht mehr 
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als eine Nullstelle haben. Die Funktion u, hat wenigstens eine Nullstelle 
in dem Intervalle 0,1, und infolgedessen schlieBen wir aus Satz 4, dab 
auch D, wenigstens eine hat. Daher verschwindet D,(z,4,) gerade ein- 
mal in dem Intervalle, und aus Satz 4 ersehen wir, daB die Funktion u, 
und daher die Funktion U, einmal und nur einmal oszilliert. 


§ 6. 
Hinzunahme mehrerer linearer Nebenbedingungen. 
Die Hinzufiigung der neuen linearen Nebenbedingungen 


SU, (x) u(x) da = 0, [U,(a) u(2) dz =0, usw. 


bietet keine wesentlichen Schwierigkeiten und liefert nichts prinzipiell 
Neues. Fiir den Fall einer neuen Bedingung schreibt sich unter Beniitzung 
der Lésungen (21) die Jacobische Determinante von dem konstanten Faktor 


ate) abgesehen, wie folgt: 
mi 4) 7 U,(#) U(x) | 
2 z | 
fk(2) a? dx Sku, a OM" dx fi, u, dx fie, u, da | 
im) ° | 
D;(a, 4) = 


: ae . . ‘i 
f(a) U0 da iv, “dae fkUPde fkU,U, dz | 
0 0 | 


| fice to dx fio, dx fkU,U,dx [kUede | 
0 3 

Die Funktionen U, und U, sind die oben betrachteten ersten beiden Eigen- 
funktionen. Das Bildungsgesetz fiir die Determinanten D,(z, 2), D(a, 4),+*° 
ist leicht ersichtlich. 

Das Jacobische Kriterium verlangt, daB D,(x, A) muy Nullstelle in 
0,1 hat. DaB u,(z) mindestens zweimal oszillieren mu, folgt ja aus 
Satz 3, da der zu dem jetzigen Variationsproblem gehérige Parameter A, 
gréBer als 4, ist. DaB u\(#) nicht eine ungerade Anzahl von Malen 
oszillieren kann, beweisen wir durch Betrachtung der Determinante D,(z, 4). 
In dem Endpunkte xz = 1 ist nimlich 


1 


a 
D,(1, 4) =— Ge). J ku,? dz. 
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Wiirde u, eine ungerade Anzahl von Malen oszillieren, so wiire (Satz 2 und 3) 
@m1) _>0 und daher D,(1, 2)<0. Wenn wir aber D,(2, 2) nach Taylor 


entwickeln (§ 7), so ergibt sich, dab in der Nahe von z=—0 D,(z, 1)>0 ist. 
Daher miiBte die kontinuierliche Funktion D, eine Nullstelle in dem Inter- 
valle 0,1 haben, was der Jacobischen Bedingung widerspricht. Es ist 
mithin ausgeschlossen, daB u,(z,4,) eime ungerade Anzahl von Malen 
oszilliert. 

Um unsere Behauptung, dab u,(x) gerade zweimal oszilliert, zu be- 
D, (x, 4) ) 
D, (a, 2) 
Bezeichnung (Seite 296) des vorigen Paragraphen schreiben wir 


D,D, — Dy D, 


weisen, betrachten wir wieder die Funktion Analog mit der 


ou, yy ’ + OU" are are P 

|} ay Uy U; 7 Oty r| “4 > U, U; ou 

| a4 | uy a1 U, e4 Uy a U, 
an a |. — | Ay, Ag gg |. ; 

_ < _" Z | Gy, Ugg Agg oh y ‘ ri ‘. | | Gq, gg gg 

| aed |My Gy Oy) | * | |g, sy Ag 

(Ey Mey My My [Gy Uy Uy Wy 
Sind «,,, @, %3, @,, die zur ersten Zeile von D, gehérigen Unterdetermi- 
nanten, so ist 


Ou,’ , Ou, ’ “TT 
U, 4, — u,' Uy S34 Fi u, U,'—u,'U, 
= on )nein+ Gy, Aj 0%, + __ GA) as, Ays 0, 
cies ~ 4 Pp 
3 yy! — 2 au au) _ ame am 72%! gy 
> o Ay yg +{ 94 2 we Ajy 9 + 1-2 “ A,; ts 
== -%! \ =0 . = * Qyg+ —* 
Pp ’ Pp Pp 


, ’ du,’ 1 OU, 
sip lps Us 1 on U, U,{ —U,'0, 
+ 1—i, Ay, G3 + ef Ayes + Ays ms 
~ Ogg _G—4) , _ Ss =0 
P - p 8 p/ 


oo, Oa 0 
+( (A—A,) ) Ay G4 + en Aw, 
P P 
/ U; U,/- U,’ U, : 
i 3 GA) are _ a—h)Me ) Ajs 4. 
Dp p 
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Da — (01441 + O13 gg + 04444) = gq ist, so ist die Summe aller von 
den beiden Koeffizienten 4 — A, oder 1 — 4, freien Glieder die folgende: 


= (Gg, Ay, + yg Ay + gg Ay3) = 0. 


Weil auch 0,45; + OigMs9 + 44g, = — 343, ist, so ist die Summe der 
Glieder mit dem Koeffizienten “—* » — G(s, Ay, + gy Ayg + yg Ayg) = 0. 
Daher haben wir endlich 


: P ied, Sn 
D, D, — D,' D, = — a O44 (Og, Ayy + Ogg Ayy + yg Ays) = — — a, 
und 
d (D,(x,4) — (4 —A,) ai, 
dx (3 aad, — —— 


Ganz analog gestaltet sich die Rechnung im Falle von 4, 5, --- Neben- 
bedingungen, so da8 wir den folgenden Satz aussprechen kénnen. 

Satz 5. Bedeiten D,_,, D, die Jacobischen Determinanten fiir das 
Minimalprodlem mit n —1 resp. n Nebenbedingungen, so ist 


d (D,-1@ ”) af (44a 1)(Aa,n41)* 


dz\ D,(@,4) p(x) Dj, . 
wo A, ,,, eine gewisse Unterdeterminante von D,, ist. 
Aus der Entwickelung der Determinanten D, und D, (§ 7) sieht 
man, daB der Wert der zunehmenden Funktion Den in dem Anfangs- 


punkt — oo ist. Weil D,(«, 4) in dem Intervalle 0,1 keine Nullstelle hat, 
kann D,(z,4,) héchstens eine haben. Dieselben Betrachtungen geniigen, 
um zu zeigen, daB in diesem Falle D,(x,/,) nicht mehr als zwei Null- 
stellen in dem Intervalle hat. Aus Satz 4 schlieBen wir endlich, dab u, 
nicht mehr als zweimal verschwindet. Weil aber nach Satz 3 diese Funktion 
u,(x) mindestens zweimal verschwindet, so erhalten wir endlich das ge- 
wiinschte Resultat. Die Lésung des Minimalproblems mit einer quadra- 
tischen und zwei linearen Nebenbedingungen ist eine zweima! oszillierende 
Funktion. 

Wenn wir » Nebenbedingungen haben, sind die Betrachtungen ganz 
dieselben. Man wei, daB die Funktion u, mindestens n—1 mal oszillieren 
muB. Weil die Jacobische Determinante D,(x, 4,) keine Nullstelle in 
dem Intervalle 0,1 hat, kann D,_,(z, 4,) héchstens einmal verschwinden, 
D,,_(%, 4, héchstens zweimal und endlich D,(a, 4,) héchstens » — 1 mal. 
Nach Satz 4 kann dann u, hichstens n — 1 mal oszillieren. Die Funktion 
u,(#,4,) muB also in dem Intervalle 0,1 gerade »—1 mal verschwinden, 
D,(a,4,) gerade n—2 mal, D,(x,4,) gerade » —3 mal und so weiter. 
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Haupttheorem. Das Jacobische Kriterium der Variationsrechnung 
besagt, daB die Lisung u(x) = U,(x) des Minimalproblems (§ 1) 


Jf (pu*— qu?) dz = Min. [p(x)>0, (2) <0, u(0) = u(1) = 0) 


1 
mit der quadratischen Nebenbedingung _ / k(a)u®dx = 1 in dem Intervalle 
0 
0,1 nicht oszilliert, dap die Lisung u(x) = U,(x) desselben Problems mit 
1 


der quadratischen und einer linearen Nebenbedingung J U,(@) u(2) dz =0 


0 
einmal in dem Intervalle oszilliert, und dap im allgemeinen die Lisung 
u(x) = U,,,(%) des Problems mit der quadratischen und den n linearen 
Nebenbedingungen 


1 
J k(x) U,(x) u(x) da = 0, 
0 


| k(x) Uy(@) u(a)da = 0, ++, k(@) U,(a) u(x) dx =0 


gerade n-mal in dem Intervalle oszilliert. 


g 7. 
Entwickelung der Determinanten D,, De,... . 


In diesem Paragraphen geben wir eine Methode, die Determinanten 
D,(a, 4), D,(a,4),-+- nach Taylor zu entwickeln. Wir werden dies fiir 
die dreireihige Determinante D, durchfiihren. Die anderen Fille geben 
nichts prinzipiell Neues. 

Bei der Entwickelung von D, (28) wollen wir zwei Fille unter- 
scheiden, je nachdem 
1) k(0)+0, 2) k(O)=—k(0O)=---=k"-920)=0, (0) +0 _ ist. 

Im ersten Falle entwickeln wir die vier Funktionen ae U; (2), 
u,(x), k(x) wie folgt (siehe (22)) 


“~ —= Zz a tee, 
(31) U,(2) = ma+---, 

u,(z) = mx +---, 

k(z) =m, +-- 


Setzen wir diese Werte in die Determinante D, (28) ein, so sehen wir 
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leicht, daB die ersten Terme der entsprechenden Funktionen in der ersten 
und zweiten Spalte sich nur durch die multiplikative Konstante m, unter- 


scheiden. Multiplizieren wir die erste mit =~ und subtrahieren sie von 


der zweiten, so sind die ersten Terme der Funktionen in der zweiten 
Spalte fortgeschafft. In der Tat fallen auch, wie spiiter gezeigt werden 
wird, nicht nur die ersten, sondern auch die zweiten Terme der Funk- 
tionen der zweiten Spalte weg. Die dritte Spalte liBt sich ebenso wie 
die zweite behandeln. Die neue zweite und dritte Spalte kann man in 
derselben Weise behandeln und die ersten zwei Terme jeder Funktion 
der dritten eliminieren. Diese Behandlung geschieht am besten auf 
folgendem Wege. 
Setzt man 


(32) s(a) = “ —“, t(2)=—U,-™", 


my < My 
so folgt mit RPS 09 von (31) s(0) = ) = s'(0) = #’(0) =0. 


Aus den Gleichungen fiir die Funktionen u,, U (18) und (26) stellt 


1? 7 
man sofort die Gleichungen fiir s(x), ¢(x) 
(33) (ps')’ + qs + Agks + ku, = 0, 
(34) (pt’)’ + qt + Akt + (a, —A,) ku, = 0 


her. Aus (33) und (34) folgt unmittelbar, daB s”(0)=?#”(0)=0 ist. 
Durch Differentiation der zwei Gleichungen (33), (34) bekommen wir 


ps” + 2p's” + p’s' + qs +8q' + 4,(’s+ks) + ku,’ + ku, =0, 
pt” + 2p't” + p't' + gt’ + tq’ +A, (Kt + kt’) + (4, — dy) = (buy + Ku.) = 0, 


und 
” _ kO) 4, ‘(0) " Ms, m, me m, m 
s (0) = po) = pO) ? t (0) enum 20) (A, —A,). 
Daher sind 


(35) o(z)—— =F 4. 


\ Mg m, (4, — 2,) a’ 
p(0) 3! t(x) ec Y7, ‘ 


po sit 


Mittels der Transformationen (32) kann man die Determinante D, in 
veranderter Form schreiben: 


‘u,(@,4) = 8(a, a) t(a, a) 


o kutdx { ku,sdx “hu, tda | 
(36) D;(, 4) = i : u { y 


9 





(‘ktuaa [‘wtsae [rear 
‘0 ‘0 0 
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Die ersten Terme der Entwickelung jeder Funktion der zweiten und 
dritten Spalte verhalten sich wie m,:m,(4,—4,). Setzen wir nun 


(37) r(z) = (2) — ™&—*) g(x), 
so bekommen wir aus (33) und (34) die Gleichung fir r(x) 
(38) (pr) + gr + akr + (a,— 44) = ks = 0. 
Aus (35) und (37) folgt 

r’”’ (0) = r”(0) = r' (0) = r(0) = 0 


und durch zweimalige Differentiation der Gleichung (38) bekommt man 
rI¥(0) = 0. Durch nochmalige Differentiation folgt 


pr¥ + Apr” + 6p" + Apr” + pl’ + qr 
+ Bq"r + Bq'r” + qr” + A (h'r + Bk’r’ + BK rv” + kr”) 
+ (4, — Ay)? S (9h + 38° + 38K" + h"s) = 0, 


und 
™_ (4, — 4,)* 9, ove . _ (4, —4,)? m,* m, 
PO) mG © OFO— Gor 
Daher ist 
( —i,)* 2 , a 
(39) r(x) = " ane ‘ a 


Fiihren wir jetzt in der Determinante (36) die Transformation (37) aus, 
so bekommen wir eine neue Determinante, in der die Funktionen u,, s, r, k 
auftreten, und durch Einsetzen von (31), (35), (39), 





wz mm (4, —a,)* my2m, ac? b 
| _* p(0) 3! + (po)? 5! 
| 3 2 2 5 8 a | 27 
D, (2, 4,4) = | m,?m, ~ +--- -toeet ae 2) sa 4p oan] 
tg", My (Ly —Ay) w* , mg ?Imy my (Lh— Ay) 27 mgt, h—A,)% 2” | 
3! p(0) 5 3! 8! (pO)? 7 5! 3! (p))> 9 
Ae ae 
a 1 1 
m, * m,°m,°(A, — 4,)° —- = 5 , 
=-“synuee |) & tie +-:: 
1 1 1 
-- = 


Weil m, und die numerische Determinante positiv sind und 1,— A, negativ 
ist, so ist D,(x, 4.) in der Nahe von z = 0 negativ. 
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“= 


Fiir den Fall 
k(0) =H) =--- = K-20) = 0, (0) +0 
bleibt die Methode* ganz dieselbe wie in dem einfachsten Fall, obgleich 
die Berechnung komplizierter wird. Man findet, daB*) 
1 1 s | 
2n+8C), 4m, *m,*m,°(d,—2y)*(n-+ 1)*|_ 2 - 2 | pOn+15 
D,(a, A) = In+ 61 In-+8! Qnps! (oy | n+8 2n+5 8n+7 (2 fives , 
| 4 


1 1 
(2n+5 8n4+74n+9 





In diesem Fall ist also D,(z,4,) in der Nahe des Punktes =0 auch 
negativ. 
In dem Falle der Determinante D, (§ 6) fiigen wir zu den Reihen (31) 
die Entwickelung 
U, = m,2+--- 


hinzu. Wenn k(0)+0 ist, erhalten wir dann durch Rechnung 





B* m,* m,'* m,* m, (2, — dy)* (dy — dy) (4, — 4) 
D,(@, 45) = (pO)* 81517138!6: — 


| 1 1 1 1 

a” es. aes 

ia Se Fe Re 4 
‘ss T tie eh 
jo 7 9 i 
Pero 

\7 oo ia is! 


wo B eine positive Konstante ist. Weil m, positiv und 4,— A, und 
die numerische Determinante negativ sind, ist daher D,@,4,) in der 
Nahe von z= 0 positiv. 

Fiir den Fall &(0)+0 ist das erste Glied der Entwickelung der 
Determinanten 


‘ 
wee ae 2 yl 454+ 9418417 2 l+54+94184+174+21 
D,, Ds,--:, Cy x » & & ’ 


WO (,¢,,°:* Konstanten sind. Wenn k(0)=—O0 ist, sind natiirlich die 
ersten Glieder von héheren Ordnungen. Die numerische Determinante 


*) Das Zeichen “C, bedeutet die Kombinationen von h Elementen zu je k. 








ag 
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Pig 1 1 1 | 
1 1 1 1 
3 3 1 2n+1 
1 1 1 _1 
5 7 9 @n+3 
ae = 

(2n—1i Inti 2n+38 in—3| 


ist, wie man leicht zeigen kann, positiv oder negativ, je nachdem » un- 
gerade oder gerade ist. Entsprechend dieser Verinderung des Zeichens 
der numerischen Determinante ist in der Niihe von x= die n + 1-reihige 
Determinante D,(x, 4,) positiv oder negativ, je nachdem » ungerade 
oder gerade ist. 


Berichtigung 


zu dem Aufsatz von R. Schimmack: ,,Der Satz vom arithmetischen Mittel in 
axiomatischer Begriindung“ (Seite 125—182 dieses Bandes). 
In Beispiel C muB es heiBen: Hier ist erfiillt I, I’; Ml, Ill’, IV; nicht erfillt 
Il, Ir, Iv’. 
Seite 132, Z. 6 lies demgem&B F statt C. 
In § 3, Beispiel D ist eine sinnstérende Verwechslung der Indizes stehen ge- 
blieben. Es muBf dort nicht heiBen: 


1 1 1 1 


Rett i Cc =n Sn gn-i? on = on=i? 





-1= 


sondern in umgekehrter Reihenfolge: 


1 1 1 


1 
Cg eg Sth gai 
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AbriB einer einheitlichen Theorie der Gamma- und der 
hypergeometrischen Funktionen. 


Von 


Hy. Metum in Helsingfors. 


Obwohl es nicht unbekannt sein kann, daB zwischen der Gamma- 
funktion und den hypergeometrischen Funktionen ein inniger Zusammen- 
hang*) existiert, so wird demselben doch in den bisher erschienenen 
Handbiichern, Monographien und Enzyklopidien, welche die Theorie der 
Gammafunktion oder Teile derselben behandeln, meines Wissens keine Be- 
achtung geschenkt. Sogar in den neuesten Arbeiten dieser Art ist von 
den hypergeometrischen Funktionen tatsaichlich keine Rede. In der vor- 
liegenden Arbeit suche ich eine hiervon wesentlich verschiedene und all- 
gemeinere Auffassung geltend zu machen, indem ich néimlich gerade die 
Integration von allen hypergeometrischen Differentialgleichungen mit Hilfe 
der Gammafunktion als die eigentliche Hauptaufgabe einer modernen Theorie 
dieser Funktion betrachten muB. Nachdem ich die allgemeine Definition 
der Gammafunktionen festgesetzt habe, finde ich in der Cauchyschen 
Integraltheorie ein Mittel, die Theorie dieser Funktionen mit der Theorie 
der hypergeometrischen Funktionen zu einem systematischen Ganzen zu 
verschmelzen. Es zeigt sich dabei, daB die herkémmliche Theorie der 
Gammafunktion und der Eulerschen Integrale, wie sie ih Handbiichern, 
Monographien und Enzyklopidien dargestellt wird, nur ein Bruchstiick 
dieser allgemeineren Theorie ist, welche an Einheitlichkeit nichts zu 
wiinschen iibrig laBt. 


*) Derselbe wurde zuerst vom Verfasser und von Herrn Pincherle vollstindig 
entwickelt. Unsere diesbeziiglichen Arbeiten werden an entsprechenden Stellen dieser 
Arbeit angefiihrt. 


‘ 
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§ 1. 
Einftihrung der Gammafanktion. 
In der Formel 


(1) sinaz— x2] | (1- )-=1] + i)e* P] (t—Le 


I] n=1 


besitzen wir einen den Elementen der Funktionentheorie angehérigen 
Ausgangspunkt, von welchem wir in ungezwungener Weise schnell zur 
Gammafunktion gelangen kiénnen. Durch die Funktion 


(2) F(z) =] [(i+=)e* 
n=1 

kann hiernach sin zz so ausgedriickt werden: 

(3) sin 22 = xz F(z) F(—2z). 


Da die linke Seite bei der Substitution (z, ¢+-1) nur ihr Zeichen wechselt, 
so entsteht die Frage, wie sich F(z) hierbei verhalt. Man findet: 
1 1 1 
Fe+}) Fetnti -; tte 22-1 238 ss... s+n+i, - 


Fi) z+n ames z+2 ztn 


na=1 


1 1 
Se Ee a ll eee 


Hiernach existiert 
lim (1 +> +--:-+— —log n). 


a=o 


Bezeichnen wir diese Grenze, d. h. die Eulersche Konstante, durch C, 
so haben wir die Formel 


-C¢ 
(4) Fe+ 1)= 7% i Fie), 
welche die obige Frage beantwortet. Diese Funktionalgleichung nimmt 


eine einfachere Form an, wenn wir statt F(z) die Gammafunktion durch 
die Definition 


(5) 1) = S7 l) ine 


einfiihren. Aus (4) und (5) folgt dann 
(6) F(e+1)=«F@), 
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wihrend (3) die Form erhiilt: 


(7) P(e) fA—2) = 
Nach der Definition von C ist 


sin me 


comin (14 Se 
wim (147) (4a) (Ege 
-[] + i) ¢*. 


1 
Hieraus geht hervor, erstens dab C positiv ist, denn es ist (1+ ~\e* <1, 


und zweitens wegen (5), daB die Gammafunktion auch so dargestellt 
werden kann: 


1\- 
co) 1+<) 
ip tts 
(8) r(y=t ff —*-. 
eat ‘+= 
Hieraus folgt weiter [(1) = 1 und 
(9) T(z) = lim 


n 


. EE5- Ee 


Verbindet man diese Formel mit der aus (6) folgenden 





Fe+e+s) _ _2-8---8 Fett) 
(6) ie4i)--@+0) ~2@+i)-@tm™ mn > 
so ergibt sich 
(10) lim reper) o1. 


Umgekehrt folgt offenbar die ‘Formel (9) aus (6) und (10), so daB F(z) 
durch diese beiden Eigenschaften (6) und (10) vollstindig bestimmt ist. 

Diese Einleitung in die Theorie der Gammafunktion habe ich auch 
in einer friiheren Arbeit vorgeschlagen.*) , 


§ 2. 
Das Verhalten von [ (s+ it) fiir |¢| = oo. 


Fiir die Anwendungen der Gammafunktion auf dem Gebiete der be- 
stimmten Integrale ist der folgende Satz von fundamentaler Wichtigkeit. 


*) Om Gammafunktionen. Ofvers. af. Sv. Vetenskapsakademiens Férh. 1883, 
No. 5. 





20° 
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Beschriinkt man die Veriinderliche z = s + it auf’ einen beliebigen, zur 

imagindren Achse parallelen Streifen «<s<B von endlicher Breite und setzt 
a, om | 

(11) \F(s+it)| ee? \t *|V2atel, 
so niihert sich « mit wachsendem |\t\ gleichmdBig der Grenze Null. 

Wegen (6) und (7) ist 

n 1 

(12) | (it) =YF(it)F(—i) = = cata = 6 2 lt 2|Vlate. 
Die Formel (11) gilt also fiir [(i#). Es handelt sich nun darum, das 
Verhalten des Quotienten [(s+ it): (it) zu ermitteln. Mit Benutzung 
von (8) und durch Multiplikation mit 


As ‘ir (1+ 2a) 
t=O (145) TT] + ty 


aed | ieee 


eres ft i+ ot; 


= wy TT tiers) . 


wee 
eae it-+n 


folgt: 


Hieraus ergibt sich 


log eran ->': log (1+ it+ rs) - log (1 a it+ ra) 


> wi (it + n)* y (Gara) 


wo (x) eine nach positiven ganzzahligen Potenzen von zx fortschreitende 
Reihe bezeichnet, welche konvergiert, sobald |z|< 1 und |sz|< 1, und 
deren Koeffizienten von ¢ unabhiingige einfache Ausdriicke in s sind. 
Unterwirft man s der Beschrinkung — R<s< + R, unter R eine be- 
liebige positive Zahl verstanden, so bleibt 


B (ata) 


fir n= 0, 1, 2,---+ und fiir alle ¢, welche die Bedingung ¢|>R+1 
erfiillen, dem absoluten Betrage nach unterhalb einer endlichen, von » 
und ¢ unabhingigen Grenze M. Aus der obigen Forme! folgt daher 
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T(s + it) 
‘log (tyr Gt) «94% itn? 2x3 ae) 


< om 
Xe MSD Ones +s \t—1 


Setzt man also 


; F(6+ tt) | 
(13) Gty Fae | =I+e 
so ist gleichmabig lim «= 0 fiir |¢] co, wenn s zwischen beliebigen 
endlichen Schranken bleibt. Aus (12) und (13) folgt schlieBlich die 
Formel (11), die man offenbar auch so schreiben kann: 


” 1 
4 (14) IF(e)i—e 2. sg 2 .|V2a+el. 

Obwohl diese Formel gewissermaBen in der zuerst von Stieltjes im 
Jahre 1889 auf komplexe Werte ausgedehnten Stirlingschen Formel ent- 
halten ist*), verdient sie doch als besonderer Satz in der obigen, fir 
die Anwendungen wichtigen Form hervorgehoben und entwickelt zu werden, 
zumal die Herleitung derselben unter einfacheren Voraussetzungen durch- 
gefiihrt werden kann als die der Stirlingschen Formel. Annaherungs- 
weise war Herr Pincherle schon im Jahre 1888 zu dem obigen Satze | 
gelangt**), wahrend derselbe von mir in einer Arbeit***) vom Jahre 1890 
volistindig nachgewiesen wurde. Der obige Beweis ist eine Vereinfachung | 

des friiheren. Zu gleicher Zeit hat Herr Jensen eine Formel hergeleitet, 
welche die obige als speziellen Fall enthialt+). 





§ 3. 
Definition der Gammafunktionen. 
Die Funktionalgleichung der Gammafunktion ist ein spegjeller Fall von 


(15) F(2+1) =+ R(z) F(e), 


*) Sur le développement de log f(a). Journal de Math. (4) Bd. 5; 1889. 
™) Sulle funzioni ipergeémetriche generalizzate. Accad. dei Lincei. Rend. (4). 


Bd. 4; 1888. Ersetzt man in (14) s — = durch m+, wo m die gréBte in s ent- 


haltene ganze Zahl und — > << < , 80 hat man das Resultat von Pincherle. 


“*) Zur Theorie der linearen Differenzengleichungen erster Ordnung. Acta Math. 
Bd. 15. Die Arbeit von Stieltjes war mir damals unbekannt. 
+) Gammafunktionens Theorie, Nyt Tidskrift for Math. Bd. 2C. 
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wo R(z) die rationale Funktion 
(16) R(2) = G—t) ---G— ew) 


(2—6,)---(¢—6,) 





bezeichnet. Als die Grundform, aus welcher alle iibrigen Lisungen von 
(15) durch Multiplikation mit periodischen Funktionen erhalten werden 
kénnen, betrachten wir den Ausdruck 

(17) Ge) = F(e—@) --- F(e—e,,) FA +6,—2) --- F+e,—2), 
welcher die Gleichung 


(18) G(e+1) = (—1)" R(z) G(2) 
befriedigt und mit der ebenfalls bemerkenswerten Lésung 
(19) H(s) = (=e) ---Te—ew) 


T(¢—o,)---F(e—e,) 
durch die aus (7) sich ergebende Formel 
(20) x"H (2) = G(z) sin a(z—6,) - -- sin a(z—@,) 
verbunden ist. 

Die allgemeinste Liésung von (15) kann offenbar in der Form P(s) G(z) 
dargestellt werden, falls P eine willkiirliche Funktion mit der Eigenschaft 
P(2+1)=+ P(z) bezeichnet. In der Theorie der Gammafunktion hat 
es indes keinen Zweck, P(z) als eine véllig unbestimmte periodische 
Funktion aufzufassen. Die Einheitlichkeit dieser Theorie erfordert viel- 
mehr, daB man nur diejenigen Lésungen von (15) beachtet, welche erhalten 
werden, indem man den Faktor P(z) folgendermaBen beschrainkt: 

I. P(z) ist eine eindeutige analytische Funktion mit der Eigen- 
schaft P(z+1) = + P(z). 

Il. In einem gewissen Parallelstreifen « << R(z)< a+ 1 besitzt 
P(z) héchstens eine endliche Anzahl! singulirer Stellen, die alle 
Pole fiir P(z) sind. 

Il. Wird die positive Konstante C hinreichend groB angenommen, 
so nahert sich P(s+it)e~°‘ mit wachsendem |t| gleichmiBig 
der Null. 

Die allgemeinste Funktion P(z) mit diesen Eigenschaften ergibt sich 
durch die folgenden Schliisse. Die siimtlichen, in dem Streifen «<R(z)<a+-1 
gelegenen Pole von P(¢) seien in der Reihe a,,a,,---,a, so oft enthalten, 
wie ihre resp. Ordnungszahlen angeben. Alsdann ist 

P,(¢) = P(e) sin 1(¢—a,) - - - sin x(2—a,) 
eine ganze Funktion mit der Eigenschaft P,(¢+1) = + P,(2). Wegen III 
kann A so groB angenommen werden, daB der Ausdruck 


P,(2) = P(g) 12 2E—4)--- sin #6— a) 





sin x(¢—¢,) - - - sin z(z —¢,) 
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die Eigenschaft lim P,(s+it) = 0 fiir |¢| = co besitzt. Der Einfachheit 
halber wahlen wir die GréBen c so, daB die Differenz irgend zweier der- 
selben keine ganze Zahl ist. Die Konstanten C,, C,,---, C, kénnen dann 
so bestimmt werden, daB sich der Ausdruck 

= 
sin «(¢—c¢, 


P,(2) = P,(2) —[ yte+ geo ] 


sin «(z—¢,) 


an den Stellen s = ¢,, ¢,,--+,¢, regular verhalt. Wird zugleich 4 so ge- 
wablt, daB P,(2+1)=— P,(2), so ist auch P,(2+1)=— P,(¢) und 
somit P,(2) eine ganze Funktion. Da iiberdies lim P,(s+it)=0 fiir 
|t} = oo, so muB P,(z) gleich einer Konstanten und zwar gleich der 
Null sein. 


Hiernach ergibt sich fiir P(z) der Ausdruck 


(21) P(s)= sin x(¢— ¢,)--- sin x(z— ¢,) a Pye wee =35] ’ 

/ sin «(z—¢, 
und umgekehrt besitet auch jeder Ausdruck dieser Form offenbar die frag- 
lichen Eigenschaften 1, U1, IL. 


Die folgende Definition diirfte hiernach nicht unbegriindet erscheinen: 
Unter einer Gammafunktion verstehen wir jede in der Form P(2) G(z) dar- 
stellbare Funktion, wo G und P die allgemeinen Ausdriicke (17) und (21) 
bezeichnen. Diese Definition deckt sich offenbar vollstiindig mit der anderen: 
Unter einer Gammafunktion wird jede die Funktionalgleichung (15) be- 
friedigende monogene Funktion verstanden, welche iiberdies in einem gewissen 
Parallelstreifen « << R(z)< a+ 1 die oben unter II und Ill angegebenen 
Eigenschaften von P(z2) besitat. 

Ihre vollstindige Begriindung findet aber die Definition erst spater 
($§ 10, 11,12) durch das Ergebnis, daB jedes Integral der Form 


i — 2 
iy | Fes dz, 
L 


falls F(z) eine beliebige Gammafunktion im obigen Sinne sowie L einen 
geeigneten Integrationsweg bezeichnet, eine hypergeometrische Funktion 
darstellt, wiihrend auch umgekehrt jede hypergeometrische Funktion durch 
ein solches Integral ausgedriickt werden kann. 

Auf Grund der Formeln (7), (17) und (21) kann jede Gammafunktion 
durch die elementare Gammafunktion [(z2) ausgedriickt werden. 

Nach der obigen Definition gehéren offenbar alle rationalen und ebenso 
alle trigonometrischen Funktionen zu den Gammafunktionen. 
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§ 4. 
Das Verhalten der Gammafunktionen F(s+it) fiir |¢; = co. 


Nach dem oben Dargelegten kann jede Gammafunktion linear durch 
Ausdriicke der Form 


(22) G(z) sin #(z— c,) -- - sin #(z— ¢p) 


sin «(z—a,) -- - sin x(¢— ay) 


dargestellt werden. Das Verhalten dieser Ausdriicke fiir |t]=oo kann 
mit Benutzung von (14) genauer, als es oben geschah, angegeben werden. 
Die folgenden wichtigen Formeln verdienen besonders hervorgehoben zu 
werden: 


m+n 


(23) |G(e) =e * *" f(s, 8); 
(24) \Hi)|—e ? *"" £6, 8); 


m+n 


(25) |G(z) sin 2(¢—c¢,) --- sin x(z—c,)| = st s ~ ape f(s, t), 
wo f(s, t) die Form 


(26) f(s,t)= P-9t- 2) ~*| 9(s,t), %=6,++:-+6,—0,—":-—@,; 


hat, wahrend g(s,¢) eine positive Verinderliche bezeichnet, welche mit 
wachsendem |t| gegen eine endliche, von Null verschiedene und von s 
unabhingige Grenze gleichmaBig konvergiert, wenn s auf ein beliebiges 
endliches Intervall « <s< # beschrinkt wird. Die GriBe f(s, ¢) kann 
also héchstens wie eine endliche Potenz von ¢ wachsen oder abnehmen. 


§ 5. 
Das Verhalten der Gammafunktionen F(s+it) fiir |s = oo. 
Durch wiederholte Anwendung von (15) folgt 


(27) F(e+k) = + R(s) R(e+1)--» R(e+k—1) F(e) 
und hieraus 

¢ F) 

(28) F(s—k) = + pg—) Re—2)- RG_h’ 


Das Verhalten von F(z+k) bei wachsendem fk soll nun genauer ermittelt 
werden. 
Setzt man zur Abkiirzung 


(29) eG +-*' +O —Q& °° Co 


















———==- == 


so ergibt sich aus (16) 
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% 1 1 
log R(z) = (m—n) logz—— + ., B, (=) 
Wegen 
1 % 1 1 
x log (1+ )= 2 ta B. (5) 
ist also 
log R(z) = (m—n) log z — x log (1 + ~) + as (=) , 

wo R(x), B(x), B,(x) fir hinreichend kleine z in gewéhnliche Potenz- 
reihen von x entwickelbare Funktionen bezeichnen. Ersetzt man z durch 


z+1 bis 2+k—1, so ergibt sich durch Addition der entstehenden 
Gleichungen 


log R(z) R(z+1) --- R(e+k—1) = (m—n) log [2(2+1) --- (2 +k—1)] 


k=-1 
k 1 1 
— #log (1+ 5) + Dear 8 G5) 

v=0 
Hieraus folgt: 
(30) R(e)R(2+1)--- R@+k—1) =[2(¢41) (2 +h—1)yr-"(1+ a 
und . 

- K\* w,(s) 

(31) R(e—1) R(e—2) --- R(e—k) = [(e—1) --- (e—Wyn-" (1- S) e”*™, 


wo 


k-1 
9, (2) - Date? $ (, z ;); 


(2) = > a= BG): 


v=1 


Wegen der Bedeutung von 8 (5) verhalt sich diese GréBe regular fiir 


alle Von @,,°*-,; Qn, %,°°*,6, sowie von 0 und —1 verschiedenen 


Werte z und lift sich, sobald z dem absoluten Betrage nach gréBer ist 
als die genannten Werte, nach positiven Potenzen von + entwickeln. 


Versteht man also unter a eine beliebige reelle Zahl und beschrinkt die 
Veriinderliche z auf die Halbebene R(2)>a, aus welcher, falls sie 
einige der Stellen 

£=—¥, @—%, O,—¥ (v=0,1,2,---) 
enthilt, beliebig kleine, diese Stellen umgebende Kreise fortzuheben sind, 
so ergibt sich in analoger Weise wie in § 2, daB |q,(¢)| unterhalb einer 
endlichen von z und & unabhiingigen Grenze bleibt. In dhnlicher 
Weise verhilt sich ¥,(z) hinsichtlich der Halbebene ®(<)< a. Unter 
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Beriicksichtigung von (27), (28), (30), (31) ist hiermit das Verhalten 
von F(z+k) fir k= +o angegeben. 

Bei der Ermittelung von Reihenentwicklungen fiir hypergeometrische 
Funktionen, welche durch bestimmte, iiber Gammafunktionen erstreckte 
Integrale ausgedriickt sind, braucht man das folgende Resultat, welches 
aus den Formeln (30) und (31) ohne Miihe gewonnen werden kann. 

Wird die Verénderliche z auf eine zur imagindren Achse parallele 
Gerade R(z) =a beschriinkt, auf welcher keine von den Gripen 


[R(e+h)]¥* (k= 0,1,2,-->) 
gleich der Null ist, so hat man im Falle m > n gleichmifig 


. F(z—k k . — a al 
(92) = F@ ” ~ i= No=a... 86-57" 


k=0 


fiir jeden bestimmten Wert von x. Ist m=n, so gilt diese Formel fiir 
2| <1, sowie die Formel 


(33). tim 7+" 5-t him RY) --- Re + k—1) a? = 0 
k=o (2) k=@ 
fir \x|\>1. 


Der Fall m << braucht nicht besonders beachtet zu werden, weil 
derselbe durch passende Substitutionen stets auf den Fall m > n zuriick- 
gefiihrt werden kann. 


§ 6. 


Der Zusammenhang zwischen der Gamma- und der 
Exponentialfunktion. 


Bezeichnet s einen Punkt innerhalb eines Rechtecks mit den Ecken 
a+to, b+iw, welche der Einfachheit halber in der Halbebene (2) >0 
liegen mégen, wo sich [(¢) tiberall regulir verhiilt, so ist nach dem 


Satze von Cauchy: 
1 r (2) 
6) = fe ae 


wenn das Integral in positiver Richtung tiber die Begrenzung des Recht- 
ecks erstreckt wird. Weiter ist das Integral gleich einer Summe der 
liber die einzelnen Seiten ausgedehnten Integrale. LiBt man nun a 
und } konstant bleiben, @ aber ohne Ende wachsen, wobei sich die zur 
reellen Achse parallelen Seiten ins Unendliche entfernen, so nihern sich 
die tiber diese Seiten ausgedehnten Integrale wegen (11) der Grenze Null, 
wihrend die beiden anderen ebenfalls gegen endliche Grenzwerte konver- 
gieren. Setzt man a<b voraus, so hat man also 
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at+io b+iew 
(34) =“ F(s)= af 2 © as +inf of Ode, a<R(s)<b. 
a—ie b—te 


Bei der Integration ist im ersteren Integrale R(s—z)> 0, im letzteren 
aber ®(s—z)< 0. Je nachdem nun aber das erstere oder letztere der 
Fall ist, kann man setzen: 


1 oo 
/ gn fer tas oder B = fer tae 
s—2 s—8 


Fiihrt man diese Integrale in (34) ein, so folgt 


(35) (8) ~fe-r4 s froerass fen ds froevae 


a—io 
vorausgesetzt, daB die Umkehrung der Integrationsordnung erlaubt ist, 
was unter noch allgemeineren Voraussetzungen in § 8 nachgewiesen 
wird. Uberdies ergibt sich aber mit Benutzung des oben erwihnten 
Rechtecks, daB 


atic b+ice 
(36) [l@adz = [T(e)a-* dz; 
a—ia b6—iwo 

denn das iiber die Begrenzung des Rechtecks erstreckte Integral von 
[(2)a-*dz ist Null, weil dieser Ausdruck im Innern und auf dem Rande 
des Rechtecks sich regulir verhilt, und die lings der unendlich fernen 
Seiten genommenen Integrale verschwinden wegen (11). Aus (35) folgt 
nun wegen (36) 


(37) r(s) ~fe 1 i free ‘da - [a6 a) a*~' da, 


sodaB wir zur Untersuchung des Integrals 
at+io 
(38) J (a; a) = gh, free *dz 
a—ico ° 

veranlaBt werden. Der Konvergenzbereich dieses Integrals soll in § 8 
genauer bestimmt werden. Hier geniigt es zu wissen, daB es wegen (11) 
wenigstens fiir reelle positive « konvergiert. 

Vergleichen wir J(x; a), wo a>O ist, mit I (2; + —n), wo » eine 
positive ganze Zahl bezeichnet, so ergibt sich, indem man den Cauchy- 
schen Satz auf die oben = Weise benutzt, die Formel 


(39) J (a; a) -S "4 J (2; =-*"), 


v=0 
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denn das zum Pole z= —v gehdrige Residuum von [(z) 2~* ist wegen 
lim sf (s) = 1 und (6) gleich 
2=0 


lim (2+ v) F (2) a-* = lim ua Gros - ce, 


Durch die Substitution <= - —n-+ it findet man 
+o 


1 jet (e+e 
ss ad ale a / (i4a—s).(bau—a) 


to 


woraus folgt 
1 a ° 
J (2; + —n)< .- a ~ fr ss +it) dt. 
(3 ) o(att)---(G+a-1)2. (3 ) 

Das in (39) auf der rechten Seite stehende Integral nahert sich also mit 
wachsendem » der Null, und J(z; a) ist somit gleich e~*. 

Setzt man in (37) und (38) J(x;a)=e-*, so hat sich als Schlub- 
ergebnis herausgestellt, daB zwischen der Gamma- und der Exponential- 
funktion die bemerkenswerte Reziprozitdt besteht : 


at+ico 
ae = 1, fre a-* ds, — = <arg(z)<=, a>0; 
(40) — 
Fem ferentas, R(z) > 0. 
0 





Aus §8 wird sich ergeben, daB das erstere Integral fiir alle die 
Bedingung 7 < arg(x)<+ ; erfiillenden Werte von x konvergiert. 


Die obigen Transformationen bildeten schon im Jahre 1894 den 
Ausgangspunkt meiner Arbeit Uber dic fundamentale Wichtigkeit des Satzes 
von Cauchy fiir die Theorien der Gamma- und der hypergeometrischen 
Funktionen*), wo sie, soviel ich weiB, zum ersten Male benutzt 
worden sind. 


*) Acta Societatis Scientiarum Fennicae. Tom. 21. 1896. Der Sozietit vorgelegt 
am 19. Nov. 1894. 
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§ 7. 


Die vorangehende Methode ist auf allgemeinere Gammafunktionen 
anwendbar. 


Die im vorigen Paragraphen benutzte Methode, wodurch die rezi- 
proken Formeln (40) erhalten wurden, ist offenbar nicht auf [(z) allein 
beschrankt. Bei der Herleitung der Formel (37), wo J(x;a) durch (38) 
definiert ist, wurde in der Tat einzig und allein von dem Umstande 
Gebrauch gemacht, daB man einen zur imaginiren Achse parallelen Streifen 
annehmen kann, wo sich f(z) regular verhiilt und sich mit wachsendem 
't| gemaiB der Formel 

a 1 
T(s+it)|=e ° ; it]? |V2a+el 
der Grenze Null nihert. Erst bei den darauf folgenden Erérterungen, 
welche den Zweck hatten, das Integral J(2;a) durch die Exponential- 
funktion auszudriicken, wurde die Funktionalgleichung von [(2) zur Er- 
mittelung einer Reihenentwicklung fiir J(x; a) benutzt. 
Betrachten wir nun beispielsweise die in § 4 vorkommenden Ausdriicke 


(41) G(z), H(z), G@(¢) sinz(¢—c,)--- sina(z—<¢,), 
indem wir in H(z) m>» sowie im letzten Ausdruck p < ers voraus- 


setzen, so finden wir, daB der absolute Betrag jeder dieser Funktionen 
wegen (23), (24), (25) auf die Form 


e~* " F(8, t) 
gebracht werden kann, wo @ eine positive Konstante bezeichnet, waihrend 
f(s, t) héchstens wie eine endliche Potenz von ¢ wachsen kann, falls s 
zwischen endlichen Schranken bleibt. Ein zur imaginiiren Achse paralleler 
Streifen kann offenbar auch, und zwar in mannigfaltiger Weise, so an- 
genommen werden, daB sich die obigen Ausdriicke dort regular verhalten. 
Fir H(z) gibt es sogar eine Halbebene dieser Art. 

Hieraus erhelit nun, daB man die Methode des vorangehenden Para- 
graphen auf die obigen Funktionen (41), die wir durch F(z) bezeichnen 
wollen, anwenden kann, und daB man an Stelle der Formeln (40) die 
folgenden allgemeineren , erhilt: 


(42) F(e) = fo.) a-! de, 
a+*a 
(43) o(2)= 4, f Fe) a-* de. 
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Durch die erstere Formel wird offenbar eine erhebliche Menge bestimmter 
Integrale auf die Gammafunktion zuriickgefiihrt, unter denen das Eulersche 
Integral zweiter Art den einfachsten speziellen Fall bildet. 

Die Bedeutung der letzteren Formel (43) fiir unsere Theorie ist 
indes bei weitem noch gréBer als die der ersteren. Es wird sich in der 
Tat ergeben, daB die durch (43) aus den Gammafunktionen entstandenen 
Funktionen ®(x) hypergeometrische Funktionen sind. 

Ehe wir zu diesem Nachweis iibergehen, wollen wir das durch die 
obigen Formeln ausgedriickte Resziprozitiitsgesetz in voller Allgemeinheit 
entwickeln. DaB es in der Tat nicht auf Gammafunktionen allein be- 
schrinkt sein kann, leuchtet schon darans ein, daB die letzten Formeln 
ohne Benutzung der Funktionalgleichung von F(z) erhalten worden sind. 


§ 8. 
Zwei allgemeine Integralklassen und ihr Reziprozititsgesetz. 


Unter f(s, ¢) verstehen wir weiterhin eine positive Verianderliche, 
welche nach Multiplikation mit ¢~*‘! bei unendlich wachsendem |¢| sich 
gleichmifig der Null nahert, wofern s zwischen gewissen, jedesmal niher 
anzugebenden Schranken bleibt. Unter <¢ wird hier und weiterhin eine 
beliebig klein anzunehmende positive Konstante verstanden. 

Satz |. Es sei F(z) eine analytische Funktion von 2=s + it, welche 
sich reguldér verhilt in der Umgebung jeder endlichen Stelle im Innern und 
auf der Begrenzung eines gewissen durch 


(44) a<ssp a<p 
definierten Parallelstreifens, und welche in (44) mit wachsendem |\t\ sich 
der Null nihert geméB der Formel 

(45) \F@)| =e?" f(s, 4), 

wo # eine gewisse positive Konstante bezeichnet, wihrend f(s, t) die obige 
Bedeutung fiir «<s<B hat. Dann konvergiert das Integral 


at+to 


(46) J (a; a= si, f Fora u<a<p 


gleichmifig in jedem durch die Ungleichheiten 
(47) — (#22) <0<+ (9-28), &<|2\/ <5 


definierten Gebiete von x = x c° und befriedigt zugleich fiir alle die erstere 
Bedingung (47) erfiillenden x die fundamentale Ungleichheit 
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(48) | J (#;a)| < CG, «) |z\-*, 


wo C eine von x und & unabhiingige Gripe ist. 
Um diesen Satz zu beweisen, setze man z=a-+it. Dann ist wegen 
(45) und (47) 
|F(e)a-* S\a\-*e-**'" fa, b), 


wo f von « unabhiingig ist. In der Reihe 


7 v= +o , a+i(v+1) 
(49) bal F(z)x *dz= J(a; a) 
v=—o@ at+iv 


sind also die absoluten Betrige der einzelnen Glieder beziehungsweise 
nicht gréBer als die entsprechenden Glieder der Reihe 


v=+o0 vy+1 + 00 


Ps lala fee "f(a, thdt= jal-* fe ‘l.e-* *\ F(a, b)dt, 


=-@ —e 


welche vermége der angegebenen Eigenschaften von f einen endlichen und, 
abgesehen von dem Faktor «,~*, von, 2 unabhiingigen Wert hat. Hieraus 
erhellt die Giiltigkeit des Satzes. 

Da die einzelnen Glieder der in (47) gleichmiBig konvergierenden 
Reihe (49) monogene Funktionen von ~ sind, so stellt auch das Integral 
J(x;a) in (47) eine monogene, daselbst iiberall regulir sich verhaltende 
Funktion von # dar. Diese Funktion wollen wir durch (x) bezeichnen. 

Wendet man den Cauchyschen Satz auf die in § 6 angegebene 
Weise an, so ergibt sich, daB J(;a) fiir alle die Bedingung «c<a<p 
erfiillenden a eine und dieselbe Funktion ®(«) darstellt. 

Ist die Breite 68 — w des Streifens (44) endlich, so kann offenbar C 
als eine bloB von ¢ abhangige .Konstante aufgefaBt werden. 

Aus (48) ergibt sich, daB |z*(z)!, wenn a eine beliebige, die Be- 
dingung « <a< erfiillende Zahl und 6 — a endlich ist, fiir alle z in 
(47) unterhalb einer endlichen Schranke bleibt: . 


(50) \a*O(x)| << K, asap. 
Satz IL Hieraus folgt nun in bekannter Weise, daB das Integral 


(51) fow al de 


fiir jeden innerhalb des Streifens a<u<B gelegenen Wert s =u + iv 
konvergiert. Wir behaupten nun, daf dieses Integral gleich unserer urspriing- 
lichen Funktion F(s) ist. 
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Zunichst bemerken wir, dab das Integral, resp. die Reihe 


at+io > a+i(y +1) 


. 1 F = F( 
(52) T(e;a) = 54; f FO » ds = i<i Df: 2 e- “ds, 


a—ia v=-aw a+ir 
falls R(s) von a verschieden ist, offenbar in (47) aus demselben Grunde 
gleichmaBig konvergiert wie die Reihe (49). Die Reihe (52) darf also 
gliedweise differentiiert werden. Da die einzelnen Glieder zwischen regu- 
liren Grenzen genommene Integrale sind, so ist es erlaubt, die Differen- 
tiation unter dem Integralzeichen auszufiihren. Dadurch ergibt sich 


d 
qe M1(%5 4) = — v-* S (a; a). 
Wegen « << R(s)< B ist J,(0;«¢)=—0 und J,(co;f)=O0 und somit 


atic 
facie etas— —J,(1;«) =— may oe ide. 
i +ic 
[3(@; A) 2-4 dx = F,(1; 6) = ay i 
‘ p-iw 


Nach diesen Vorbereitungen gestaltet sich nun der Nachweis der obigen 
Behauptung folgendermaBen: 


Jee) xv-'dz =f I(x; a) w-'dz 
0 
1 @ 
= {IT(a;a) wd + fI(e; a) oe dex 
0 1 


=f I(x; a) x-'daz +f F(a; B) wt dz 
0 1 


artio +ie 


a 1 F(z) F (2) 
-- if Pia etsy i—s" 


a—ie p-—ie 





Der letzte Ausdruck ist gleich dem in positiver Richtung iiber die 
Begrenzung des Streifens (44) erstreckten Integral 


1 F@) ,. 
af? — oO 


welches gleich F(s) ist. 


Zwischen den beiden Funktionen F(z) und (x) besteht also die 
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a+in 
o(z)= nif FO a-*ds, —®<arg(x)<+%, a<ac<p; 
(53) aie 


F(z) = [0(@) 2 az, a< R(z) <p. 





Fiir jede Funktion F(z) der im Satz I angegebenen Beschaffenheit gilt 
also die Umkehrformel 


~ atic 


Py : R 
(54) F(s) = { a1 ao f F(z) a7? dz, ax (s)<p 
6 a—ia 


a<acB. 


Unsere Untersuchung ist aber noch einer wesentlichen Vervollstindigung 
bediirftig. Im vorangehenden war F(z) eine selbstandig definierte Funktion, 
wahrend ®(x) mit Hilfe von F(z) erzeugt wurde. Jetzt wollen wir von 
einer selbstindig definierten Funktion ®(#) ausgehen. 

Satz I’. Es sei ®(x) eine monogene Funktion, welche sich reguldr 
verhdlt im Innern und cuf der Begrenzung des durch 
(55) —#@<d<+% 
definierten Bereichs von x =\x\| e&° mit eventueller Ausnahme der Punkte 
xz=0 und t=co. Weiter nehme man an, dap |\x*®(x)|, wenn a eine 
beliebige, die Bedingung «<a< 8 erfiillende Zahl bezeichnet, fiir alle x 
in (55) unterhalb einer endlichen Grenze bleibt. Dann konvergiert das 
Integral 


(56) F(z) -{o (x) -' da 
0 
gleichmaBig in dem Streifen 
(57) @a+tecR(z)<p-—e 
und niihert sich dort mit wachsendem |\z| = \s + it! der Grenze Null gemaéB 
der Formel . 
(58) | F(2)| =e? " f(s, #), 


wo f und « ihre friiher angegebenen Bedeutungen haben. 

Die Konvergenz des Integrals wird in bekannter Weise dargetan. 
Das lings der Geraden 0-——-R, dem Kreisbogen R ——Ret‘? und 
der Geraden Ret‘* 0 erstreckte Integral 


fo (x) 2-1 dx 


ist nach dem Satze von Cauchy gleich Null. Wegen lim (x) 2*=0 
fir t=oo, «a<a< niahert sich der tiber den Kreisbogen erstreckte 
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Teil des Integrals mit wachsendem R der Null. Fiir R= oo und durch 
die Substitutionen z = e*'*r ergibt sich somit 


F(e) =e" foes) r-ldr, F(s) =e! f O(e-*) r-'dr, 
0 o 


und hieraus 


(59) PO) = ggg fog OP eta. 


sin #z 2% 
0 


Weil « eine reelle und positive Verinderliche ist, so liegt das Integral 
rechts bei wachsendem |¢| dem absoluten Betrage nach unterhalb einer 
endlichen Grenze, sodaB |F (2)! in der Tat auf die Form (58) gebracht 
werden kann. 


Satz Il’. Nach Satz I konvergiert also das Integral 
a+iw 
(60) J (x; a= 31, f Fe) a-* dz a<a<p 
fiir alle die Bedingung —®<0<+ 4% erfiillenden x. Wir behaupten 
nun, daB dieses Integral gleich unserer urspriinglichen Funktion ® (a) ist. 
Setzt man in der Formel 


a+ixn ~ 
J (x; a) = aif rds f O(t) &-' dt: 
a—ie 9 
z= &, 2— "TF 4 i logy, t=é”, a—*th 
so ergibt sich 
o+6,,, . d | ag hd 
(61) J(é";a)e? ~f y=? oY f O(é”)e*? = y-” dw. 
0 t0 
Auf Grund der iiber ® gemachten Voraussetzungen ist der Ausdruck 
£tP ie 
o(é")e* in dem Streifen —#< R(w)< + regular und dem ab- 
«t—* t| 
soluten Betrage nach kleiner als Ke * . Fiir diesen Ausdruck hat 
also die Umkehrformel (54) Giiltigkeit, wonach die rechte Seite von (61) 
ets, 


gleich O(e") e sein muB fiir —#<R(u)<+ und somit J(x;a)=O(x) 


fir — @ < arg(z4)< + @. 








i 
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Zwischen den beiden Funktionen (x) und F(z) besteht also die 
Reziprozitat : 





F(e) = { o@) a-1 dz, a< R(z) <p; 
(62) ) ‘ a+iea 
(2) =~. F(z)a-?dz, —@<arg(r)<+4, aca<fp. 
: a—ia 


Fiir jede Funktion ® der im Satz 1’ anyegebenen Beschaffenheit gilt 
also die Umkehrformel 


a+ic oo 


(63) O(t)= ahi f tide { M(x) 2- dz, 
9 


a~-in 


ae<a<cB, 
—#<argii)<+@. 


Bezeichnen wir durch (F'), resp. durch (®), die Gesamtheit aller 
Funktionen der im Satz I, resp. im Satz I’, angegebenen Beschaffenheit, 
so entsprechen nach dem Obigen die Funktionen der beiden Klassen ein- 
ander folgendermaBen eindeutig. Jede Funktion der Klasse (®) wird durch 
die erste Formel (62) in eine Funktion der Klasse (¥’) transformiert, und 
umgekehrt wird auch jede Funktion der Klasse (F’) durch die letzte 
Formel (62) in eine Funktion der Klasse (®) transformiert. Wird ® durch 
die erste Formel in F und sodann F durch die letzte in , verwandelt, 
so ist stets ,(~) = (x). Wird F durch die letzte in ® und sodann ® 
durch die erste in /’, transformiert, so ist ebenfalls immer F, (z) = F(z). 
Zwei durch dieses Reziprozititsgesetze gegenseitig verkniipfte Funktionen 
kénnen passend reziproke oder konjugierte Funktionen genannt werden. 
Die Gamma- und die Exponentialfunktion sind nach § 6 zwei solche 
reziproke Funktionen. 

Eine unmittelbare Folge dieses Reziprozitiitsgesetzes ist der folgende, 
bei der Integration von hypergeometrischen Differentialglejchungen wich- 
tige Satz: 

Von zwei reziproken Funktionen kann die eine nur dann identisch ver- 
schwinden, wenn auch die andere identisch gleich Null ist. 

Die allgemeinen Resultate dieses Paragraphen kommen ebenfalls schon 
in meiner oben (§ 6) zitierten Arbeit vor (§§ 14 und 29), wo sie, soviel 
ich weiB, zuerst entwickelt worden sind. Siehe auch §7 meiner Arbeit*) 
in den Acta Mathematica Bd. 25. DaB diese Resultate auf entsprechende 


*) Uber den Zusammenhang zwischen den linearen Differential- und Differenzen- 
gleichungen. 


21* 
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Funktionen mehrerer Veriinderlichen vollstindig iibertragen werden kénnen, 
habe ich auch vor mehreren Jahren gezeigt*). 

Die obigen Formeln stehen natiirlich in einem gewissen Zusammen- 
hang mit der Fourierschen Integralformel, worauf ich indes bei dieser 
Gelegenheit nicht naher eingehen will. 


§ 9. 
Beispiele von konjugierten Funktionen. 


Von den sich darbietenden unzihligen Beispielen solecher Funktionen 
wollen wir hier nur die folgenden anfiihren. 

Erstes Beispiel. Der Einfachheit halber setzen wir voraus, es sei 
R(s) > 0, und bilden das Integral 


at+ie . 
, ; —a <arg(4)< +2, 
J(x; a) = i flO [(s—z)a-*dz, ith 


0<a<R(s). 
In ahnlicher Weise wie in § 6 ergibt sich 


a | 
T(x; a) = EF” (ay + Je; a—n), 0<a<l. 
=o 
Setzen wir |x <1 voraus, so erhalten wir mit Benutzung des am Schlub 
des § 5 vorkommenden Satzes lim J(z; a—n)=0 fiir n=oo. Somit 
ist J(x; a) = (s)(1+2)-* und zwar besteht diese Gleichheit wegen der 
gleichmaBigen Konvergenz von J(z; a) nicht nur fiir |z <1 sondern auch 
fir — a < arg (x) < +2, d. h. fiir die ganze z-Ebene mit Ausschlu8 der 


negativen Hilfte der reellen Achse. Auf Grund des vorigen Paragraphen 
hat man also 








a+in 
r 
a eo ani, “J C(s—z)a-*de, —a<arg(x)<+2, 
(64) 4 0<a<R(s); 
(2) T(s—z) —— fe ace 4 O0<R(z) << Ris). 


Das letzte Integral geht bekanntlich durch eine geeignete Substitution 
in das Eulersche Integral erster Art iiber. 


*) Zur Theorie zweier allgemeiner Klassen bestimmter Integrale. Acta Soc. Sc. 
Fennicae, Tom. 22. 1896. 
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Zweites Beispiel. Betrachten wir die Funktion ®(z), welche durch 
das Integral 


“? >R 
(6°) = wtf e—e) T(e—9,)a-*de pete 


fiir — a < arg(x) << + a definiert wird, so ergibt sich auf die obige Weise 
die bestindig konvergierende Entwicklung 
66 — (@, —e:—») v4 ge SIE — ei —») , 
(66) O(2) = ae SM —B—” (ay + «> a=”) (ay, 
v=0 v=0 
woraus erhellt, daB © mit den Zylinder- und den Besselschen Funktionen 
eng verbunden ist. Ist 9, — g, eine ganze Zahl, so wird die Entwicklung 
mit log x behaftet. Obwohl die bestindig konvergierende Reihenentwicklung 
als ein vollstandigerer Ausdruck fiir ® betrachtet werden muB als das 
Integral, so hat doch dieses vor jener einen wesentlichen Vorzug, wenn 
es sich um das Verhalten von ® fiir unendlich groBe 2 handelt. Aus 
der fundamentalen Ungleichheit (48), wo a im gegenwiirtigen Falle be- 
liebig groB angenommen werden kann, folgt in der Tat gleichmabig 
lim 2° ®(x) = 0 

fir =co, —a+e<arg(z4)<+2—e, wie groB auch k sei. Diese 
bemerkenswerte Eigenschaft ist aus der Reihenentwicklung gar nicht er- 
sichtlich. 

Im Falle 9, = 9, = 0 ergibt sich fiir a > 0: 


a+ico oo 


t (pg)esdeme SCT) & _ ope Se. 
ans? (s)a-*de Pa F+i) gv? log x — (in 
Drittes Beispiel. Fir das Integral 
at+io 
1 T(o— 
(67) J(x;a)= ay C(e)a-*dz, — : < arg (x) < + ; > 
welches wir unter der Voraussetzung 0 <a <6 betrachten wollen, ergibt 
sich einerseits die bestiindig konvergierende Potenzreihe 


(68) Jas 0) = Sets oe 


v=0 


und andererseits die asymptotische Darstellung 


-1 


(69) J(a;a)=a2-° A ae. (— 2)" + I(a;a+n), 6—l<a<e, 


T(e—o—v) v 
0 





= 
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welche zeigt, wie sich J(x; a) fiir groBe, dem Bereiche 
. +e<arg(e)<F—« 


angehérige x verhilt. Mit Benutzung der fundamentalen Ungleichheit (48) 
findet man nimlich fiir das Restglied die Ungleichheit 


(70) |\J(a; a+n)| << Cia+n, &) 2-*-". 
Aus der Reihe (68) ist die durch (69) und (70) ausgedriickte Eigenschaft 
gar nicht ersichtlich. Mit Hilfe von (69) kann man beweisen, dab J(z; a) 


in dem genannten Bereiche héchstens eine endliche Anzahl Nullstellen 
besitzt. 


§ 10. 
Beweis eines Satzes von Pincherle. 


Unter einer hypergeometrischen Differentialgleichung verstehen wir mit 
Herrn Goursat*) jede Gleichung der Form 


(71) (dy + box)y + (G, + b,x) ry + --- + G,, +b, 0) a"y™ = 0. 
Jede Lésung einer solchen Gleichung nennen wir eine hypergeometrische 
Funktion. 

Wir behaupten nun, daB das Integral 


(72) yin iJ F(s)a-*dz, 
L 


wo F(z) eine Gammafunktion im Sinne des § 3 bezeichnet, unter gewissen 
Voraussetzungen eine Gleichung der Form (71) befriedigt. 

Ehe wir zum Beweise dieses Satzes schreiten, welcher einen speziellen 
Fall eines noch allgemeineren Satzes von Herrn Pincherle**) bildet, wollen 
wir die Linien LZ niaher angeben, tiber welche die Integration vorzugs- 
weise erstreckt wird. 

Ist F(z) eine solche Gammafunktion, welche bei wachsendem |¢| sich 
der Null nahert gemiB der Formel 


wo f und @ die in § 8 angegebene Bedeutung haben, so kann als Inte- 


grationsweg eine unbegrenzte, auf der reellen Achse senkrecht stehende 
Gerade (a+ ico) benutzt werden, welche durch keinen Pol von F(z) hin- 


*) Annales de l’Ecole Normale, Sér. I. T.12. 1883. 

*) Sopra una trasformazione delle equazioni differenziali lineari in equazioni 
lineari alle differenze, e viceversa. Rendiconti del R. Istituto Lombardo, Serie II, 
vol. 19, fase. 12—13. 1886. Sulle funzioni ipergeometriche generalizzate. Rend. d. 
Accad. dei Lincei. Vol. 4, fasc. 12, 18, S. 792—799. 1888. 
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durchgeht. Das Integral konvergiert dann in dem in § 8 Satz 1 ange- 
gebenen Bereich. 
Es ist indes unerlaBlich, auch andere Integrationswege zu benutzen. 


Unter (— co) wollen wir die gebrochene, aus drei Geraden gebildete Linie 
—co+ ia, < - a a+ i@, 
—co+ia, > a+io, 


(73) 


sowie unter (+00) die gebrochene Linie 
(74) Otte - << sundh dite. 
a+ta, + +o+1a, 

verstehen. Uber die Gréfen a, ,, @,, welche die Lage von (—oo) und 
(+ cco) bestimmen, kann nach den Umstiinden verfiigt werden. Weder 
(—oo) noch (+ 0c) darf durch einen Pol von F(z) hindurchgehen. 

Mit Benutzung des am SchluB des § 5 stehenden Satzes ergibt sich 
nun ohne Miihe folgendes: 

Ist m >xn, so konvergiert (72), tiber eine Linie (— oo) erstreckt, in 


dem durch die Ungleichheiten ¢ < |«| <= definierten Gebiete von « gleich- 


miaBig, unter « eine beliebig kleine positive GréBe verstanden. 
Ist m = n, so konvergiert das Integral (72) in dem durch «<< 2|< 1—e 
definierten Gebiete gleichmaBig, falls es iiber eine Linie (— co) erstreckt 


wird, sowie auch in dem durch ¢ < : _<1-—e definierten Gebiete, wenn 


es tiber eine Limie (+00) erstreckt wird. 

Der Fall m <n kann durch passende Substitutionen stets auf den 
Fall m > wzuriickgefiihrt werden. 

Es bezeichne Z in (72) nach den Umstinden eine Linie (a+ ico) 
oder (— oo) oder (+00), so wollen wir zeigen, dab (72) in seinem Kon- 
vergenzbereiche eine hypergeometrische Funktion darstellt. 

Vergleichen wir zuniichst das Integral (72) mit dem folgenden 


(75) ¥,= 5-3 | (2+ 1) 2-*-' dz, : 

L 
welches aus dem ersteren durch eine zur reellen Achse parallele Translation 
(z,2+1) des Integrationsweges erhalten werden kann, so ist nach dem 
Satze von Cauchy 
(76) w= y+, 
wo S die Summe der Residuen von F'(z)x~* bezeichnet, welche zu den 
von ZL bei der Translation passierten Polen gehéren. Wird dabei von L 
kein Pol passiert, so ist S identisch gleich der Null. 
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Setzt man nun zur Abkiirzung 
(77) f(2) = a, — a,2 + aye(2+1) + --- + (—1)"a,,2(2+ 1) --- (2+m—1), 
(78) g(2) = by — b, (2+1) +b, (241) (2+2)4+---+(—1)),,(¢+1)---(2+m), 
so ergibt sich mit Benutzung von (72), (75) und (76): 


ay + a2y' +---+a,amy — J, [7(s) Fe) a-ede, 
L 


[boy + b,2y’ ferret bey” |= hf 90) F(e+1)a-‘dz 
L 


— 2[b,S+ b,2S8'+---+b, a" 8™]. 
Bezeichnet schlieBlich F(z) eine die Gleichung 


(79) {(2) F(z) + g(2) F(2+1) =0 
erfiillende Gammafunktion, so erhalten wir fiir (72) die Differentialgleichung 
(80) (ay + boxy + (a, +b, x)ay' +---+ (a, +5, 2)27y™ 


= — 2|byS +b, aS’ +--- +b,,0" 8). 
Die rechte Seite dieser Gleichung kann auf die Form 


(81) >a R, (log x) 


gebracht werden, wo die R ganze rationale Funktionen bezeichnen, 
wihrend die 4 reelle- oder komplexe Zahlen sind. Die Residuen von 
F(2)a~* haben niamlich die Form 2 R(log z). 

Hat der Integrationsweg L eine solche Lage, daB der zur imagindiren 
Achse parallele Teil von L bei der Translation (2, 2+ 1) keinen Pol von 
F'(2) passiert, so wird die Differentialgleichung nach dem oben Gesagten 
homogen. 

Versteht man, was auch sehr zweckmiBig ist, unter einer hyper- 
geometrischen Funktion jede Liésung einer homogenen oder nicht homo- 
genen Gleichung der Form (80), deren rechte Seite auf die Form (81) 
yebracht werden kann, so ist zu beachten, daB diese Definition mw 
scheinbar allgemeiner ist als die friihere. Die rechte Seite (81) kann néim- 
lich stets durch abwechselnde Multiplikationen mit Potenzen von x und 
Differentiationen zum Verschwinden gebracht werden, wobei die linke Seite 
swar ihre Ordnung, nicht aber ihre Form éndert. 
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§ 11. 


Jede hypergeometrische Differentialgleichung kann mit Hilfe von 
Gammafunktionen vollstindig integriert werden. 


Nach dem vorigen Paragraphen stellt das Integral (72), wo F(z) eine 
beliebige Gammafunktion und Z nach den Umstiinden eine Linie (a + oo) 
oder (— co) oder (+ co) bezeichnet, stets eine hypergeometrische Funktion 
dar. Es fragt sich nun, ob auch umgekehrt jede solche Funktion durch 
(72) darstellbar sei. 

Auf Grund der am SchluB des vorigen Paragraphen gemachten Be- 
merkung kénnen wir uns auf homogene hypergeometrische Gleichungen 
beschrinken. Es laiBt sich nun folgendes nachweisen. 

Es sei 


(82) (a+ by2)y + (a +O2)0y +--+ (G+ dq2)2"y™ — 0 

die zu integrierende Differentialgleichung. Durch eine einfache Substitu- 
tion kann man stets bewirken, dab a,, und die letzte b, von den GréBen 
by, b,, +++, By, welche von Null vergchieden ist, beide gleich 1 sind. Man 
bilde nun 

(83) f(#) =a) — a,2 + agz(e+1) +---+ (—1)"a,2(¢+1) --- (¢+m—-1), 
(84) g(2)=by—b, (2+1) + b,(2+1)(2+2) +---+(—1)"b,(2+1)-+ (+m), 
und setze 

(85) f(@) = (—1)"@—@:) @— 2) --- @— On); 

(86) g(2) = (— 1)" @— 4) @—6)--- (¢—4,), 

(87) G(2) —T(e—@,)---Fe—e,) Fi +6,—4)---FA+6,—2), 

(88) P(e) = sina (¢—c,)---sina (e—¢,) > c, 


sin x(z—¢,)’ 
= 


wo die C unbestimmte, die c aber bestimmte Konstanten bezeichnen, unter 
denen keine zwei sich finden, deren Differenz gleich einer ganzen Zahl ist. 
Das allgemeine Integral von (82) laBt sich dann in der Form 


(89) y= 1, / 4) P(z)a-*dz + R(a, log x) 
L 
darstellen, wo L nach den Umstiinden eine in geeigneter Weise gewahlte 


Linie (a +100) oder (— co) oder (+ 00) bezeichnet, wihrend R eine end- 
liche Summe der Form (81) bedeutet. 





330 H. Meuurn. 


Durch diesen Satz erweist sich die Theorie der Gamma- und der 
hypergeometrischen Funktionen als ein zusammengehdriges, abgeschlossenes 
Ganzes. Die herkémmliche Lehre von der Gammafunktion und den Euler- 
schen Integralen ist nur ein Bruchstiick dieser allgemeineren Theorie, welche 
an Einheitlichkeit nichts zu wiinschen iibrig laBt. Die Einheitlichkeit 
wird durch die Cauchysche Integraltheorie zustande gebracht. 

In der vorliegenden Arbeit beweise ich meinen Satz nur fiir den 
wichtigsten Fall m=. Hinsichtlich der tibrigen Fille muB ich den 
Leser auf meine Arbeit in Acta Math. Bd. 25 verweisen. Der folgende, 
auf der Theorie der reziproken Funktioren basierende Nachweis ist von 
dem in Acta Math. vorkommenden giinzlich verschieden. 


§ 12. 
Integration der hypergeometrischen Differentialgleichungen in dem 
bemerkenswertesten Falle m =n. 
Ist fiir die Differentialgleichung (82) m =n sowie a,=b, =1, so 
besitzt sie die drei singuliren Stellen «= 0, x =—1, x = ow. 
In diesem Falle lonvergiert nun das Integral 


(90) y = d(x; a) = if @@) P(2)a-*dz 


in der ganzen x-Ebene mit AusschluB der negativen Hiilfte der reellen Achse. 
Denn G(z) P(z) laBt sich linear durch » Ausdriicke der Form 


(91) G(z) sin x(¢—c¢,)--- sin a(¢—c¢,_,) 
darstellen, und der absolute Betrag dieses Ausdrucks kann nach § 4 (25) 


auf die Form e~* ‘ f(s, ¢) gebracht werden, so daB (90) nach §8 Satz I 
in jedem durch 


(92) — (w—«) Sarg (x) + (x8), &<|x|<- 


definierten Bereiche gleichmaBbig konvergiert, unter ¢ eine beliebig kleine 
positive Zahl verstanden. 

Nach § 10 geniigt (90) der Gleichung (82), wenn man dem Integrations- 
weg (a+i00) eine solche Lage erteilen kann, daB er bei der Translation 
(z,2+1) keinen Pol von G(z) passiert. Dies ist stets méglich, falls die 
GréBen @ und 6 eine gewisse Bedingung erfiillen. Die Pole von G@(z) sind 
als Glieder in den 2» arithmetischen Reihen 


(93) 0,, @, —1,---,0,—&, °°: 
(94) 6,+1, 6,+2,---,o,+k,--- 


v=1,2,--.,n, 
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enthalten, und zwar ist der betreffende Pol ein p-facher, falls er p Reihen 
gemeinschaftlich ist. Liegen nun alle Punkte 9,, 9,, ---, 9, links, sowie 
alle Punkte 6, + 1, 6, +1,---,6, + 1 rechts von dem Parallelstreifen 
(95) R(e,) <a co Re) < a+ 1 < R(6,+1) v=1,2,---,n, 
so hat der Integrationsweg (a+ io) offenbar die gewiinschte Lage. Gibt 
es aber zuniichst keinen solchen Streifen, so liBt sich, wie in meiner ge- 
nannten Arbeit gezeigt wurde, durch einfache Operationen stets bewirken, 
daB die GréBen ¢, 6 diese Bedingung schlieBlich erfillen. 

Das Integral (90) geniigt also unter dieser Voraussetzung (95) der 
Differentialgleichung (82). Es fragt sich nun, ob es dann auch das all- 
gemeine Integral von (82) darzustellen vermag. DaB dies wirklich der 
Fall ist, kénnen wir auf Grund unserer in § 8 entwickelten Theorie der 
reziproken Funktionen sofort nachweisen. Weil G(z) P(z) als homogene 
lineare Funktion mit unbestimmten Koeffizienten von » Ausdriicken der 
Form (91) betrachtet werden kann, so ist y eine ebensolche Funktion 
von » partikuliren Integralen von (82). Diese miissen ein Fundamental- 
system bilden, denn sonst kiénnte man die unbestimmten Konstanten so 
bestimmen, daB y identisch verschwiinde. Hieraus wiirde aber wegen des 
letzten in § 8 enthaltenen Satzes weiter folgen, daB auch die entsprechende 
reziproke Funktion G(z) P(z) identisch verschwinde, d. h. dab 

C C, 
sin maar ites n(e—ce,) 
identisch gleich Null wire, ohne daB alle C gleich Null wiiren. Da dies 
bei der iiber ¢,,---,¢, geltenden Annahme unméglich ist, so ist unsere 
Behauptung erwiesen; das Integral (90) stellt also unter der obigen Voraus- 
setzung (95) das allgemeine Integral von (82) dar. 

Da der Konvergenzbereich von (90) die ganze 2-Ebene mit Ausschluf 
der negativen Hilfte der reellen Achse umfaBt, so hat (90) einen wert- 
vollen Vorzug vor den fiir die Integrale von (82) geltenden Reihenent- 
wicklungen, die ja nur in einer begrenzten Umgebung der singuliren 
Stellen konvergieren. Welchen Nutzen man hieraus ziehen kann, werden 
wir gleich sehen. . 

Vergleichen wir das Integral J(z; a) mit J(a;a—k) und J(x;a+hk), 
welche aus dem ersten durch Schiebung des Integrationsweges resp. in 
der negativen und positiven Richtung der reellen Achse entstehen, so ist 
nach dem Cauchyschen Satze 


I(x; a) = > Rk, + J(a;a—k), 


I(x; a) =— >) R, + S(ajath), 
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wo R, und Fé die Residuen bezeichnen, welche zu den zwischen den be- 
treffenden Integrationswegen gelegenen Polen gehéren. Aus dem am 
SchluB des § 5 erhaltenen Satze folgt aber ohne Miihe 


lim J(z;a—k)=0 fir |x| <1, 
k=o@o 
lim J(z;a+k)=0 fir j2|>1. 
k=7~ 


Fiir J(x; a) ergeben sich also zwei Reihenentwicklungen, von denen die 
eine fiir |z|< 1, die andere fir z| > 1 konvergiert. Diese Reihen sind 
logarithmenfrei oder mit Logarithmen behaftet, je nachdem die zugehérigen 
Pole von G(z) P(z) einfache oder mehrfache Unendlichkeitsstellen sind. 
Im nachfolgenden wollen wir der Kiirze halber nur den ersteren Fall in 
Betracht ziehen. 

Zu dem Ende setzen wir voraus, daf unter den Differenzen 
(96) 0, — % und 6, — 6, 
fiir u + v keine ganze Zalhl sich findet. AuBerdem nehmen wir fortwaihrend 
an, daB die Bedingung (95) erfiillt ist. 

Unter der Voraussetzung (96) kénnen wir die in P(z) vorkommenden 
GréBen ¢,,---,¢, entweder mit den g oder mit den o identifizieren. Hier- 


durch und durch Erwiigungen, welche den in § 3 vorkommenden ganz 
ahnlich sind, ergibt sich die folgende wichtige Identitat: 


sin 2 ( 2—s0 
(97) P(s) -I] Bus sin a 
=p [2=2. > 
ange) 


vy=1 





Setzt man z = @,,--:,@,, 80 werden die A linear durch die B ausgedriickt; 
setzt man dagegen z = 6,,---, 6,, so werden umgekehrt die B linear durch 
die A ausgedriickt. 

Fiir unsere fundamentale Funktion 


(98) G(2) =] [F\2—e,)-[ [6 a+,-2) 
v=1 v=1 


erhalten wir mit Benutzung von (7) die beiden Ausdriicke | 


y cd f bad 
(99) G(s) = G(z)] ] sin x(z—e,) He] ] sin x(z—«,)’ 
r=1 v=1 
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wo 


rai+e— _ 
ao) aa) =P] FE8=8, me [TFEER. 


Vermige (95) verhiilt sich G(z) reguliir in der Halbebene R(z)<a+ 1; 
und in derselben Weise verhiilt sich H(z) in der Halbebene R(z) >a. 

Wegen (97) und (99) erhalten wir nun fiir G(z) P(¢) die beiden 
identischen Ausdriicke 


‘ Y . aA ” 
(101) G(6) Pls) = G6) D siaxe—e) = BOS waste 


und zugleich fiir J(%;a) die beiden entsprechenden Darstellungen 


(102) I(x; a) =-SAF@ —»>'B, J(2), 
i=1 i=1 
wo ine 
(103) J,(2) = sat “ON m=z G(z2)a-*dz, 
ae 
(104) J, (4%) = sf uce= H(z) a-*dz 


Infolge der erwihnten Beschaffenheit von G und H in den oben genannten 
Halbebenen erhilt man nun besonders einfache Entwicklungen fiir die 


0) (=) 
J,(z) in der Umgebung der Stelle z = 0 sowie fiir die J,(x) in der Um- 
gebung von 2 = oo, und zwar ergibt sich 


(0) _ 
(105) J,(x) = a-% > G(e,—v) (— 2) fir |a| <1, 
2 a. ee 
(106) J,(2) = (7)" “DH +1+0)(—2) «fiir |x| >1. 


Die vollstiindigen Ausdriicke fiir die Koeffizienten lauten nach (100): 


ya] a tenet) 
(107) Fe—¥) Ara e—e t+)’ 


: . ri+6,—e+7) 
(108) H(6,+1+¥)= la+e—e+0) 
k=l 


Fragen wir nun nach den Ubergangssubstitutionen, welche von dem 








: 
| 
: 
t 
: 
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Fundamentalsystem (105) zu dem Fundamentalsystem (106) und vice versa 
fiihren, so ergeben sie sich aus der Identitaét (102). Setzt man A, = 1, 
alle iibrigen A aber gleich Null, so erhiilt (102) die Form 


(109) J, (x) -> BY F(a) ere eer 
i=1 


Setzt man B, = 1, alle iibrigen B aber gleich Null, so hat man 

(110) I(x) = > AMT, (2) bow ,3,--s9, 
Die Konstanten B\ ergeben sich aus der Identitéit (97), indem man 
z=6,,---,6, setzt, wihrend alle A auber A,=—1 gleich Null gesetzt 


werden; und in entsprechender Weise berechnet man die A”. Man 
findet hierdurch 


” 


(111) BP | [° sin x(6,—0,) — [ J” sinx(o,—2,), 
r=1 1 


= 


" 


(112) A) i ] ® sin x(9;— e,) = IT sin x(9,— 6,), 


vr=1 vr=1 


wo durch (k) und (i) bezeichnet wird, daB v den Wert i: resp. i nicht 
erhalten soll. 

Auf die Behandlung anderer mit der Integration von hy pergeometrischen 
Differentialgleichungen zusammenhingender Fragen miissen wir bei dieser 
Gelegenheit verzichten. 


§ 13. 
Die gewéhnliche hypergeometrische Differentialgleichung. 





Fiir die Gleichung zweiter Ordnung 


P d? 
(113) (dy + byt)y + (a, + 0,2) x 9% + (1+2)a* 5% = 0, 
welche durch die Annahmen 
(114) r=—t, a=0, a4=y, =ap, b=e«+6+1, 


2-9, @a=yv-1, 4=—a«-1, 64—p—1 


in die gewéhnliche Gau’-Kummersche Gleichung 


; d* d 
(115) (1—#) t $3 +ly—(@+8+1) f] 5Y — apy = 0 
iibergeht, gestalten sich die Formeln (105) und (106) folgendermaben: 
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® — r(1 +6, —e, +) Fl +o6,—e,+») __ ale 
UH) de)=s 5) pa ternta rata ats | *, 


7 i—1,2 
(o,f hoy - ra+s6—e, +») Ta+4,—e, +») i\’ 
(117) J,(2) = (;) cree c crerer he A 


vr=0 


wihrend die Ubergangssubstitutionen (109) und (110) die Form erhalten: 


—— ty 





@ sin x(6, — @,)‘% 
(118) | otal sin x(6, =6,) A+ sin x(6, — 6,) 
| &. (@) _ sin (6, — @,) ‘¢? sin (6, — @,) x 
~~ gin x(6, — 6,) “1 7 2 a(6, —4,) 
: sin x(e, — 6,) Y sin (9, _ on 
(119) 1 sin #(@, — @,) * sin x(9, —@,) "2? 


(@) sin x(¢@ — 6,) (0) 
~ sin x(e, =e) * 
Durch die Annahmen (114) erhalt man die gewéhnlichen Formeln, wobei 


allerdings die oben gewonnene Symmetrie einigermaBen verloren geht. 


sin x (9, — 6,) 
sin x(9, —@,)" 2° 


Ss 


§ 14. 
SchluBbemerkungen. 


Einen wichtigen Platz in der Theorie der Gammafunktion hat stets 
die Stirlingsche Formel eingenommen. In einer friiheren Arbeit*) habe 
ich eine Herleitung derselben gegeben, welche von den gewdhnlichen 
Herleitungen, sowie von der von Stieltjes**) herriihrenden giinzlich 
verschieden ist, und welche zugleich mit der in § 8 entwickelten Theorie 
der reziproken Funktionen in einheitlichem Zusammenhange steht. Jene 
Formel ist in der Tat in der Formel 

S+ix 


. , 1 
(120) log (a+ 1)=— Cz — Sf aS: (2) * 


220 
3. in 
i. . 
enthalten, die ich hier ohne Beweis anfiihre. Aus dieser Formel, welche 
einen bemerkenswerten Zusammenhang zwischen der Gamma- und der 
Riemannschen Zetafunktion ausdriickt, geht die Stirlingsche Formel durch 
Schiebung des Integrationsweges in negativer Richtung hervor. 
Vom Standpunkte unserer einheitlichen Theorie der Gamma- und der 


hypergeometrischen Funktionen bilden die in der herkémmlichen Theorie 


*) Eine Forme! fiir den Logarithmus transzendenter Funktionen von endlichem 
Geschlecht. Acta Math. Bd. 25. 
**) Sur le développement de log [(a). Journal de Math. (4) Bd. 5. 





336 H. Meum. 


der Gammafunktion vorkommenden Integralformeln einen verschwindend 
kleinen Teil von den Beziehungen, welche iiberhaupt entwickelt werden 
kénnen. Auf eine ausfiihrlichere Darstellung dieses Gegenstandes miissen 
wir bei dieser Gelegenheit verzichten. Zu welchen interessanten Be- 
ziehungen man hierbei gelangen kann, das zeigt eine Arbeit*) von Herrn 
Voronoi, welcher seine Untersuchung ohne Kenntnis meiner zehn Jahre 
friiher entwickelten Theorie der reziproken Funktionen vorgenommen hat. 
Eine Folgerung aus dem Reziprozitiitsgesetze (§ 8) soll indes hier hervor- 
gehoben und an einem Beispiel beleuchtet werden. 

Es sei O(x) eine Funktion der Klasse (?) im Sinne des § 8. Dann 
lift sich © auf mannigfaltige Weise folyendermafen als bestimmtes Integral 
darstellen : 


(121) o(2)— | ‘ (F)o0%, 


wo ®, und ®, ebenfalls gewisse Funktionen der Klasse (®) bezeichnen. 
Dies ergibt sich folgendermaBen. Bezeichnet F(z) die der Funktion ® 
entsprechende reziproke Funktion, so kann F(x) in der Formel 
at+io 

(122) (2) = Fei. ] F(2) a-*dz 
auf mannigfaltige Weise als Produkt von zwei Funktionen F, und F, 
der Klasse (F’) dargestellt werden. Ich setze voraus, dab F, und F, 
ebenso wie F' in der Umgebung jeder endlichen Stelle im Innern und 
auf der Begrenzung des Streifens a < R(z)< #6 sich regulir verhalten 
und daselbst bei wachsendem |z| = s+i¢| durch die Formeln 

F(z) =e" "68,0, F@)|—e”* fs, 4), 

F(z) a il f(s, t), a, +3, =—@ 
charakterisiert sind, wo die # und f die in § 8 angegebenen Bedeutungen 
besitzen. Bezeichnen nun , und ®, resp. die den Funktionen F, und 
FJ’, entsprechenden reziproken Funktionen, so hat man 


a+ic e 
0,(2) = 51, f R@ads, F,(2) = f ,(t) #-" dt, 


— 4, <arg(z)< +H, a<a<cp, «<cRe)<B. 


Setzt man in (122) F(z) = F,(z) F,(2) und fiir F, den letzten Ausdruck 
ein, so folgt (121) durch Umkebrung der Integrationsordnung. 


*) Sur une fonction transcendante et ses applications 4 la sommation de quel- 
ques séries. Annales de l’Ecole Norm., 3. Série, T. 21. 1904. 
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Ein einfaches Beispiel hierzu bildet die mit Hilfe von (40) sich er- 
gebende Formel 


at+io oo x 
1 ai sae ” * no 
raf "Os ds— fe of, a>o. 
a—ia 0 


In analoger Weise ergibt sich, daB auch jede Funktion der Klasse 
(F’) auf mannigfaltige Weise folgendermaBen als bestimmtes Integral dar- 
gestellt werden kann: 

at+ia 
1 
(123) F(s) = gif Fule—2) F, (2) dz, 
a—iw 
wo F, und F, ebenfalls Funktionen der Klase (/’) sind. 

Fiir Gamma- und hypergeometrische Funktionen mehrerer Verinder- 
lichen 1é8t sich eine Theorie entwickeln, welche der in dieser Arbeit 
auseinandergesetzten villig analog ist.*) 


Helsingfors, Juni 1909. 


*) Siehe: Zur Theorie zweier allgémeiner Klassen bestimmter Integrale. Acta 
Soc. Sc. Fennicae. T. 22. 1896. 
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1. Die Differenzengleichung 
f.(@+ 1) — (2) = wet" 


ist bisher, soweit ich sehe, nur im Falle eines positiven ganzzahligen 
Index » untersucht worden, wo sie rationale Lésungen, die sogenannten 
Bernoullischen Polynome, zulaBt, die der Nebenbedingung /,,(1) = 0 ge- 
niigen. Es soll im folgenden queigt werden, daB die Differenzengleichung 
auch fiir ein beliebiges komplexes u stets Lane besitzt. Es soll ferner 
fir ein beliebiges uw eine bestimmte Lisung aufgestellt werden, die eine 
analytische Funktion des Index darstellt und fiir ein positives ganzzahliges 
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in das u* Bernoullische Polynom tibergeht. Diese partiellen Lésungen 
wollen wir fortab als Bernoullische Funktionen bezeichnen und mit dem 


Symbol g,(2) belegen; fiir sie gilt ganz allgemein die Gleichung 
9, (1) = 0 


Indem wir uns der Untersuchung der Gleichung (I) zuwenden, be- 
merken wir, daB (I) keine eindeutige Beziehung zwischen den beiden 
Funktionswerten linker Hand ausdriickt; um das letztere zu erreichen, 
miissen wir erst den Sinn von 2~' eindeutig festlegen. Zu diesem Zwecke 
fiihren wir in der komplexen z-Ebene einen Eindeutigkeitsschnitt vom 
Punkte z= 0 lings der reellen negativen Achse bis =o; den so ge- 
schaffenen Bereich mit Ausschlu8 der Rinder nennen wir B. Indem wir 
festsetzen, daB log z auf der reellen positiven Achse reell und innerhalb 
des ganzen Bereiches stetig sein soll, erreichen wir, daB auch 2‘~' in B 
iiberall eindeutig und stetig ist. In gleicher Weise laBt sich auch der 
Wert des Symboles (n+ )*~', unter m eine ganze positive Zahl ver- 
standen, im Bereiche B eindeutig und stetig festsetzen. 

Ehe wir zur Aufstellung der Funktionen g,(z) schreiten und damit 
den Existenzbeweis fiir die Lésungen der Differenzengleichung bei be- 
liebigem yw fiihren, wollen wir noch eine Reihe von Eigenschaften ableiten, 
die den allgemeinen Lisungen zukommen, und die sich als Folge der in 
(1) zum Ausdruck kommenden Eigenschaft ergeben. Die Gleichung (I) 
selbst wollen wir fortan als die Funktionalgleichung bezeichnen. 


2. Seien F(z) und /,(2) zwei innerhalb von B oder innerhalb eines 
gemeinsamen ‘Teilbereiches von B definierte verschiedene partikulire 
Lisungen der Funktionalgleichung, so gelten die Gleichungen 


F,(e +1) — F,(#) = pat" 
f,(@+1) —f,(2) = wet. 


Da nach den oben getroffenen Verabredungen die rechten Seiten beider 
Gleichungen denselben Wert haben, ergibt sich aus der Gleichheit der 
linken Seiten 


und 


F(@ +1) —f.@+ 1) = FL@) — f.@), 


F (2) — f,(2) = @() 
ist eine im gemeinsamen Definitionsbereiche beider Lésungen periodische 
Funktion von z mit der Periode 1; oder mit anderen Worten: Ist f,,(2) 
eine Lisung von (1), so stellt auch jeder Ausdruck F,(2) = f,(¢) + @(2) 
eine Lisung dar, sofern nur die willkiirliche Funktion w(¢) der Periodizitits- 
22° 


d. h. die Differenz 
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bedingung (z+ 1) = w(z) geniigt; zugleich erschipft dieser Ausdruck auch 
die Gesamtheit aller Liswngen der Funktionalgleichung. 





3. Gehéren die Zahlen z und — z beide dem Bereiche B an, so ist 
nach den friiheren Festsetzungen sowohl 2“~* wie (—z)“~! eindeutig be- 
stimmt. Die Relation indessen, die zwischen diesen beiden GréBen besteht, 
nimmt zwei verschiedene Formen an, je nachdem z eine Zahl der positiven 
(Fall A) oder der negativen z-Halbebene (Fall B) darstellt. (Der Grenzfall 
eines reellen ¢ ist ausgeschlossen, da ja dann —z auf dem Rande des 
Bereiches B liegt.) 

Ist niimlich z eine Zahl der positiven Halbebene, so kénnen wir, 
ohne den Bereich B zu verlassen, bei konstantem |z| mittels Drehung um 
den Nullpunkt durch den Winkel — 2 zu — z iibergehen; es ist also 
(A) (— 2)h— 8m gt Vem ft —1) oe — gute tae, 

Ist ¢ dagegen ein Punkt der negativen Halbebene, so mu die Drehung, 
soll der Bereich B nicht verlassen werden, im positiven Sinne erfolgen, 
d. h. es ist alsdann 
(B) (— stm? me gt AAD oe — gel ian, 

Nach diesen Vorbereitungen schreiten wir zur Ableitung eines wich- 
tigen Theorems, des Erginzwngssatzes, der eine Relation zwischen /,,(2) 
und f,(1— 4) darstellt, wobei wir voraussetzen wollen, daB /,(2) im 
ganzen Bereiche B existiert und die Funktionalgleichung befriedigt. Wir 
miissen hierbei, wie sich in der Folge sofort zeigen wird, die beiden Fille 
unterscheiden, nimlich den Fall (A), wo z der positiven und 1—z somit 
der negativen Halbebene angehért, ein innerhalb von B von z zu 1—z 
verlaufender Weg also im negativen Sinne um den Nullpunkt herumgeht, 
und den Fall (B), wo das Entgegengesetzte stattfindet; je nachdem andert 
sich naimlich die Form der Relation. 

A. Wir ersetzen in der Gleichung 


ft, (e+ 1) — f,(2) = pet 
die GréBe z durch — z und erhalten so 
(1 —s#) — f,(—#) = w(— 2 = — wate ine. 


Multiplizieren wir die erste der vorstehenden Gleichungen mit e * , und 
imu 
die zweite mit e* , so folgt durch Addition 
_ ine imu imu imu 


e *f(et+l)—e * f,(e)+e* f,(l—2)—e?® f,(—2) =9, 


oder anders geordnet 


imu 


iam imu imu inn 


e * f,(e+1)—e? f,(—#)—e * f,@)—e* F,(1—#). 
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Hieraus flieBt aber unmittelbar der Satz: Die in der positiven Halbebene 
definierte Funktion 


intu imu 


(ILA) e * f,(2) _ e? f,(1 — 2) = w,(2) 


ist eine in der positiven z-Halbebene periodische Funktion von der Periode 1. 
B. Durch die entsprechende SchluBweise findet man, daB, falls 2 der 
negativen Halbebene angehért, die Funktion 
, imu imu 


(I1B) e*? f,(2)—e * f,(1—2) = @a(2) 


eine periodische Funktion der Periode 1 ist. 


4. Die Funktionen @, und mg, lassen sich aber aus ihren bisherigen 
Definitionsbereichen hinaus fortsetzen. Durch die beiden Gleichungen (II A) 
und (IIB) sind offenbar die beiden Funktionen innerhalb eines Bereiches C 
definiert, der aus dem Bereiche B hervorgeht, wenn man diesen durch 
einen weiteren Verzweigungsschnitt berandet, der beim Punkte z = 1 be- 
ginnend lings der positiven reellen Achse ins Unendliche geht. Zwischen 
den beiden Funktionen besteht nun im ganzen Bereiche C, wie sich un- 
mittelbar aus den definierenden Gleichungen ergibt, die Relation 

@;(4) = — w4(1 —z) 
oder 
@4(2) =—=— @,(1 —2). 

Die fortgesetzten Funktionen sind aber in der Halbebene der Fortsetzung 
nicht mehr periodisch*). Um das Verhalten von o,(z) in der negativen 
Halbebene zu ermitteln, bilden wir zuniichst die Differenz a4(2+1) — (2), 
wenden die Funktionalgleichung auf die beiden Teile an und beriicksichtigen 
die Gleichung (B) der vorigen Nr.; das ergibt 


_ ans gee mt ex 
@4(¢+1)—@as(z)=e * f(2+1)—e? f(—z)—e ? f(z)+e? f(l—z) 
a ene ° 
mf 2 gu-l_»? (—sy-1] 
st = Sane 
an of 2 —=@ geo 1 
4 
*) Dieses zuniichst auffallende Verhalten erklirt sich einfach dadurch, daB die 
Funktion @ ,(2)—,(¢+1) sich auf Wegen, welche dem Bereich C angehiren, iiber- 
haupt nicht von der positiven in die negative Halbebene fortsetzen liBt. Denn liegt 
z auf dem reellen Stiick zwischen 0 und +1, so trifft z+1 den Schnitt (1. -- + 0). — 
Dasselbe Verhalten beziiglich der Periodizitiit zeigt z. B. die Funktion (sin z)“ bei nicht 
ganzzahligem u, wenn man sie in einer Ebene betrachtet, welche von — ~ bis 0 und 
von x bis o aufgeschnitten ist. 
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uni 
@4(2+1) — @4(s) = — 2ive?® sinun-2*-'. 
Entsprechend gilt, falls z der positiven Halbebene zugehért, die Gleichung 
_ uae 
og(2+1)— (2) = 2ive * sina o-'. 
Zusammenfassend kénnen wir sagen: Die Funktionen @4(z2) und w,(z) 
sind je in einer der beiden Halbebenen des Bereiches C periodische Funk- 
tionen, wiihrend sie in der anderen Halbebene, abgesehen von einem Zahlen- 
faktor, Lisungen von (1) darstellen. 

Wir kénnen das Gleichungssystem (IJ) umgekehrt dazu benutzen, um 
die GréBen f(z) und f,(1—z) durch @4(#) und @,(z) auszudriicken; da 
die Determinante dieses linearen Systems sich zu — 2i sin ux ergibt, ist 
die Auflésung an die Bedingung gebunden, daB uw keine ganze rationale 
Zahl ist. Wir finden unter dieser Einschrankung das Ergebnis 








am = 
? e ° @,(2)—e . @ p(2) 
f,(2) lil Qisinux  #«&8O#OF 
uxt _ nas 
e* w,(2)—e * @,(s) 
f,(l—#) = — so = 


Die vorstehenden Formeln stellen f,,(2) und /,,(1—z) als Summe zweier 
Ausdriicke dar, von denen jeder in einer Halbebene die Funktionalglei- 
chung erfiillt, wahrend der andere in derselben Halbebene periodisch ist. 


5. Es ist nach (I), wenn wir unter k& eine ganze positive Zahl und 
unter k“~* den Hauptwert verstehen, 


f(ke) + eh 2-1 = (Ke +1), 
und ferner ist 


k- 


k-1 1 
Sr f) tee Se+tt) 


e=0 e=0 


Dividieren wir die erste Gleichung durch k"~', und ziehen wir die zweite 
davon ab, so folgt die fiir jedes z oes Formel 


re -S'i(e+ +£) — et” Seri +5) = on) 


d. h. @s(z) ist eine in der ganzen ¢-Ebene periodische Funktion der 





Periode i Das in der Formel 
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Le - >, (2 + 4) + @y(é) 


zum Ausdruck kommende Theorem, das die Funktion des k-fachen Argu- 
mentes als eine Summe von Funktionen darstellt, die siimtlich dem Inter- 
valle von z bis z+ 1 angehéren, bezeichnen wir als das Mudltiplikations- 
theorem. 


(II) 





6. Differentiieren wir die Gleichung 


fuss +1) — figs) = (H+ De 
nach z, so erhalten wir nach Division durch uw + 1 


1 af, .4@+1) 1 af, .4() 
uti dz " Soe ce 
Da die rechte Seite dieser Gleichung mit der der Gleichung (I) identisch 
ist, so entspringt 





ger 1 


1 9h, 4,4@+ 1 4,4, 
favi@+l) — ey — = f,(8) — sq a = @(2); 








auf Grund der vorstehenden Gleichung ist also w,(z) eine periodische 
Funktion mit der Periode 1. Wir kénnen das Ergebnis in folgendem 
Satze aussprechen: 

Ist f,,,,(2) irgend eine Lisung der Funktionalgleichung vom Index 
u+1, und f,(2) eine solche der Funktionalgleichung vom Index w, so be- 
steht die Gleichung 

1 af, +1) 


(IV) u+i de = f,(2) — @(2)- 


Verstehen wir, die Integrierbarkeit von mp(¢) vorausgesetzt, unter Q 
die Konstante 





a+1 
2 = f(s) dz, 
so wird das Integral y 


w,(2) = {[wo(2) — Q) de 


wieder eine periodische Funktion der Periode 1 sein. Hiernach liefert 
aber die Integration der Gleichung (IV) zwischen den Grenzen a und z 
das Ergebnis 


1 


uss —ferrl@l = ff, de — 2-0) — 04(0, 








344 Paut Boumen. 


oder anders geordnet 
(V) fale) de = Ehies@) — fees] + 2-2) + 04(3). 


7. Wiahrend die Aufstellung von Lésungen der Funktionalgleichung 
fiir ein positives ganzzahliges « im allgemeinen Falle mit erheblichen 
Schwierigkeiten verkniipft ist, ist es, wenn (uw) < 1 vorausgesetzt wird, 
sehr leicht, die Gleichung (I) durch direkte Summation aufzulésen; wir 
betrachten zu diesem Zwecke die unendliche Reihe 


U= > (n+3y, 


in welcher die Werte von z auf den Bereich B beschrinkt sein sollen, 
sodaB nach friiheren Festsetzungen jedes Reihenglied einen eindeutigen, 
endlichen Wert besitzt. Eine elementare Untersuchung der Konvergenz 
dieser Reihe fiihrt zu folgendem Ergebnis: 

Die Reihe U konvergiert, falls R(A) < — 1 ist, fiir alle 2-Werte des 
Bereiches B; da diese Konvergenz in jedem endlichen Teilbereiche von B gleich- 
miBig ist, stellt U eine im ganzen Bereiche B analytische Funktion dar. 

Wegen der gleichmaBigen Konvergenz darf die Reihe U auch auf 
jedem im Inneren von B verlaufenden Wege gliedweise integriert werden, 
und hieraus folgt, daB die Reihe 


V= > [tty —(teye]=— (tl) [de 


im ganzen Bereiche B konvergiert, sobald (1) < — 1; oder anders ge- 
schrieben: Die Reihe 


> (+1 — wey 
0 
konvergiert im Bereiche B und stellt daselbst eine analytische Funktion dar, 


sobald R(A) <0 ist. 
Hiernach stellt nun der Ausdruck 


= 1 1 
®) P.{4) = "2 lene — wpe? 
sobald u der Ungleichung 





R(u) <1 
geniigt, eine im Bereiche B analytische Funktion dar; und zwar erfillt 
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diese Funktion die funktionale Differenzengleichung. Um dies zu zeigen, 
bilden wir 


mE DH Dayne tite) 0 Da 7 rar] 


und ziehen g,(z) davon ab; so ergibt sich 


1 ~ 1 1 
P,.(2 +1) — 9, (2) =H |- 1+ si=n + 2a =} | 


Da die hierin auftretende Summe bei der natiirlichen Gliederanordnung, 
wie man sofort erkennt, den Wert 1 liefert, erhilt man, wie es sein soll, 


p, (2 +1) — 9, (2) = we*-'. 


Wir bemerken noch, daB fiir alle Werte von u, wie man unmittelbar 
aus der Definitionsgleichung abliest, 
P,(1) = 0 
ist. : 

Die so definierte Funktion o,(2) beseichnen wir als die Bernoullische 
Funktion vom Index wp. 


8. Von der in Gleichung (1) gegebenen Definition von g,(#) aus- 
gehend kénnen wir uns nun eine Integraldarstellung fiir die Bernoullischen 
Funktionen verschaffen, indem wir von der bekannten Formel 


1 italia 1 
rama font 


Gebrauch machen. Da die Konvergenz des vorstehenden Integrals auBer 

an die Bedingung R(u) <1 noch an die weitere R(v) > 0 gekniipft ist, 

beschrinken wir jetzt z auf die rechte Halbebene, d. h. es soll fortan gelten 
R(z) > 0. 


Wir finden nun 


— ae! — (n+ 1)t g— 
(npay-# ra=a,f —— 
und 


1 1 


~ mintet tude 
(n+e)'-" Fa—#) : : 
0 





also 
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9, (2) = aD fie (n+1)¢__ e~ +2)4] t-" dt 


= ~ ae —t\ p- nt em 
adh Ke erat. 


Kehren wir die Reihenfolge von Summation und Integration um, so ergibt 
sich, da das herauskommende Integral unter den obigen Bedingungen 
gleichfalls konvergiert , 


1 Seat gl = 
1) = rea) Ge dia 
oder 
+ 1 fete q 


zugleich wird 





(3) 9, (0+1) = pt5 S55 mde. 


Ubrigens kann man leicht direkt nachweisen, daB das gewonnene 
Integral die Funktionalgleichung erfiillt. Dazu braucht man nur die 
Differenz der letzten beiden oe zu bilden; man findet nacheinander 


=% t@< 
%,(2+1)— 9, (2) = Oy ot tdta SSP = wer 


9. Auf Grund von (3) kénnen wir g,(¢+1) sofort in eine Potenz- 
reihe verwandeln, indem wir e~*' nach Potenzen von z entwickeln und 
alsdann die vorgeschriebene Integration gliedweise ausftihren. Dem Re- 
sultate kénnen wir durch Anwendung der Gleichung 


i dt = €(a) F(a) 


die Form geben: 
-_ = m m §(l—pe-+m) T(1—p+m) a). 
(4) 9 (¢+1) carpal 1) 


m! 


Um die Konvergenz der Reihe ,(2 + 1) = >c,,2", die ja die not- 
wendige und hinreichende Bedingung fiir die Zulissigkeit der Ableitung 
bildet, nachzuweisen, suchen wir zunichst den Grenzwert 
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Liss a oa 1)"o(1—w+m)F(i—w+m) 
ane T(—). m! m~" 
— td — a+) Fd— e+) 
T(— pw) (m—1)! m'~“ 
auf. Wenn wir beriicksichtigen, daB fiir jedes w erstens 
Lim {(1 — w+ m)=1, 


m =o 


und zweitens — nach einem bekannten Satze von WeierstraB — 


Lim -O—P TS 1 
m=eo(m— 1)! m « 





ist; so erhalten wir 

Lim qt — also Lim “+? = — 1; 
hieraus folgt aber sofort, daB die Reihe (4) konvergiert, und zwar inner- 
halb des Kreises mit dem Radius 1. 

Da die Koeffizienten der Reihe (4) simtlich ganze transzendente Funk- 
tionen von mw sind, und da ferner der eben gefiihrte Konvergenzbeweis 
ganz unabhiingig von dem Werte von u ist, also auch nicht an die Be- 
schriankung #i(u) <1 gebunden ist, so stellt die Reihe fir jedes beliebige 
uw eine innerhalb des Konvergenzkreises analytische Funktion von ¢ dar. 
Es gilt nun nachzuweisen, daB die Reihe auch fiir jedes u die Funktional- 
gleichung erfiillt. 


10. Zu diesem Zwecke definieren wir zunichst eine Funktion 
©, (2+ 1) mittels des ,Schleifenintegrals“ 
(5) ©, (+1) —— Gt" J + udu — [R(e)>—1], 


2aut e~“ 
dessen Bedeutung wir folgendermaBen festlegen. Die komplexe Integrations- 
ebene der w sei lings der Achse der negativen Zahlen aufgeschnitten, so 
daB in dem hierdurch gewonnenen Bereiche u-“ eindeutig‘ist; und zwar 
legen wir dieser Potenz den Hauptwert bei. Der Integrationsweg fiihre 
nun von einem unendlich fernen Randpunkte der negativen u-Halbebene 
ganz im Inneren eines lings der reellen Achse sich erstreckenden Streifens 
von der beiliufigen Breite 2 zu einem Punkte der reellen positiven Achse 
und dann in einem entsprechenden Streifen der positiven Halbebene zu 
einem unendlich fernen Randpunkte zuriick. 

Da der Integrand nirgends unendlich wird und, falls nur R(z)>—1 
ist, fiir «=—oo von unendlich hoher Ordnung verschwindet, konvergiert 
das Schleifenintegral fiir jeden beliebigen Wert von u. 
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Ich behaupte nun, dab ,(2) erstens eine Liswng von (I) darstellt, 
und daB zweitens, wenn R(u) <1 ist, ©, (2+ 1) identisch mit p, (2+ 1) ist. 
Zieht man nimlich 


(5a) 0, (2) = — SEP (Sof era [R(z) > 0] 


Qxi fA eat 
Me 


von ®,(¢+1) ab, so erhilt man als Differenz 


fate) fMa-—e") un dum OO (pty eo dy 
2% g”* 4 2xt 


w 
= 
_ +e -# few du; 


2x 
Ww’ 


da das zuletzt auftretende Integral, wie in der FuBnote gezeigt ist, nichts 
anderes als 2xi:T(u) ist*), so ist in der Tat 


®,. (2+ 1) — , (2) = pe}, 

*) Der durch die Substitution u’ =wuz aus W hervorgehende Weg W’ bildet, 
da wir R(z)>0 vorausgesetzt haben, mit der negativen reellen Achse einen spitzen 
Winkel; wir wollen seine Richtung durch die Gerade OP festlegen, wo O die Stelle 
«u=0, und P einen beliebigen Punkt des Schenkels bezeichnen soll. Alsdann be- 
trachten wir folgenden auf der zum Integranden gehérigen Riemannschen Fliche ge- 
schlossenen Weg: 

Wir gehen von dem der negativen Halbebene angehérenden Randpunkte A aus, 
ohne die Strecke AO zu schneiden, um O herum und zu dem entsprechenden Punkte A’ 
der positiven Halbebene; von dort gehen wir lings der zur imaginiiren Achse ge- 
zogenen Parallelen, ohne die Riemannsche Fliiche zu verlassen, bis zum Punkte B’ 
des Strahles OP und alsdann, nach einmaliger Uberschreitung der Strecke B’O, um 
O herum und auf der andern Seite der OB entsprechenden Strecke OB bis zum 
Punkte B; endlich kehren wir geradlinig von B nach A zuriick. 

Da dieser (iibrigens sich selbst schneidende) Weg keinen singuliren Punkt des 
Integranden einschlieBt, haben wir nach dem Cauchyschen Satze 

f+f+ f+ fee. 
AA’ 


AB BB BA 
Lassen wir den Punkt A unbegrenzt nach links riicken, so geht 


fin f ma fin—f 


AA 


tiber, wihrend die beiden iibrigen Integrale gegen Null konvergieren. Somit ist 
[nf 


da letateres Integral aber bekanntlich mit 22/:[(u) identisch ist, so ist die obige 
Behauptung erwiesen. 
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Unter der Einschrinkung ®(uw)< 1 kénnen wir den Integrationsweg 
des Schleifenintegrals (5) vollstindig auf die Schnittrinder zusammen- 
ziehen, da der Integrand alsdann bei «=O integrierbar bleibt; das 
Schleifenintegral geht so in die Summe zweier geradliniger Integrale tiber. 
Fithren wir die reelle Variabele ¢ durch die Gleichung u = — i ein, so 
haben wir u-“ im ersten Teilintegrale durch ¢-“ e&**“, im zweiten durch 
t-“ e~*** ga ersetzen; das ergibt 


0 oo 


; . —tz —tz 
©, (e+ 1)—— "S49 [— ame ( aie ig 
e—1 





2x wt J 


o al —tz 
--fttgnnes ot i-“ dt 


2% Punt 


7 
1 ieee 


ee ey pte | 
r(— p) é—1 
0 


Der letzte Ausdruck stimmt aber mit dem in Gleichung (3) iiberein, und 
damit ist auch die zweite Behauptung erwiesen. 

Um eine Potenzreihe fiir ,(¢+1) zu erhalten, entwickeln wir in 
Gleichung (5) e“* nach Potenzen von z und integrieren sodann glied- 
weise; wir erhalten so: 


r(1 +p) = 2” a" * 
@,0+1)—— “5° Cee ae 
1 


Nach einer Formel von Riemann ist aber bekanntlich 


ue 


lic du = — 2i sin (m — mw) x ° f(1+m—zpz)F(1 +m—w) 
al = 2i(—1)" sinuax- (1+m—yp)F(1+m—up). 


Beriicksichtigt man noch den Ergiinzungssatz der [-Funktion, so ergibt 
sich schlieBlich . 


—_. n $+ m—p) T+ m—p) 
ett) gg [Cantasteanstste=e a} 
1 


m! 


Hieraus flieBt aber folgender allgemeiner Satz: Die durch die Reihe (4) 
definierte analytische Funktion von z stellt fiir jedes beliebige u eine Lisung 
von (I) dar. 

Wir kénnen der Reihe (4) endlich noch durch die Einfiihrung einer 
sich im folgenden als zweckmaBig erweisenden Schreibweise eine etwas 
andere Gestalt geben. 
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Hierzu bemerken wir vorab, daB die ganze transzendente Funktion 


von A 
_int 


(6) B,=e * -ag(1—a) 


auf Grund bekannter Eigenschaften der £-Funktion fiir ein ganzzahliges 
positives gerades 4 der 4" Bernoullischen Zah] gleich ist, fir ungerades 
4>1 aber verschwindet, und daB ferner 


B,=—1; B,=-+ 


ist. Die Gleichung (4) nimmt nun unter Benutzung der durch (6) ein- 
gefiihrten Schreibweise folgende Gestalt an: 


cy ia(u—m) 
"aes gars (— ) 
#(e+1)--S 1) oF Bn Gita el 
1 
oder 
ae m) 
4: ‘(e—m-+1) 
(a) netn-- De * ate) rl. 


11. Nachdem wir so zu allgemein giiltigen Darstellungen der 
Bernoullischen Funktionen gelangt sind, wie sie die Formeln (4), (5) und 
(7) liefern, wollen wir zunichst den Nachweis erbringen, daB unsere 
Funktionen g,(z) fir ganzzahliges positives u mit den Bernoullischen Poly- 
nomen identisch sind. Wir gehen hierbei von der Integraldarstellung (5a) 


a ett ( 1) 
— St a ler ee -u-"* du 


Pu (2) aa aa 
aus und beachten, daB im vorliegenden Falle der Integrand eine in der 
ganzen u-Ebene eindeutige Funktion darstellt; der Integrationsweg ist 
also eine geschlossene Kurve und laBt sich somit auf einen Kreis posi- 
tiven Umlaufssinnes um die Stelle « —0 zusammenziehen.*) Hiernach 
ist aber g,(z) nach dem Cauchyschen Satze identisch mit dem Koeffi- 
zienten von w*~* in der ene der Funktion 


-%... 





Pa 


—1 





*) Diese Integralreduktion hat mir Herr Blumenthal brieflich mitgeteilt. 
Ubrigens gelangt man auch leicht auf Grund der Potenzreihe (7) zu den Bernoullischen 
Polynomen, da bei ganzzahligem positivem wu die Reihe fir g,(z+1) mit dem Gliede 
2“ abbricht; um aus ihr das Polynom g,(z) zu erhalten, bedarf es nur der Subtraktion 
von we~". Es ist leicht zu ersehen, daB man im Falle «1 auch hier wieder 
auf gy, (¢)—=z—1 kommt. 
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also gleich 
1 @ et ata} e“* — oe” 
F®) aué= Ie +n) ~ e“—1 gf “1 a 


Nun hat aber Schlémilch*) ganz allgemein die Bernoullischen — 
nome durch die Gleichung 


at 1 wey 
p(Z,u) =m - (< ) 
(u= 0) 








du-*\ 4 
definiert; und da die Differenz der beiden zu differentiierenden Aus- 
driicke den konstanten Wert 1 hat, so sind die beiden vorstehenden 
Definitionen fir » > 1 identisch; lediglich im Falle u» = 1 erhalten wir 
auf Grund der Definition von Schlémilch und in Ubereinstimmung mit 
der von Raabe eingefiihrten Bezeichnungsweise o(z, 1) =z, wihrend die 
erste Definition zu 


9,(42)=2-—1 und g,(¢+1)—2 
fiihrt. Es diirfte sich empfehlen, die bisherige Festsetzung, die ab- 
weichend von der sonst giiltigen Gleichung g,(1)=—0 zu g(1,1)=—1 
fiihrt und auBerdem mit der Definition der Bernoullischen Polynome als 
Potenzsummen nicht im Einklang steht, aufzugeben und an ihre Stelle 


die in der vorliegenden Arbeit aufgestellte Definition von g,(z) treten 
zu lassen. 


12. Fiir negative ganzzahlige Indizes stimmen die Bernoullischen 
Funktionen wesentlich mit den héheren Differentialquotienten von log f(z) 
iiberein, wie wir aus der in Gleichung (1) aufgestellten Definition er- 
sehen kénnen. Legen wir dort dem Index einen negativen ganzzahligen 
Wert bei, so kénnen wir sowohl die von z abhiingigen wie die konstanten 
Bestandteile einzeln summieren, da beide Reihen alsdann fiir sich kon- 
vergent sind. Wir erhalten so 


— i 
9-,(2)= # > maartt — Bb + I) 
0 
Nun ist aber 


a“ ** log F(z) 
i 2 = 1+} rato > ee, 


und hieraus flieBt fiir alle scasaninaes positiven Werte von u die Identitiit 


—1t? at! log le 
8) ope) — Nore) ut n) (w= 1,2,8,--, 


- *) Schlémilch, Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Bd. 1, 8. 193 und 
Compendium Bd. Il. 4. Aufl, S. 211ff. Braunschweig 1895. 
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In dem bisher tibergangenen Falle u = 0, fiir den die Fuanktional- 
gleichung in 
fol# + 1) — fo(#) = 9 
iibergeht und somit jede beliebige periodische Funktion von z mit der 
Periode 1 als Lésung zulaBt, ist, wie jede unserer Darstellungen lehrt, 


Po (2) = 0. 
Wiahrend man nun bei jedem von Null verschiedenen Index die Lésungen 
der allgemeineren Differenzengleichung 


(9) F(¢+1) — F(¢) = ce, 


unter ¢ eine beliebige nicht verschwindende Konstante verstanden, mit 
Hilfe der Bernoullischen Funktionen in der allgemeinen Form 


(10) F,(¢) = = 94(2) + o(@) 


darstellen kann, wo (2) wieder eine willkiirliche periodische Funktion 
mit der Periode 1 bedeutet, versagt diese Darstellung im Falle wu = 0. 
Indessen wird man der Gleichung (10) auch dann fir « =0 einen Sinn 
unterlegen kénnen, wenn der Ausdruck g,(z):u fiir «=O eine nicht 
identisch verschwindende Funktion von z zur Grenze hat. Diese Grenz- 
funktion 1aBt sich nun aber in der Tat leicht aus (1) ableiten; durch 
Vergleich dieser Reihenentwickelung mit der Partialbruchreihe fiir 
(2) — SeeF@) 


; dz 
finden wir 


(11) Lin % — wis) + 0, 
e=o © 
wo C die Eulersche Konstante bedeutet. 
Mit Hilfe der Gleichungen (10) und (11) sind wir nun tatsiichlich 


in der Lage, die allgemeine Liésung der Differenzengleichung (9) anzugeben. 


13. Wir wenden uns nun der Frage zu, welche Gestalt die in den 
Theoremen (II) bis (V) auftretenden periodischen Funktionen annehmen, 
wenn wir statt der allgemeinen Lisungen /,(z) die Bernoullischen Funk- 
tionen g,(#) einsetzen. Dabei wollen wir aber vorliufig die Untersuchung 
der Funktionen @,(2) und @,(¢) des Ergiinzungssatzes aufschieben und 
uns demgem&8 zuerst mit dem Multiplikationstheorem beschiiftigen. 

Um die Funktion ,(z) zu ermitteln, gehen wir am einfachsten von 
der durch Gleichung (5) gegebenen Darstellung aus; wir bekommen alsdann 

(be) Fa+u) J tite u-“ du; 


yo* Qnik“~? 1—e 
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ferner erhalten wir fir 9, (e+), wenn wir in dem Integrale u—kw’ 


setzen, 
°) O48 Pee nia 
Pu (e+ k Qxik'-! “ee e&™ . 
“4 


Fihren wir die in (III) vorgeschriebene Summation aus, so folgt nach 
leichter Umformung 





k-1 
e\_ ss Fan) (+ el Fas 
a Pr (s+ i) eT) cee 1—e" a7) — 
0 Ww 
Somit erhalten wir fiir (2) den Wert 
r(1+ p) k 1 -ug 
—_ — mS _——— u 
on(?) 2aik"—), ee ay ‘ 
W 


und dieser Ausdruck lat sich mittels der in Nr. 10 angegebenen Formel 
von Riemann auswerten; wir gelangen so zu 
ume 


 ef(1—u) = cig me. 


@x(2) —_— pent “ 


k“- 1 


Also gewinnen wir schlicBlich als Multiplikationstheorem der Bernoulli- 
schen Funktionen die Gleichung : 


k-1 
@,, ( kz) ws uni 
(IIT) > > F. («+ t)— Sate? B,. 


Wir machen von dieser Formel sofort eine beiliufige Anwendung 


zur Berechnung des Wertes 9,, (=). Setzen wir nimlich k= 2 und ¢= ; ; 
so verschwindet die linke Seite sowie das zweite Glied der rechts stehen- 
den Summe; wir erhalten daher 
i, —1 
(5) = w-1i ° : B.,,. 

Aus der Gleichung (III*) kommt tibrigens das Multiplikationstheorem 
der Y-Funktion heraus, sobald wir die Gleichung durch yw ‘dividieren und 
unter Beriicksichtigung von (11) und Beachtung des Zahlenwertes B, = — 1 
zur Grenze u =O tibergehen; wir finden dabei 


k[W(kz) + C n= Sv e+s -) +0) +klogk 


oder 
k-1 


¥(ke)—> > ¥ (2+ 1) +logk. 
0 


Mathematische Annalen, LX VIII. 23 
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14, Um die Funktionen @,(z) und ,(z) der Formeln (IV) und (V) 
za bestimmen, bedarf es, da ja @»(z2) = @p,»(z+1) ist, nur eines Vergleiches 


d 1) 
der Potenzreihen fiir 9, (2+ 1) und + = ¥e = ; da, wie man sich 


durch Ausfiihrung der Differentiation tiberzeugt, die beiden Reihen Glied 
fiir Glied bis einzig auf das nur in der differentiierten Reihe auftretende 
konstante Glied iibereinstimmen, ist ,(z) eine Konstante, und zwar ist 
uni 
@p=e? B,. 
Den gleichen Wert nimmt offenbar die Konstante Q an, wihrend a, (z) 
identisch verschwindet. 
Hiernach erhalien wir fiir die Differentiation und Integration der Ber- 
noullischen Funktionen folgende beiden Theoreme: 


uni 


ne d 
(IV*) - +1) » (s)—e 2 B, 


u+1 dz 
und 


uni 


(V*) | Gu (2)de= 4 (Puss) Py 41 (4) | +e ; B,(2—a). 


Aus der Funktionalgleichung ergibt sich fiir z= 0, sobald nur R(u) > 0 
ist, g,,,(0)=0. Wihlen wir daher in diesem Falle als untere Integrations- 
grenze 0, so erhalten wir die wichtigen Formeln 


~ uni 
(12) J ,(2)de 4 + 1 Pest (z) +e? B,2 
0 ' 
und + Riu) <0. 
1 
(13) J y,(2)de—e* B, 








15. Wir kommen nun zu dem Ergiinzungssatze und stellen die Funk- 
tionen @,(z) und @,\z) zuniichst unter der Bedingung auf, dab R(u)< 1 
ist. Wir haben dann gemaB der Formel (1) folgende Gleichungen: 


P,\2) -« > {(m+1)"“-!—(2+n)“-"} 
0 


=p > (we mys} <a 
i 
und 


y, (1 - =u > {(n+ 1)"-!—(n+1—2)"-'}. 
0 
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Ist jetzt ¢ eine Zahl der positiven z-Halbebene, so diirfen wir in 
Ubereinstimmung mit unseren friiheren Festsetzungen fiir die vorstehende 
Gleichung auch schreiben 


9, (1—s)—— permet S) ((—m—1)-4— (6 —n— 1-4}, 


wofern wir nur dem Ausdruck (—n—1)"~! den Wert —e“*‘(m+ 1)*-! 
beilegen. Dann erhalten wir aber fiir @,(z) den Wert 


_ uss uni 
o,(e)—€ * (2) —e® 9, (1—2) 


uni 
9 


=we 2 > tw? (z2+n)"-1} —pe 2 gual 
1 


uni 


uni @ 


+pe ? > {(—n—1)"-1—(e—n—1)"-1}, 


Unter Zusammenfassung der beiden Summen gelangen wir schlieb- 
lich zu , 


uni 


(II A*) o,(z)=—we ? -- 14 Yc +n)e-3 am , 


wo der Akzent am Summenzeichen andeuten soll, daB m —0 auszulassen ist. 
In entsprechender Weise liBt sich, falls z¢ der negativen Halbebene 
angehért, die Formel herleiten: 


Mai da 
(LI B*) @,(2)=— we * Jr + Seem — “a : 

Die beiden wesentlich durch denselben Ausdruck dargestellten, trotz- 
dem aber véllig selbstindigen Funktionen w,(z) und @ (2) sind im all- 
gemeinen bei geradlinigem Fortschreiten vom Argumentwerte z zum Ar- 
gumentwerte z+ 1, wie ich hier noch einmal ausdriicklich hervorheben 
méchte, nur je in einer der beiden Halbebenen periodisch und zeigen in 
der anderen das bereits in Nr. 4 erirterte Verhalten. Nur in den Fallen 
der Ganzzahligkeit von wu geht w,(z) in eine eindeutige, in der ganzen 
z-Ebene periodische Funktion iiber, die sich fiir negative u leicht mit 
Hilfe der Kotangensfunktion ausdriicken laBt. 

Zunichst finden wir fiir w=, indem wir an Stelle von w,(¢) den 
Grenzwert von @,(z):u fir w= aufsuchen, den Ergénzwngssatz der 
Y-Funktion 

23* 
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(14) ¥ (2) —¥(1—z) =— x cotgzz; 
differentiiert man ferner diese Gleichung u-mal hintereinander nach z, so 
kommt 

d“**logf(z) , d“**logli—z) d“xcotgaz 

garth Faget ae 


Somit gelangen wir auf Grund der zwischen o(z) und [(z) bestehen- 
den Relationen zu dem Ergebnis 


ani 


e 2 
9-,(1—s)— F(u) 


uni ani 


se _(#) o. dx cotg xz 


dz" 


+ 2isin"* wE(1 +m) [wu —1,2,3...]. 


2 


16. Die vorstehend entwickelte Darstellung fiir die periodischen 
Funktionen des Erginzungstheorems ist an die Bedingung R(u)<1 ge- 
bunden. Um auch zu solchen Formeln zu gelangen, die im Falle R(u)>1 
Giiltigkeit besitzen, leiten wir aus der Integraldarstellung (5a) der Ber- 
noullischen Funktionen zunichst ein Schleifenintegral fiir @,(2) her. Wir 
erhalten aus den Gleichungen 

r(t “s—u 4 
9, (4) = — od fom u-“du [R(z)> 0], 
und 


9,(1—s)—— “SEP f woe [W(2) <1], 
} 


deren gemeinsamer Giiltigkeitsbereich aus dem zwischen der imaginiren 
Achse und der Geraden i(z2)=1 gelegenen Streifen der z-Ebene besteht, 


uni 


—_— eas 
as(s)=e * o,(2)—e * o,(1—2) 


r(i +n) wa-a—2* —us 4h u~* 
o- fl 2 -—e >) — du 


Ww 
0< R(z)< 1) 
F(+m) sin © «oP [ ( ) 
ni a ae aye 
4 > genet nO 





Den zweiten der gewonnenen Summanden kénnen wir auf Grund der Rie- 
mannschen Formel (Nr. 10) leicht auswerten und erhalten unter Benutzung 
der Gleichung (6) 


ra+u)sin®= ( _y 
— ——— “~—du=(1 — e**)B,. 
e 1 





cd e 
w 
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Der erste, von z abhiingige Summand, fiir den wir kurz F(z) schreiben 
wollen, ist in der ganzen positiven Halbebene periodisch und 1laBt sich. 
somit in eine im gleichen Bereiche konvergente Exponentialreihe ent- 
wickeln, da F(z) im Inneren dieser Halbebene frei von jeder Singularitit 
ist und auf dem Rande wegen (u)>1 nicht unendlich wird. 


Setzen wir 
+ 


F(z) = p . c,e2tike, 


so lassen sich die Koeffizienten dieser Reihe in der Form 


1 
°= fP@e tds 
0 


darstellen. 

Um diese Entwicklungskoeffizienten auszuwerten, wenden wir in dem 
entstehenden Doppelintegrale die hier zuliissige Umkehrung der Integra- 
tionsfolge an und erhalten folglich die Gleichungen: 


r(ii+ae) ( ur—u- oe zi a | a a 
“eat - —s . ee 
ozs e it 

+ - 


0 wW 
1 
a uni uni — 
__Fa+e) Leo Puig ) e-tmitedg. eer 
2Qat 
*w ‘O 


e~*—1 


unt uni 


_Fa+w) (« . hs Jun 
ae we uh de. 


Ww 


Wir wollen nun zeigen, daB, falls wir unter k eine positive Zahl 
verstehen, 


—-M , _uni 
fa naeig = —2xi(2xik)-— —2mie * (2ak)-" 


Ww 


ist. Zu diesem Zwecke ergiinzen wir den Schleifenweg durch Hinzunahme 
des unendlich groBen, die Stelle «=—0 im negativen Sinne umlaufenden 
Kreises zu einem geschlossenen Wege; das Integral iiber diesen neuen 
Weg liefert aber denselben Wert, wie das tiber W erstreckte, da das 
Kreisintegral verschwindet. Ziehen wir nun den geschlossenen Weg auf 
einen den einzigen Pol u—2zik des Integranden im negativen Sinne 
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umlaufenden Kreis zusammen, so erhalten wir in der Tat den angegebenen 
Integralwert. Auf gleiche Weise ergibt sich 

—m uni 
fctaacedt——2ai(—2aik)-"——2aie * xk)" 


Ww 


Indem wir die beiden Teilresultate zusammenfassen, finden wir nach 
leichter Umformung die fir positive k giiltige Formel 

227i 
r(—u) ak)" 


Ermitteln wir c_, durch das gleiche Verfahren, so erhalten wir 


° _ “ame um 
' arate [| ale e* ) i. 
Ck Ogi u+2nxik u—2xik u“*du = 0. 
Ww 


Endlich ist auch 


r(1+p)2i sin 9 
C= — : u-~"“-1du =—0O 
0 2x . ? 
w 


da unter der Voraussetzung R(u) > 1 das Integral verschwindet. 
Somit ergibt sich schlieBlich 


Cp => 


. 2x4 guise 
FO) ab” 

17. Das vorstehende Resultat liefert uns zuniichst nur die Exponential- 
reihe fiir @,(z); indessen erhilt man aus dieser durch Umkehrung des 
Vorzeichens und Ersetzung von z durch 1 — z (vergl. Nr. 4) sofort auch 
die Reihe fiir @,(z). Damit sind aber die beiden periodischen Funktionen 
des Ergiingzungssatzes fiir R(u) >1 bestimmt, und wir kénnen hiernach 
das Ergiinzungstheorem der Bernoullischen Funktionen in folgender Form 


aussprechen: 
rT e 2aik: 
“ an (8 anee ee... e #- 
(Il A**) @4(2) (1—e***) B, ohe, (2ak)“ 
und 
— —2aik:z 
(IB*) = @p(z) ——(1—e"*) B, + -?*8 : 


(1) ed (2k 


Dabei ist die Reihe (I] A**) nur in der oberen, die Reihe (IJ B**) nur 
in der unteren Halbebene konvergent. 

Fiir ganzzahliges positives uw vereinfachen sich diese Formeln sehr: 
wegen des Verschwindens von 1:f(— wu) fallt nimlich der von z ab- 
hingige Term vollstiindig fort, und die iibrig bleibende Konstante ver- 
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schwindet fiir ganzzahliges « >1 gleichfalls, da bei geradem mw der 
Faktor 1 —e“*', bei ungeradem w aber der Faktor B, gleich Null ist. 
Ist endlich u = 1, so erhilt die Konstante den Wert +i bezw. — i. 


18. Wie eine genauere Untersuchung lehrt, findet die Konvergenz 
der in den Gleichungen (II**) auftretenden Exponentialreihen im Inneren 
der zugehérigen Halbebene nicht nur unter der Bedingung (uw) > 1 
statt, sondern bleibt fiir jedes w bestehen; ist ferner R(u) > 0, so kon- 
vergiert die Reihe auch noch im reellen Randintervalle von z=0 bis 
z=1 und liefert bei der natiirlichen Gliederanordnung den Funktions- 
wert; nur hért die Konvergenz, falls 0 < R(u) < 1 ist, an den Intervall- 
grenzen 0 und 1 auf. Ich behaupte nun, daB die Formeln (II**) fiir jeden 
Wert von w gelten. 

Zum Beweise bilden wir unter Benutzung der Gleichung (IV*) der 
Nr. 14 die Differentialquotienten von 4,,(2) und @ ,,,(#) nach 2; wir 


finden so 
(z) 


: u—1)ni : 404, 
4, n-1(2) = [1 — ‘| B,_1+ u 3 


dz 
und 
i da, u“ (2) 


@p, «—1(4) =—[1 —e«-9*4] B,_, ae dz 


Setzt man nun die durch gliedweise Differentiation der Gleichungen 
(II*) entstehenden Reihen in diese Formeln ein, so kommt 


a co ° . 
Qxi er Mike 


Oa,u-1(@)— [1—e@-9**] BL» — Fa . (2aky"~! 
und 

@ (2) =—[1— e-9*4] By + an6 ale 

sans -1 T Ta—p») (2ak)*~*’ 

da diese Formeln aber aus (II**) hervorgehen, wenn man dort w durch 
u — 1 ersetzt, und da folglich die Exponentialreihen rechter Hand kon- 
vergieren, stellen sie auch wirklich die Funktionen der linken Gleichungs- 
seiten dar; und damit ist die obige Behauptung erwiesen. 

Da die in den Gleichungen (II**) gegebenen Darstellungen der 
Funktionen ,(2) und @a(z) unter der Voraussetzung (uw) >0 als ge- 
meinsamen Konvergenzbereich das reelle Intervall von 0 bis 1 besitzen, 
kénnen wir aus ihnen durch Benutzung der letzten Formel von Nr. 4 
eine Darstellung von g,(2) herleiten, die im genannten reellen Intervalle 
Giiltigkeit besitzt. Vereinigen wir aus den beiden in die Darstellung 
eingehenden Reihen die Glieder mit gleichem k, so erhalten wir fir 
p,(#) folgende Fouriersche Entwickelung 
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unt 


2 un = cos 2akz 
9,(2)=e° B,—26(1+4) cos 7 ack? 





(15) 





- ne sin 2akz 

— 27(1+ 4) sin ; ; —— 

Zusammenfassend kénnen wir sagen: Die vorstehende Fouwriersche 

Reihe, deren Giiltigkeit an die Bedingung Ri(u)>0 gebunden ist, kon- 

vergiert ausschlieBlich fiir reelle Werte von 2 und stellt die Funktion 9, (2) 

im Intervalle 0 << z<1 dar; ist R(u)>1, so konwergiert die Reihe auch 

an den Intervallgrenzen. Fir den Streifen 0< R(w) <1 ist auBerdem 

die natiirliche Gliederanordnung eine notwendige Bedingung fiir das Be- 
stehen der Gleichung (15). 


19. Zum SchluBe wollen wir uns noch mit dem analytischen Charakter 
beschiiftigen, den die Bernoullischen Funktionen als Funktionen des Index u 
zeigen. Zuniichst ist g,(z) bei festem z eine analytische und zwar ein- 
deutige Funktion der unbeschriinkten komplexen Veriinderlichen u. Dies 
folgt unmittelbar vorerst bei Beschriankung des Arguments auf die Halb- 
ebene R(z)> 0 aus der Integraldarstellung (5a), und alsdann fiir die 
Punkte der anderen Halbebene durch Vermittelung der Funktionalgleichung. 
Da ferner g,() fiir alle Argumente z, die dem Bereiche B angehdren, 
endlich ist, welchen Wert man auch dem Index beilegen mige, so kénnen 
wir als SchuBergebnis den Satz aussprechen: 

Die allgemeine Bernoullische Funktion o,(2) der beiden unabhiingigen 
komplexen Veriinderlichen z und w ist, falls 2 auf den Bereich B beschriinkt 
bleibt, eine ganze transzendente Funktion von uw. 

Als Funktion des Argumentes z betrachtet, weist die Bernoullische 
Funktion ein erheblich verwickelteres Verhalten auf, das darin begriindet 
ist, daB nicht nur der Nullwert des Argumentes, sondern auch alle nega- 
tiven ganzen rationalen Zahlen im allgemeinen Verzweigungsstellen bilden, 
und daB der Bereich B durchaus nicht den Existenzbereich von 9, (2) 
erschépft. Die Frage nach den analytischen Fortsetzungen von 9g, (:) 
tiber den Bereich B hinaus bleibt noch zu erledigen iibrig. 


Friedenau, im Juli 1909. 
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Elementarer Beweis eines Reihensatzes von Herrn Hilbert. 
Von 


F,. Wrever in Gottingen. 


Herr Hilbert hat in seinen Untersuchungen tiber die Theorie der 
Integralgleichungen bewiesen, daB die quadratische Form unendlich vieler 
reeller positiver Variabeln x, 


K = Di ah 


beschrinkt sei.*) Notwendig und hinreichend dafiir ist, dab > zi 


fiir alle x, (« = 1, 2---) konvergiere, fiir die Sz? < const ist.**) Die 
Beschriinktheit der wae K sowie die Konvergenz der Summe wurde 
bisher mit Hilfe eines geeigneten Integrales bewiesen. 

Im folgenden soll auf elementarem Wege bewiesen werden: 


= 5 


Satz 1: Wenn Ps x. konvergiert (a, >), so konvergiert auch 


- > Tq ed 
Sat Bo 
Es wird sich weiter ergeben, daB auch die Verallgemeinerung gilt: 


Satz Il: Wenn > 2 konvergiert (x, > 0), so konvergiert auch 


a 
1 (a, + @ +--+ a@,~* 


Gy p@q°** Ap 





*) Vergl. H. Weyl, Singuliré Integralgleichungen usw., Inauguraldissertation, 
Gottingen 1908, S. 83. 

**) Vergl. E. Hellinger und O. Toeplitz, Grundlagen fiir eine Theorie der 
unendlichen Matrizen, Géttinger Nachrichten 1906, S, 351. 
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Die Beweise beider Sitze sollen sich folgendermaBen gestalten: Im 
§ 1 wird gezeigt, daB man sich auf den Fall beschrinken kann, wo 
“,>2,>--->2,>---. Im § 2 wird unter dieser Annahme Satz I be- 
wiesen. Im § 3 wird unter derselben Annahme gezeigt, dab Satz II gilt, 
wenn aus der Konvergenz einer Summe > ,& * (& =) die Konvergenz 


a 


R 66. ---&_. ; 
3 > 1a “r= folgt. Tatsacl 
einer a oS @ta+ +e,-) olgt. Diese Tatsache kann 


wegen Satz I als bewiesen angenommen werden. 


Sp 
— 


Die lineare Form 


(1) - 
Ss. = a GL) 


a 


fiir die a, >a, >--- >a, ist, nimmt bei allen »! Permutationen der Ele- 
mente +, >0 dann ein Maximum an, wenn 2, > 2,>--->2,, ist. 
Ebenso nimmt die bilineare Form 


s- 218 G3 %a Ys» 
fiir die z, >0, y, >0 und 
(1) Bas = Fe 4193 a 


ist, bei allen (m!)* Permutationen der Elemente dann ein Maximum an, 
wenn 2, >2,--->2, und y, >y, >--->~y, ist. Man hat niamlich: 


n n 

(2) > ’ 

Ss) - Poa Le 14a3 y= Diitabe: 
a fel 


Wegen (1) ist bei jeder Anordnung der Elemente y, 
b, Db >--- Db, 


a 


T - ‘a? p+i 


S®) wird also nicht verkleinert, wenn man die z, der GréBe nach ordnet. 
2 man hernach die Elemente y, der GriéBe nach, so wird keines der 


also auch nicht s® verkleinert, w. z. b. w. 
Durch dieselbe Uherlegung beweist man: bei allen (m!)” Permutationen 


der Elemente az >0 (oe = 1,2,---,r; «, =1,2,---,) nimmt die Form 
v0 ‘ 


“ 
(r)__ (1) 2). AW”) 
Ss, a a Ge, @,°*°Gr wo, a : 


@y,&%q"* Oy, 


b,, 


= F gf) 2... gO — "uD 
sein 1 Fay fs a, ; @° * @r 7... 7. 1a, %? 
bad | 


“ 
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fiir die a, yong: or & Sey - ee ar 
alle 0 0 >>... Daf 


Fiir die unendliche Summe 


bas 21% a. ; gf” 
ar 


ist, dann ein Maximum an, wenn fir 


gilt dann der folgende 
Hilfssatz: Ist 


> (g) 
(2) ee >0, 
(3) limz® = 0 
a, =o e 
(la) Ga,...09:-- a & Sey . ag ot---ay Os 


ist ferner S konvergent und = A, sobald die Elemente so geordnet sind, dap 
a? pap >. dah >> 


OO 
_ (1) (r) 
8 = Di ta,.-.07 Ye 92, 


+a, 


? 
so konvergiert auch 


(e) 


wo Y; je .. 


> - irgendeine (auch von @ abhiingige) Anordnung der Elemente 
a”, 2, . ,::+ bedeutet, und der Wert A’ der Summe S’ ist < A. 


Man bilde 
l 
S; = » 4 A ae yo ey”, 


+ ap 


x sei das z® mit héchstem Index, das unter den y) in S/ vorkommt, 
und » = Max(m) = Max(m/(o)). Dann bilde man: 


wi (1) (r) 
Bo Qi ent 8 
a: @ 


a 
“~y (1) (r) 
und S, = > » Gm: Fa,°°* Fe," 
m@" "ay 


Die Elemente Fh  sollen in ihrer Gesamtheit mit den Elementen aff) tiber- 


einstimmen (9 = 1, 2,--+,7) und zwar so, dab on = Ye, (a= 1, 2,--+, 2) ist. 
Dann ist 


S/ < 8S", weil es-in S;’ enthalten ist, 
und S” <§, nach dem zuvor Bewiesenen, also: 
S' <8, <S<A, w. z b. w. 
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Bei der hier zu betrachtenden Reihe 
Le, 7os La, 
. ~ ie (@ +--+ ery? 


sind die Bedingungen (2) und (la) des Hilfssatzes erfiillt und, da > r 


konvergiert, auch die rs (3). Ist also einmal die Kenemguns 
von L fiir z,>2,>-+-2%,>2,,,>--- bewiesen, so folgt aus dem Hilfs- 
satze, daB sie es fiir alle anderen Fiille ist. 


§ 2. 
Zugleich mit K = Qnz vais konvergiert und divergiert die Reihe 


y ° 
Da z,>,,,, 80 folgt aus der Konvergenz von >x* auch die Konver- 


genz von > an*.. Bedeutet a* die niachste Quadratzahl hinter a, ist also 


a =a(«)=[Ve]+1>YVe, 


so erweist sich 


Sih. Ett i * a "Zh) 
S4t.+ & Dem = 


¢, und ¢, bedeuten hier, wie spiiter c, und c,, gewisse Konstanten. Es 


ist ferner 
K’ On" LePas Se Dit ? 42h «( F-n7 *) , 

wobei 

(4) Did Dawe )~ 


gesetzt wird. Die Konvergenz von K’ ist also bewiesen, sobald es die 
von y ist. Man hat weiter: 


(5) _ aks i (a> 2), 


v 
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(6) 21 pSV, 


(7) ( 2: a2,) < ( an «) ( bs “), 


vorausgesetzt, daB beide Summen zur rechten konvergieren. 


Aus (7) und (5) folgt: 


(z.2 v )< Saws i Draate S wa as 2 aia) 
(8) (EA v *) S47 Se. 


Aus (4), (7) und (8) folgt: 


(SVs P4251 F...%) 
<( 372 MB “.) 
<a(372)( 314 3"). 


Da a(a) > Va ist, so erweist sich b(v) < v’*. 
Nach (6) folgt dann: 


(SJ <ea( 34) (Is), 


§ 3. 


w. z. b. w.*) 


Zugleich mit der Reihe 
4 Le, “ee a 
hs (a, + iis a ay" 


*) Es ergibt sich leicht auch die Konvergenz der Reihe > g. 


= 2s (3°54) «= (« m + Sie) a) 


at,\" 7 
= 2c? at ot 1 >("., +) < 2¢] S22 o 2cje,¢, > Y Line 
a“ v 
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konvergiert und divergiert die Reihe: 


2 £ +++ 
L = am & ar 


-1 
agente (a@, + a, -+---+ ay)” 


—_ > 2 £. +++ > = 
3 a & ar—1 


‘ / i r-1° 
@ Sa,5---Sayp~-1 ar ‘r 1 (@, + ay --- + ar) 
Aus (5) folgt: 
ou x +++2 
li<q >. i. —_ 
a,s — Te 2” ) 
: r 
f 


>... i aoe <et — ...£€ ey iin 
Da 1,24, >--+, 80 ist 4, ++-%, Ly SE'.,°° 8, ,, Wenm &,— x, 


r 


gesetzt wird. Es konvergiert dann ersichtlich die Summe 


Lod 
¢r-1 
\ > s ° 
t 1 “a 


Also ist in der Tat die Konvergenz der Summe L’ eine Folge einer 
Konvergenz der Summe 
4 mM’ -: Se, see Sa, , 


? 


1 eee: r- 3 
{ @, S-+- Sa, at + «,_;) 


P et 
Ps 
a 


konvergiert. Damit ist auch Satz Il bewiesen. 


wo 
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Uber neue Giltigkeitsbedingungen fir die Fouriersche 
Integralformel. 


Von 


ALFRED PrINGSHEIM in Miinchen. 


Die Giiltigkeit der sogenannten Fourierschen Integralformel: 


fap f re) - eos p(e—2)- de = } {f(e+0) + fl@—0)} 


erfordert auer geeigneten Bedingungen, welchen die Funktion f(x) im 
Endlichen, insbesondere in der Umgebung der betrachteten Stelle 2 zu 
geniigen hat, naturgeméi® auch solche, die sich auf das Verhalten der 
Funktion im Unendlichen beziehen. Wihrend nun die Bedingungen der 
ersten Kategorie, welche ja mit denjenigen fiir die Darstellbarkeit von /(2) 
durch eine Fouriersche Reihe zusammenfallen, seit Dirichlet den Gegen- 
stand zahireicher Untersuchungen gebildet haben und bis in die neueste Zeit 
hinein mit allen Hilfsmitteln moderner Funktions-Analyse verschiirft und 
verfeinert worden sind, so zeigt sich beziiglich der zweiten Kategorie eine 
geradezu auffallende Riickstiindigkeit. Wie ich in einem auf der Stutt- 
garter Mathematiker- Versammlung von 1906 gehaltenen und in den Jahres- 
berichten der Deutschen Mathematiker-Vereinigung*) publizierten Vortrage 
auf Grund der einschligigen Literatur ausfiihrlich nachgewiesen zu haben 
glaube, scheint man ganz allgemein iiber eine verhiltnismiBig sehr enge, 
schon fiir Anwendungen allereinfachster Art unzureichende Bedingung, 
nimlich die absolute Integrabilitét von f(x) im Unendlichen nicht hinaus- 
gekommen zu sein, soviel mir bekannt, mit einziger Ausnahme von 
A. Harnack, welcher im Anhange seiner deutschen Bearbeitung von 
J. A. Serrets Lehrbuche der Differential- und Integralrechnung**) noch 
die folgende Bedingung abgeleitet hat: f(«) miisse mit unbegrenzt wachsen- 


*) Bd. 16 (1907), p. 1—16. 
*) Bd. I, 1 (Leipzig 1885), p. 377. 
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dem 2 stetig gegen Null konvergieren und eine im Unendlichen absolut 
integrierbare Ableitung f'(x) besitzen. Erscheint durch diese letztere Be- 
dingung im Vergleich zu der vorgenannten der Kreis derjenigen Funk- 
tionen, auf welche die Fouriersche Formel anwendbar ist, merklich er- 
weitert, so wird man immerhin sagen diirfen, daB dieselbe bei verhiiltnis- 
maBig groBer praktischer Brauchbarkeit dem theoretischen Bediirfnisse 
insofern nicht recht geniigt, als es die Giiltigkeit einer Integral-Formel 
von der Stetigkeit, ja sogar von der Differenzierbarkeit der zu integrieren- 
den Funktion abhingig macht, mithin Beschrinkungen einfiihrt, die dem 
Wesen der Sache fremd sind. 

Wie ich nun in dem erwihnten Vortrage bereits mitteilte, habe ich 
eine von diesem Mangel befreite, fiir Theorie und Praxis gleich niitzliche, 
iuBerst einfache Giiltigkeitsbedingung abgeleitet, die zwar sehr nahe zu 
liegen scheint, dennoch meines Wissens friiher niemals bewiesen oder auch 
nur ausgesprochen worden ist.*) Sie besteht in der direkten Ubertragung 
der sogenannten Dirichletschen Bedingung auf ein unendliches Intervall, 
gestattet auch ohne weiteres dieselbe Verallgemeinerung, welche P. Du 
Bois Reymond und Herr Camille Jordan mit jener Bedingung vor- 
genommen haben, und enthilt schlieBlich in dieser verallgemeinerten Form 
auch die oben erwihnte Harnacksche Bedingung als speziellen Fall. 

Ich hatte, wie ich am Schlusse jenes Vortrages bereits ankiindigte, 
urspriinglich die Absicht, die Herleitung des fraglichen Kriteriums in 
Verbindung mit gewissen allgemeineren, auf verwandte Darstellungsformeln 
sich beziehenden Untersuchungen zu verdéffentlichen. Da ich aber bisher 
nicht Zeit gefunden, diese letzteren zum Abschlusse zu bringen, so méchte 
ich die Publikation nicht noch linger hinausschieben, zumal es mir neuer- 
dings gelungen ist, jene Giiltigkeitsbedingung in einer Richtung wesentlich 
zu verallgemeinern**), welche gerade mit der besonderen Natur der 
Fourierschen Formel aufs engste zusammenzuhingen scheint. Bedeutet 
namlich f(x) eine Funktion, welche im Unendlichen der oben genannten 
Bedingung geniigt, so gilt, wie ich zeigen werde, die Fouriersche Formel, 


*) Durch meinen Vortrag veranlaBt hat Herr Luciano Orlando in den Rend. 
Accad. Linc. (5), 17 (1908), p. 367 einen an die Darstellung von H. Weber (Die 
partiellen Differentialgleichungen der mathematischen Physik, 1 [1900], p. 39) an- 
kniipfenden Beweis der von mir angegebenen Giiltigkeitsbedingung verdffentlicht, der 
mir indessen weniger durchsichtig zu sein scheint, als der hier mitgeteilte. 

*) Hierzu wurde ich durch ein von Herrn Heinrich Weber gelegentlich mir 
mitgeteiltes Beispiel angeregt. Letzterer machte mich niimlich darauf aufmerksam, 


daB man die Giiltigkeit der Fourierschen Formel fir die Funktion — durch 


direkte Rechnung verifizieren kann, obschon diese Funktion keiner der bekannten 
Giiltigkeitsbedingungen einschlieBlich der von mir angegebenen geniigt. 
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sofern die sonstigen, fir die Umgebung der betrachteten Stelle z in 
Frage kommenden Bedingungen erfiillt sind, auch fiir f(z). F(x), wo 
F(x) = >c,-cos(q,2+r,), die q,, 7, ganz beliebige reelle Zahlen bedeuten, 
die Reihe der c, entweder bei einem bestimmten Gliede abbricht, oder 
absolut konvergiert und schlieBlich noch fiir F(#) die Existenz einer in 
jedem endlichen Intervalle schlechthin und absolut integrablen Ableitung 
vorausgesetzt wird. 

Da das Fouriersche Theorem in allen mir bekannten Darstellungen 
eine nach meinem Dafiirhalten allzu . diirftige, teilweise geradezu unzu- 
langliche Behandlung erfahren hat, so erscheint es vielleicht nicht ganz 
unangemessen, wenn ich, statt etwa lediglich jene neuen Giiltigkeitsbe- 
dingungen im Anschlusse an irgend eine der bereits vorhandenen Dar- 
stellungen abzuleiten, diese Gelegenheit beniitze, um eine in allen Einzel- 
heiten durchgefiihrte und in der angedeuteten Richtung vervollstandigte 
Herleitung des Fourierschen Theorems mit den dazu erforderlichen 
Hilfsbetrachtungen zu geben, wobei ich im wesentlichen nur einige ele- 
mentare Sitze aus der Theorie der bestimmten Integrale als bekannt 


voraussetze. 


§ 1. 


Ein Hilfssatz itiber die Vertauschung der Integrationsfolge bei 
einem Integrale von der Form 


« Y 
Soa) def w(x, y)* dy. 


1. Ist p(x) eine im Intervalle x <«2< X schlechthin wnd absolut 
integrable*) Funktion, y(a, y) eine im Bereiche 7 <<2#< X, y< ys VY 
stetige Funktion der beiden Veranderlichen (2, y), so gelten bekanntlich 
die folgenden zwei Sitze: 


I. Das Integral: 
x 
J9(@)- ¥(@, y)- de 


ist im Intervalle y,<y < Y eine stetige Funktion von y. 


*) Eine endlich bleibende Funktion ist bekanntlich, soweit sie iiberhaupt inte- 
grabel, auch eo ipso absolut integrabel — aber nicht umgekehrt. Andererseits kann 
eine Funktion in der Umgebung einer Unendlichkeitsstelle integrabel sein, ohne ab- 
solut integrabel zu sein. Die Aussage, eine Funktion sei schlechthin und absolut 
integrabel, besagt daher, daB sie an sich integrabel und auferdem in der Umgebung 
jeder Unendlichkeitsstelle absolut integrabel sein soll. 
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IL Es ist: 


J p(x) dxf ¥(2, y) - dy =f dy f p (x)- v(x, y)-dx. 


Fiir den hier vorliegenden Zweck kommt es wesentlich darauf an, 
den zweiten dieser Sitze (und als Hilfsmittel dazu auch den ersten) auf 
den Fall X = -+ co auszudehnen. Obschon iiber derartige Fragen sehr 
umfangreiche und exakte Untersuchungen existieren*), so diirfte es nicht 
ganz iiberfliissig erscheinen, das betreffende Resultat in einer fiir die 
folgenden Untersuchungen ausreichenden Weise méglichst knapp zu formu- 
lieren und zu begriinden. 

2. Lehrsatz la. Es sei 

(a) p(x) fir x= x, in jedem endlichen Intervalle schlechthin und 
absolut integrabel; 

(b) v(a, y) in jedem Bereiche 2 <2<X, wm<y<Y, wie grop 
auch X angenommen werden mige, eine stetige Funktion der 
beiden Veriinderlichen x und y; 


(ce) das Integral foe) u(a,y)-dx gleichmdBig konvergent**), 


d. h. zu pony é > 0 existiere ein X,, derart, daB fiir alle y des 
Intervalls y,<y < Y und X > X, die Beziehung besteht***): 


J p(x) - v(a, y)-dx| <s, 
x 


*) Am vollstindigsten bei Ch. de la Vallée-Poussin, Ann. soc. scientif. 
Bruxelles, 16 B. (1891/2), p. 150—180; Journ. de math. (4), 8 (1891), p. 421—467. 

"*) Fiir die Stetigkeit von f(y) wiirde sogar schon die ,,einfach gleichmdpfige 
Konvergenz des betretfenden Integrals geniigen, d. h. die Existenz der Ungleichung 


| oo 
| [o(a)- va, y)-da\<e. 
| Xo 


fiir irgend eine bestimmte Wahl von X, (nicht auch fiir jedes grdfere X). 
*) Die fragliche Beziehung ist offenbar immer erfiillt, wenn das Integral 


f @(2) - dx konvergiert und | (x, y)| fiir den Bereich 
” %sxrs+o, ysysY¥ 


unter einer endlichen Schranke bleibt. Auf dieser speziellen Bedingungstorm beruhen 
die bisher zumeist tiblichen Darstellungen des Fourierschen Theorems. Sie reicht 
indessen fiir die hier beabsichtigte Behandlung nicht aus. Nun lieBen sich zwar 
leicht auch andere Formen hinreichender Bedingungen fiir die gleichmaéBige Kon- 
vergenz des fraglichen Integrals angeben: es diirfte indessen zweckmiBiger erscheinen, 
eintretenden Falles direkt festzustellen, inwieweit die charakteristische Ungleichung 
(c) erfiilit ist. 
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alsdann ist das Integral 
fly) =fo(a)- v(@, y)- dz 


eine im Intervalle y,<y < Y stetige Funktion von y. 
Der Beweis ergibt sich nach bekannter SchluBweise ganz unmittelbar 
mit Hilfe der Zerlegung: 


fy) =a) - w(@, y) «ax +f (2) - ¥(a,y)-de 


unter Beriicksichtigang der Voraussetzung (c) und des Satzes I. 

3. Soll aus dem Integrale f(y) durch Integration nach y in den 
Grenzen y, und Y ein iteriertes Integral gebildet werden, so ist fiir dessen 
Existenz nicht mehr die Stetigkeit, sondern lediglich die Integrabilitat von 
f(y) erforderlich. Infolgedessen braucht die gleichmadBige Konvergenz des 
Integrals f(y) auch nicht fiir alle y des Intervalles (y,, Y) in Anspruch 
genommen zu werden. Um das entsprechende Resultat kurz formulieren zu 
kénnen, setzen wir folgendes fest: das Integral 


fy) =f v(@) - v(a, y)- ay 


soll fiir y,<y< Y ,im wesentlichen“ gleichmapig konvergent heiBen, wenn 
es in dem betreffenden Intervalle gleichmdfig konvergiert, abgesehen von 
den Umgebungen einer endlichen*) Anzahl von Punkten y = y,, inner- 
halb deren 


JS (a) - vay) dy (X> X,) 


immerhin endlich oder zum mindesten in der Weise absolut integrabel bleibt, 
daB in hinlinglicher Nihe jeder solchen Ausnahmestelle gesetzt werden 
kann: 


[92 ov] So) 


wo ® (y) eine positive, im Intervall (y,—06, »,+6) integrable Funktion 
von y bedeutet. 
Dies vorausgeschickt, besteht nun der folgende Satz: 
Lehrsatz Ila. Besteht, auger den Vorausseteungen (a) und (b) 


*) An die Stelle einer endlichen Anzahl solcher Ausnahmepunkte kénnte man 
auch eine unendliche Menge vom Inhalt Null treten lassen. 


24* 
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des Lehrsatzes la, die auf die gleichmiéfige Konvergenz des 
Integrals 


So) - ¥(a, y)- dy 


beziigliche mindestens ,,im wesentlichen“, so ist das Integral 


[ay fo(a)- v(a, y)- dy 


konvergent und man hat: 


JS 9(@)- dxf w(x, y)- dy =f dy f p(a)- v(a, y)- de. 


Beweis. Die Konvergenz des iterierten Integrals 


Y oo 
J ayf o(a)-v(a, y)- dy 
Yo To 


folgt ohne weiteres aus dem Lehrsatze la und, soweit dieser nicht an- 
wendbar, aus der Definition der’ ,im wesentlichen“ gleichmiBigen Kon- 


vergenz von { (2) -v(a, y)- dy. 


Se 
Andererseits hat man nach Satz I fiir jedes noch so groBe X > 2,: 


x Y Y x 
So a): dz { v(2, y)- dy =f dy { p(2) - U(x, y)-dx 
Xo Yo . Yo 40 


und daher fiir lim X = + oo: 


Cs Y Y x 
(1) J p(x) - da f ¥(x,y)- dy = lim Say fo@) (2, y)- da, 
Yo oa * Zo 


Zo y 


vorausgesetzt, daB der rechts stehende Grenzwert iiberhaupt existiert. 
Nun ist aber: 


~ 


Y x Y 
(2) lim fdy,f 9(2)-¥@, y)-da— {dy { (2)-v(a,y)dz 
eet Zo To Zo 


Y « 
— lim Jay f o(a)-¥(a,y)-de. 
ZzI=oa0 MY Xx 


so daf es sich schlieBlich nur darum handelt nachzuweisen, daB der letzte 
Grenzwert verschwindet. Dabei geniigt es offenbar, die Existenz einer einzigen 
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Ausnahmestelle y fiir die gleichmaBige Konvergenz von J p(x): w(a, y)-da 


Zo 

vorauszusetzen, und zwar darf man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 
eine der Grenzen, etwa y,, hierfiir ausersehen. Man hat sodann nach 
Annahme eines hinlanglich kleinen d > 0: 


Yor J : 


| fay ay f° (2) - ¥(a, y) ie <J (y) - dy, 


so daB also der absolute Betrag des links stehenden Integrals durch Wahl 
eines hinlanglich kleinen d (und zwar unabhiingig von der Wahl des X) 
beliebig klein wird. 


Ist jetzt d fixiert, so konvergiert das Integral f p(x) - (a, y)-dx im 


(3) 





Intervalle 6<y< Y gleichmadfig und wird ane bei passender Wahl 
von X, fiir X > X, beliebig klein. Das gleiche gilt dann offenbar wegen: 


_[o(e)-#(@9)-ae 


auch fiir das links stehende Integral und somit in Verbindung mit Ungl. (3) 
auch fiir: 





(4) fe dy fpl2): w(a, y)-d2 <(Y¥—y)-| 


lvotd X x 


Y oo 
Say foe) v(@,9)- ae), 
Yo x 
so daB also schlieBlich: 


Y oo 
lim J dy f 9(@)- ¥(a, y)- dx =0, 
oes. b 


und daher mit Berticksichtigung von Gl. (1) und (2), wie behauptet: 


Cs Y Y oo 
So) da f v(a,y)-dy =f dy { (2) - o(a, y) - dx. 
Zo Yo Yo Zo 


4. Beispiele zum Lehrsatz Ila. 1) Es werde gesetzt: g(x) = 1, 
v(a, y) = =r. Alsdann ist bekanntlich: 
=0 fir y=0, 


x 
-> fir y>O. 


sinzy | 
J = dx 


Da das Integral eine bei y= unstetige Funktion von y darstellt, 
so folgt mit Sicherheit aus dem Stetigkeitssatze Ia, daB es in der Nahe 
von y= 0 nicht gleichmdfig konvergieren kann. Wird dagegen @ positiv, 
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im tibrigen beliebig klein angenommen, so konvergiert das obige Integral 
fiir y> 0 gleichméfig, wie unmittelbar mit Hilfe der Transformation: 


sin ry “sin z 
f - -dx= | - -dz 


x xy 





erkannt wird. 


Zugleich ergibt sich aber hieraus, dab | fm he te} auch im Inter- 
valle O<y< 6 fiir jedes X >0O unter einer ‘ahha Schranke bleibt.*) 
Das Integral f = dz konvergiert somit — trotz der ungleichmdpigen 


Konvergenz in der Nahe von y= 0 — ,,im wesentlichen“ gleichmdfig fir 
y=>0O. Man hat daher nach Satz Ila: 


~ Y Y oo 

dx . sa sin zy 
[2 fin ay. dy = fay f 2" -dz 
0 0 0 0 


und somit, wenn man die Integrationen, soweit als méglich, ausfiihri: 


1—cosxzY ™ 
f a ‘dc=—, ¥, 
0 


anders geschrieben: 





*) Man findet iibrigens: 


da fiir jedes a= 0, bs die Ungleichung besteht: 


| 6 


| ° 
| [‘sinzg 
f 7 dE <e, 


wie am einfachsten aus der leicht zu verifizierenden Beziehung: 


ce ma 
sin z sin z 
“<5 cass f 5 ae 
0 


(wo: 0< eso) sich ergibt. 
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2) Es werde jetzt gesetzt: (x) = . =, U(x, y) = cos zy. 
x 
Aus der bekannten —e 


COs Z 
= V5, 


findet man durch die Substitution z= ry: 





cosry a, cas 
ye Via 


(wo alle Quadratwurzeln im positiven Sinne zu verstehen sind). Da die 
rechte Seite fiir yO unendlich wird, so folgt aus dem Satze Ia, dab 
das betreffende Integral in der Nahe von y = 0 ungleichmdfig konvergiert. 
DaB es im iibrigen fir y>0> 0 gleichméfig konvergiert, erkennt man 
wiederum ohne weiteres mit Hilfe der Transformation: 


fe de - i yew 
z 
vy xy 


aus der Konvergenz des rechts stehenden Integrals. Da aber aus dem 
nimlichen Grunde der absolute Betrag dieses letzteren fiir jedes X > 0, 
y > 0 unter einer endlichen Schranke G bleibt, so hat man: 


“cos xy G 
Ye * dz | < Ve 
so daB also das vorstehende Integral fiir das Intervall 0 < y < 6 bei jeder 
Wahl von X absolut integrabel bleibt. Somit konvergiert wiederum das 
vorgelegte “Integral fiir y>0O noch im wesentlichen gleichmdBig und man 
hat daher nach Satz Ila: 


Vi fons ty fas —s" «da, 


also nach Ausfiihrung der Integrationen: 


(fi2ek an = V3RY. 
ay 
a 0 . 
*) Schon bei Euler, Institutiones calculi integralis, T. IV, Suppl. V, § 126 
(p. 338 der 8% Auflage, Petersburg, 1845). Wber die Herleitung derselben Formel 
bei Fourier vgl. meinen in Fun. *), p. 367 zitierten Aufsatz, p. 11. 
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In analoger Weise ergibt sich aus der Formel: 


sin Zz x 
faew-V3 
0 





die Beziehung: 


J —enes . do w VSul. 
a-Va 


3) Die unter 1) und 2) betrachteten Integrale sind offenbar spezielle 
Fille der folgenden beiden: 





sin cy m 
pdt (0<e<1)*) 
0 
cos ry ' 
[a - dz (O0<e<1l). 
0 


Mit Riicksicht auf eine spiiter zu machende Anwendung soll gezeigt 
werden, daB auch diese beiden Integrale fiir y>O ,,im wesentlichen“ 
gleichmaBig konvergieren. 

Durch die Substitution zy = z ergibt sich wiederum: 





et aw. fS*. 
¥ =e dz =e f'5 dz, 
x Xy 
cos ry aN COs z— ' 
J - dz vine Lik dz 
ay 


Da die beiden rechts stehenden Integrale konvergieren, wie unmittel- 
bar auf Grund der monotonen Abnahme von 3 mit Hilfe des zweiten 
2° 


Mittelwertsatzes erkannt wird, so folgt nicht nur fir y >0 das gleiche 
fiir die beiden links stehenden Integrale (also auch fiir die beiden vor- 
gelegten), sondern die obigen Transformationsgleichungen lehren auch, dab 
jene Integrale fir y >4> 0 gleichmdéfig konvergieren. Sie konvergieren aber 
auch noch fiir d > y > 0 im wesentlichen gleichmifig (daB sie in der Nahe 


*) Dieses Integral konvergiert auch noch fiir e>1, solange e<(2. In diesem 
Fall konvergiert es aber absolut und, wie unmittelbar aus der Beziehung 


| ie | o 

| { S299 | ae! 2. 

f 7 “K< Jo dz 
x 


x 
erkannt wird, ausnahmslos gleichmdapig. 
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von y= 0 ungleichmafig konvergieren, zeigen ja die obigen zwei Glei- 
chungen; dabei wird zwar fiir y= 0 das Sinus-Integral zu Null, wihrend 
das Cosinus-Integral nach + co divergiert).*) Denn da 


| Co | 

"sin Z | cos Zz 
-dz|, | ——- ds) 

m | 2 | 

e | | 
y | 


xy 
fiir jedes X>0, y>O unter endlichen Schranken G, G’ bleiben, so 
hat man: 
sin y cos ry G 
ha da |< — y {3 -dai< yine? 


woraus die Richtigkeit der fraglichen Behauptung unmittelbar hervorgeht.**) 

4) Bei den bisherigen Beispielen ergab sichs die Feststellung der 
gleichmaBigen bezw. ungleichmaBigen Konvergenz ganz unmittelbar aus 
dem besonderen Umstande, dab die Variable y mit Hilfe einer einfachen 
Substitution aus dem Integranden giinzlich herausgeschafft werden konnte. 
Es mége daher noch ein Beispiel anderer Art hier folgen. Man hat***): 


e 79 6 * 1 
——a 


0 


»y Man findet iibrigens (s. Schlémilch, Beitrige zur Theorie bestimmter 
Integrale [Jena, 1843], p. 69): 


sin Zz x 
f* -dz= rors 
20 (e) sin (5 e) 
[ae ae. _< 
2T(e@)-cos ( ez) 


*) Im Gegensatz hierzu wiirde z. B. das Integral 


sinzy 
i Igata) “* 


welches fiir jedes endliche y20 konvergiert, im Intervalle 0 < y <0 nicht mehr ,,im 
wesentlichen* gleichmaéfig konvergieren, wie unmittelbar aus der Beziehung: 


Sh sin cy 4! sin z 
~di= . ‘dz 
lg(i+a z 
g (1+ 2) ¥¥, Ig (1+ =) 
‘ y 
zu ersehen ist. 
*™) §. z. B. Harnack, Elem. der Diff.- und Int.-Rechnung, p. 290 Formel 3a). 


- 
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Schrinkt man etwa y auf das Intervall OS y<1 ein, so ist bei 
x>O0 stets: 
e7-7Y => e-= 
(das Gleichheitszeichen nur fiir y= 1) 
und, wenn y>d>0: 
e-*9 — @-*# < e749 — -*, 
also auch: 


fs sv aa {° sa Ser 

x x 

woraus unmittelbar zu ersehen ist, daB das fragliche Integral fiir 6<y<1 
gleichmiBig konvergiert.*) Fir y=0O wird es zwar divergent; man 
hat indessen, da das Integral nur positive Elemente enthilt, fiir jedes 
X >O und jedes y>0 (NB. bei y < 1): 





e797 ¢* ‘ty ye 1 
f ~— da< {- - --dz d.h. <lg7) 
x 0 


so daB also das Integral fir d>y>0 wieder noch ,,im wesentlichen“ 
gleichmifig konvergiert. 
Man findet somit nach Satz Ila: 





oo 1 1 oo 

d ° » —zy_ .-z 
f Aa (1 e*)-dy= fay f‘ —*_ .da, 
0 0 0 0 


und nach Ausfiihrung der betreffenden Integrationen: 


{c= .=8 -dz=1. 
x 


0 


$ 2. 


Ausdehnung eines Riemannschen Fundamentalsatzes auf ein 
unendliches Integrations- Intervall. 
Erste Hauptgleichung fiir das Dirichletsche Integral. 


1. Es sei wiederum g(x) eine eindeutige Funktion, die, soweit sie 
jedesmal in Betracht kommt, in jedem endlichen Intervalle schlechthin und 
absolut integrabel ist. Alsdann gelten die folgenden, im wesentlichen 
zuerst von Riemann**) bewiesenen Fundamental-Relationen: 


*) Fir y2=1 gilt offenbar eine ganz analoge Betrachtung. 

**) Uber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe, 
§ 10 — Ges. Werke (i* Aufl. 1876), p. 240. Der nur auf den Fall eines endlichen (a) 
sich beziehende Beweis kann in analoger Weise, wie dies bei dem hier gegebenen 
Beweise geschieht, entsprechend vervollstindigt werden. 
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A 
lim f{ g(a): sinpa-de—0, 
(A) eed 


A 
lim J p(a)-cospa-da=0, 


p=t+a as 
deren Giiltigkeit hier aufs neue begriindet werden soll.*) 
Beweis. Es geniigt, wie aus der Art des Beweises deutlich hervor- 
gehen wird,-denselben fiir eine der beiden Formeln, etwa die erste, zu 


fiihren.**) Dabei werde zuniichst (a) als endlich im Intervalle (a), A) 
angenommen, so daB also daselbst durchweg gesetzt werden kann: 


ipa) <9, 
unter © eine gewisse positive Zahl verstanden. 
Ferner sei, um eine Festsetzung zu treffen, a,< A und es werde 
das Intervall (a,, A) durch Einschaltung der Punkte a,, a,,---,@,_, im 


n Teil-Intervalle zerlegt. Bezeichnet man sodann das in Frage kommende 
Integral mit J,, so hat man: 


A . a, 
J, f (a): sin pa- da -> So@) - sin pa - da (wo: a,=A), 
“o 1 Gy—1 

und, wenn man noch jedes dieser Teil-Integrale mit Beniitzung der 
Identitit : 


9 («) = 9(4,) + {p(@) — 9@,)} 


*) Wihrend der Riemannsche Beweis ganz wesentlich auf der Ganzzahligkeit 
von p und der Periodizitét von sin px beruht, kommen diese Eigenschaften bei dem hier 
eingeschlagenen Beweisverfahren iiberhaupt nicht in Betracht. Die vorliegende Be- 
weismethode ist infolgedessen, wie unmittelbar zu sehen, auch auf Integrale merklich 
allgemeinerer Natur (vgl. Du Bois-Reymond, Journ. f. Math. 79 [1875], p. 41) an- 
wendbar, worauf ich bei anderer Gelegenheit noch zuriickzukommen hoffe. — Einen 
sowohl von dem Riemannschen, als auch von dem hier mitgeteilten durchaus ver- 
schiedenen Beweis der Formeln (A) (unter etwas engeren Voraussetzungen) gibt 
Harnack in der deutschen Ausgabe von Serrets Differential- und Integral-Rech- 
nung, Bd. II, 1 (Leipzig 1885), p. 345. 

Ist @(a) im Intervalle (a,, A) endlich und monoton bez. abteilungsweise monoton 
oder auch nur ,,monotonoid“ (d. h. in zwei entgegengesetzt monotone endliche Kompo- 
nenten zerlegbar, cf. p. 16), so ergeben sich die Formeln (A) ganz unmittelbar durch 
Anwendung des zweiten Mittelwertsatzes, und man erkennt noch iiberdies, da8 in 
diesem Falle die fraglichen Integrale bei wachsendem p mindestens proportional mit 

abnehmen. 


**) Man kénnte auch nach dem Vorgange von Riemann eine der Formeln (A), 
etwa die erste, dahin abindern, dé6B man p(«—z) statt pa (wo # ganz beliebig) 
schreibt: der Beweis kann mutatis mutandis genau in derselben Weise gefiihrt werden. 
Wegen der Willkiirlichkeit von x ergeben sich dann durch Anwendung des Additions- 
theorems auf sin p(a—) unmittelbar die beiden Formeln (A). 
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in zwei Summanden zerlegt: 


1-910): . 1+ 3 five - p(4,)} - sin pa - de. 


‘ay 1 @y—1 
Nun ist: 


a, 


9(a,)- J sin pa-da|—|g(a,)|- + \eos pa,_, — cos pa, 


lA 
ms | 


- 29. 


Bedeutet andererseits D, die Schwankung von qg(«) im Intervalle 
(a,_,, @,) und setzt man 


a,—4,_,= 4, (v=—1,2,---,m), 


so folgt: 


ay, 


| Fete) — p(a,)} - sin pe - te| <2, [da =D,6, 


ay —1 ‘@y—4 


und man findet somit: 
1 ~ 
\J,|< 5 2nO + > D, 


Infolge der vorausgesetzten Endlichkeit und Integrabilitait von g(a) labt 
sich zu beliebig klein vorgeschriebenen «> 0 die Intervall-Teilung und 
damit also eine ganz bestimmte positive Zahl n so wihlen, daB zunichst 


> D,d,< > 
1 


wird; sodann liBt sich eine zweite positive Zahl P so fixieren, daB auch: 


1 e 
>" 2nd< eo 
und daher: 


\J,|<e fir p>P, 
also schlieBlich: 


lim J, =(, 


p=+e 


womit der ausgesprochene Satz fiir ein endlich bleibendes g(a) be- 
wiesen ist. 

Angenommen jetzt, es werde g(a) fiir eine dem Intervalle (a,, A) 
angehdrige Stelle «—c¢ wmendlich, so laBt sich infolge der absoluten 
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Integrabilitét von m(«), zu gegebenem ¢ > 0 ein Intervall (ce —d, c+ 6’)*) 
so fixieren, dab: 


c+d" 
fig@|-de<t 
e-d 
und daher a fortiori: 
z | e+d" 
fo: sin pa-da|< -- 
ce—d 


Da andererseits in den Intervallen (a@,, c—6) und (¢+ 0° A) der absolute 
Betrag von g(a) wieder unter einer endlichen Schranke bleibt, so laBt 
sich auf Grund des zuvor gefundenen Resultates eine positive Zahl P 
so fixieren, daB fiir p> P: 

e-d 


| 4 
jf 9@): sinpe-de) <5 ; 
ao : | 


A | 
JS (a) sinpa-da| < =» 


|e+d" 





so daB sich, genau wie oben, ergibt: 

\J,|<e fir p>P, = J, = 9. 
Dieses letztere Ergebnis tibertriigt sich dann offenbar auch ohne weiteres 
auf den Fall, daB solche Stellen ¢ in endlicher Anzahl vorhanden sind, 
und laBt sich schlieBlich mit Hilfe einer bekannten Methode**) auch auf 
den allgemeinsten Fall ausdehnen, daB jene Stellen eine unendliche Menge 
vom Inhalt Null bilden. 

2. Die Formeln (A) gelten unter den iiber g(a) gemachten Voraus- 
setzungen fiir jeden noch so groSen Wert der oberen Grenze A. Sollen 
sie aber auch noch fiir 4 = + oo gelten, so miissen noch gewisse, das 
Verhalten von g(a) im Unendlichen charakterisierende Beschrinkungen 
hinzukommen. Als hinreichend hierfiir erweist sich jede einzelne der 
folgenden drei Bedingungen: 

Bed.(I). (a) ist im Unendlichen absolut integrabel, also das Integral 


J ' (a) -de« konvergent. 
A 


*) Dabei ist natiirlich d= 0 bezw. d =O zu setzen, wennc=a, bezw. c= A 
ist, und die weitere Betrachtung in entsprechender, unmittelbar ersichtlicher Weise 
zu modifizieren. 

**) S. z. B. Harnack, Math. Ann. Bd. 21 (1888), p. 324; ausfiihrlicher Math. 
Ann. Bd. 24 (1884), p. 220. 
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Bed. (II). (a) ist von einer bestimmten Stelle «>A ab monoton 
(gleichgiiltig ob niemals zu- oder niemals abnehmend) und 
endlich beaw. monotonoid*) und endlich, d.h. in zwei endlich 
bleibende, entgegengesetzt monotone Summanden zerlegbar. 

Bed. (III). (a) besitzt fiir «> A eine im Intervalle (A, oo) schlechthin 
und absolut integrable Ableitung y’(«) (womit implizite schon 
gesagt ist, daB | p(a)| fiir «>A endlich bleibt). 

Beweis. Da die Formeln (A) fiir jedes noch so groBe positive A 
gelten, so kommt es lediglich darauf an, nachzuweisen, dab: 


' 
f9(@)-% (pe)-de| 
A 


fiir hinlinglich groBes A unabhingig von p oder mit unbegrenzt wachsen- 
dem p beliebig klein wird. Ist die Bedingung (I) erfiillt, so geht das 
erstere unmittelbar hervor aus der Ungleichung: 


Jo(@)-% (pe) de < f \p(@)|-de 
A A 


Ist die Bedingung (II) erfiillt, in welchem Falle wir offenbar ohne 
wesentliche Beschrinkung der Allgemeinheit p(«) fiir «>A als schlechthin 
monoton annehmen diirfen**), so liefert der zweite Mittelwertsatz in seiner 
einfachsten (,,Bonnetschen“) Form, wenn etwa wieder gesetzt wird: 


g(@)|<o fir «>A, 
die Beziehung: 


— - sae) (*6i 20 
J o(@) +8 (pe) - de <0me J oe (pa)-da < 8 
A 


konvergiert somit fiir limp —oo gegen Null. 

Was die Bedingung (III) betrifft, so ist sie in Wahrheit lediglich 
ein spezieller Fall der Bedingung (II). Denn eine Funktion g(«), die in 
irgend einem Intervalle eine schlechthin und absolut integrable Ableitung 
besitzt, ist daselbst, nach einem bekannten Satze***), stets monotonoid +) 


*) Durch diese Bezeichnung miéchte ich das friiher von mir in demselben Sinne 
gebrauchte ,,quasi-monoton ersetzen. 

**) Im Falle eines nur monotonoiden (a) = ,(«) + @,(@) braucht man ja 
lediglich die betreffenden Schliisse auf @, («) und g,(«) einzeln anzuwenden. 

***) P. Du Bois-Reymond, Journ. f. Math. 79 (1875), p. 54. Etwas ausfiihr- 
licher: Zur Geschichte der trigonometrischen Reihen (Tiibingen ohne Jahreszahl, er- 
schienen 1880) p. 32. 

+) Selbstverstiindlich ist g(a) abteilungsweise bezw. schlechthin monoton, wenn 
@ (a) in dem betrachteten Intervalle Zeichenwechsel nur in endlicher Anzahl oder 
gar nicht erleidet. 
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(mit endlich bleibenden Komponenten). Nichtsdestoweniger diirfte es (mit 
Riicksicht auf didaktische Zwecke) nicht tiberfliissig erscheinen, zu zeigen, 
daS man das fragliche Resultat auch direkt aus jener Voraussetzung (III) 
herleiten kann, ohne dem Weg iiber den Begriff der monotonoiden Funk- 
tionen zu nehmen (um so mehr, als die Existenz einer schlechthin und 
absolut integrablen Ableitung in der Praxis nahezu das ausschlieBliche 
Hilfsmittel bildet, um den monotonoiden Charakter einer Funktion fest- 
zustellen). 
Durch partielle Integration ergibt sich: 


Joc 28 (v0) 


ohaiitiediadiinn 
und daher: ‘ 


Jo0o-% (v0)-ae <3 





(| +14) +f lo"@|- ae, 


womit die Richtigkeit der ausgesprochenen Behauptung erwiesen ist. 

3. Da die Funktion oe) in jedem endlichen, die Stelle « = 0 nicht 
enthaltenden Intervalle genau dieselben Integrabilitits-Eigenschaften be- 
sitat, wie g(a) selbst, so gelten die Formeln (A) in jedem solchen Inter- 
valle ohne weiteres auch, wenn man darin g(a) durch 26 ersetzt. Und 
sie gelten alsdann auch noch fiir A= oo, wenn 2) im Unendlichen 
eine der drei Bedingungen befriedigt, welche oben fiir g(a) aufgestellt 
wurden. Da hierbei: 

9 («) g(a) , ¥ (@) 

. da ra ( a“ )= ~~ ge + “ 
sich ergibt, so kann man die Bedingung (III) auch durch die zwar etwas 
engere, fiir die unmittelbare Ubersicht jedoch etwas bequemere ersetzen, 
daB man im Intervalle (A, oo) die absolute Integrabilitiéit von os und 


¥ (a) verlangt. 


Hiernach ergibt sich zuniichst das folgende Resultat: 
Ist p(a) fiir «>a >O0 in jedem endlichen Intervalle schlechthin wnd 
absolut integrabel, so hat man fiir jedes A> a: 
A > A 


(I) im J (0): =e -da=0, lim | g(a). “?".da=0, 


p= —- 












384 A. Privessem. 
Man hat auch: 


(1) lim f y(@)-""2*-de=0, lim | g(a)-*?*.da=0, 


9=gee potee 


wenn (a) im Unendlichen noch eine der folgenden drei Bedingungen 
(BY) %©) ist im Unendlichen absolut integrabel. 


(B®) 2 ist fiir « > A monoton und endlich bezw. monotonoid mit 
endlich bleibenden Komponenten. 


(BP) 22 und © sind im Unendlichen absolut integrabel 


§ 3. 
Die zweite Hauptgleichung fiir das Dirichletsche Integral. 


1. Wihrend die Existenz der Hauptgleichung (I) lediglich die 
Integrabilitét von g(«) (einschlieBlich der absoluten Integrabilitit in der 
Umgebung etwaiger Unendlichkeitsstellen) zur Voraussetzung hat, so er- 
fordert die Giiltigkeit der zweiten charakteristischen Beziehung, namlich: 


(11) lim | g(a)- 2" .da—~- (+0) (wo: a>0), 
p=tnr 


auBer der selbstverstindlich hierbei vorausgesetzten Existenz von p(+ 0) 
bekanntlich noch speziellere Eigenschaften von g(a) in der rechten 
Nachbarschaft der Stelle «a= 0. Insbesondere ist jede einzelne der folgenden 
drei Bedingungen, welche den oben mit (B.) bezeichneten Bedingungen 
vollig parallel laufen, fiir die Giiltigkeit der Beziehung (II) hinreichend*): 


*) Ich fiihre von den verschiedenen, bisher fiir die Giltigkeit der Formel (Il) 
abgeleiteten Bedingungen nur die einfachsten, zugleich aber auch umfassendsten an 
und fiige zur gréBeren Bequemlichkeit des Lesers auch deren sehr einfache Be- 
griindung hinzu. 

Mit gréBter Vollstindigkeit ist die Frage nach der Giiltigkeit der Relation (II) 
von T. Brodén behandelt worden: Math. Ann. Bd. 52 (1899), p. 177—227. Daselbst 
findet man auf p.177 auch ein ausfihrliches Literatur- Verzeichnis, welchem hier 
noch eine seither erschienene Abhandlung von H. Lebesgue (Math. Ann. Bd. 59 
[1905], p. 251—271) und desselben Autors Legons sur les séries trigonométriques (Paris 
1906) hinzugefiigt werden mégen. 
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(Bp) T2—#F ist fiir eim belicdig Kleines Intervall OS a<a 
absolut integrabel (Bedingung von Dini*)). 

(BP) pla) ist ebendaselbst monoton (Dirichletsche Bedingung) 
oder monotonoid mit endlich bleibenden Komponenten (Be- 
dingung von P. Du Bois-Reymond*™) und Camille 
Jordan***), 

(BY) pla) besitet fir OS a<a eine absolut integrable Ab- 
leitung g'(«)**) (Bedingung von P. Du Bois-Reymond )). 

Beweis. Mit Riicksicht auf die Existenz der Hauptgleichung (1) 

des vorigen Paragraphen geniigt es offenbar, den Beweis unter Annahme 
eines beliebig kleinen Wertes fiir die obere Grenze a zu fihren. 

Mit Beniitzung der Identitit: 


p(x) = (+ 0) + {p(a) — (+ 9)} 
und der bekannten Formel: 


a 


_ 
lim J =F da a 4 


9 
p=t+e 0 Y 


ergibt sich zuniichst: 


*) Serie di Fourier e altre rappresentazioni analitiche delle funzioni di wna 
variabile reale (Pisa 1880), p.101. Die Bedingung 8{ ist in gewissem Sinne die 
einfachste, niimlich am leichtesten zu beweisende, merklich leichter, als die begritflich 
einfachere und viel linger bekannte Dirichletsche Bedingung. Sie ist offenbar 
erfiillt, weun ein bestimmtes endliches g’(+ 0) existiert; ebenso, wenn fiir alle hin- 
langlich kleinen positiven a eine Beziehung von der Form besteht: 


|p(a)— (+0) =C-a? (e > 0) 
oder: 
Sioa 1\- (+9) 
9@)—9(+0|sC-(Ig2) **, 
ao 1\-1! 1\-(1+¢@) 
9 (a) — p(+9) =0-(Ig ) (le, =) 
so 


) S. p. 382, Fubn. **). 
“**) Par. C. R. 92 (1881), p. 228. Ausfiihrlicher: Cours d’analyse, 2i¢me éd., 1 
(1893), p. 55; 2 (1894), p. 228. Die Klasse der hier als monotonoid bezeichneten Funk- 
tionen deckt sich, wie Jordan zeigt, mit derjenigen der von ihm eingefiihrten Funk- 
tionen mit beschrinkter Schwankung (,,fonctions a variation bornée). 
+) Diese Bedingung stellt in Wahrheit wieder nur einen speziellen Fall der 
Bedingung (8{?) dar, da Funktionen mit absolut integrabler Ableitung stets mono- 
tonoid sind (vgl. Nr. 2 des vorigen Paragraphen, insbesondere p. 382, Fubn. **)). 
Die Bedingung (8{°) kommt im iibrigen wesentlich nur fir den Fall eines wnendlichen 
@ (+ 0) in Betracht, da der Fall eines endlichen g’(+ 0) sich schon auf Grund der 
Bedingung (8{"’) erledigt (s. FuBn. *)). 
LXVIL 25 
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386 A. Pauwesuem. 
lim | (a)- = - da = * o(+0) + lim R,, 
p=tee p=+e 
wo: 


R, =f {9(@) — 9(+ 0)) - 2%. de. 
0 
Ist sodann die Bedingung (8?) erfiillt, so hat man: 
R, <| |9(a) —9(+9) die, 
% 


soda8 also | R,| durch hinlingliche Verkleinerung von a selbst beliebig klein 
wird. Und da fir liimp=-+ oo die Giiltigkeit der Hauptgleichung (I) 
an keine positive untere Schranke beziiglich der unteren Integrations- 
grenze a gebunden ist, so ergibt sich schlieBlich: 

lim R, = 0. 

p=t+e 
Besteht zweitens die Bedingung (8), in welchem Falle wir p(«) wiederum 
ohne merkliche Beschrinkung der Allgemeinheit geradezu als monoton 
annehmen diirfen (vgl. p. 382, FuBn. **)), so liefert der zweite Mittelwert- 
satz die Beziehung: 


B, = (9(a)—9(+0)} f "?* de (0<#<1), 
da 


pa 
={9(@)—9(+0} f "2% - ae 
Sa 
und daher (vgl. p. 374, FuBn. *): : 
| R,| <a - |p(a) — p(+9)|, 
d. h. bei hinliinglicher Verkieinerung von a beliebig klein, so daB sich 
also, analog wie oben, schlieBlich wieder ergibt: 
bes R, = 0. 
Will man auch noch die Giiltigkeit der Bedingung (B®), obschon sie in 
Wahrheit als spezieller Fall von (8) anzusehen ist (vgl. p. 385, FuBn. +), 
direkt beweisen, so findet man durch ieeael — 


R,-[—(ow— gto) f PP. ay| fs " («) (fm er -dy) de 
sft.» 
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und daher: 


7 


Rk, < a | p (a)|- da, 
0 


also wiederum bei hinlinglicher Verkleinerung von a belicbig klein. Damit 
sind die ausgesprochenen Behauptungen simtlich bewiesen. 


2. Durch Kombination des soeben gewonnenen Resultates mit der 
Formel (1’) des vorigen Paragraphen ergeben sich unmittelbar hinreichende 
Bedingungen fiir die Ausdehnung der Beziehung (Il) auf ein unendliches 
Integrations-Intervall. Man findet auf diese Weise: 

Geniigt die in jedem positiven endlichen Intervalle schlechthin 
und absolut integrable Funktion (a) in der rechten Nachbar- 
schaft der Stelle «=O einer der Bedingungen (B,), so besteht 
neben der fiir jedes positive a geltenden Beziehung: 


(IL) lim f p(«) - =e -da = = - 9(+0) 


=+0e 
? 0 


auch die folgende: 


n , : sin pa 
(II’) lim g(a): 


-da = ~ .g(+0), 
pa tee A 
falls (a) einer der Bedingungen (B.) (p. 384) geniigt. 

3. Fiir spaitere Anwendung wollen wir der Beziehung (II) noch eine 
etwas andere Form geben. Es sei F(a) eine fiir — 01% <a<+ oo end- 
liche und stetige Funktion von «. Das gleiche gilt daher von F(a+ 72), 
wo «x jede beliebige Zahl bedeuten kann. Nach Formel (1) des vorigen 
Paragraphen besteht dann fiir jedes noch so grobe A>a>O0 die Be- 
ziehung: 

A 
(Ia) lim [(a)- F(a +2)-""2*.da=0, 


P= +O, 
a 


falls m(«)- F(a +a) fir a<a<A schlechthin und absolut integrabel ist. 
Diese Forderung ist offenbar, soweit die absolute Integrabilitét in Frage 
kommt, eine etwas geringere, als die entsprechende fiir m(«) selbst; denn 
sie gestattet (a) an den etwaigen Nullstellen von F(a + x) ein Unend- 
lichwerden von héherer Ordniing, als dies fiir g(a) allein zulassig wire. 
Im iibrigen aber deckt sich offenbar die Integrabilitit von  (a)- F(a +2) 
mit derjenigen von o («). 


25° 





| 
| 
} 
| 


388 A. Pancsnem. 


Man hat ferner nach Formel (II) auch: 
lim Je (a)- F(a +a)?" . da =~ lim (p@)- F@ + 2)) 
p=+e S a=+0 


bzw. =F 9 (+ 0)-F(@)*), 


falls m(a)-F(«@-+ 2) auBer der Integrabilitét im Intervalle (0,@) auch 
noch in der rechten Nachbarschaft der Stelle « eine der oben fiir g (a) 
allein mit (B,) bezeichneten Eigenschaften besitzt. Diese letzteren lassen 
sich aber, sofern man F'(@ +2) von vornherein noch gewissen weiteren 
Beschrinkungen unterwirft, auf die entsprechenden fiir g(a) reduzieren. 
Nimmt man z. B. an, daB die Funktion F(a) eine in jedem endlichen 
Intervalle schlechthin und absolut integrable Ableitung besitzt und somit 
zum mindesten monotonoid ist, so ist ohne weiteres klar, daB allemal, 
wenn g(a) eine der Bedingungen (%,) oder (%,") erfiillt, das gleiche » 
auch fir m(«)- (a+) gilt**) Das Analoge findet aber auch beziig- 
lich der Bedingung (%,) statt. Man hat nimlich: 
9(@)- Fle + 2) — 94%) FO) P(g 47). 2M =r 


a 
+ 9(+0). “EF 9—FO), 
und es besteht in der rechten Nachbarschaft von « = 0 die absolute Inte- 
grabilitaét fiir den ersten Summanden der rechten Seite, sofern nur g(a) 
der Bedingung (%,“) geniigt, fiir den zweiten infolge der vorausgesetzten 
Existenz einer durchweg absolut integrierbaren Ableitung F’(«). Somit 
ergibt sich: 
Ist F(a) eine durchweg endliche und stetige, mit schlechthin 
und absolut integrabler Ableitung versehene Funktion, p(«)-F(«+-x) 
im Intervalle (0, a) schlechthin und absolut integrabel, so besteht 


die Beziehung: 
(Ila) jim p(«)-F(a+x)-""P".da=— *.g(+0)- F(a), 
0 


*) Die erste Schreibweise der rechten Seite fallt mit der zweiten zusammen, 
sobald ein endliches (+ 0) existiert. Sie liefert aber, sofern der betreffende Grenz- 
wert existiert, auch noch dann ein brauchbares Resultat, wenn (+ 0) unendlich 
ausfallt oder tiberhaupt kein bestimmtes g(-+ 0) existiert, wihrend F'(#)=0 wird. 

*) Das Produkt zweier monotonoider Funktionen ist wiederum monotonoid 
(8. z. B. Lebesgue, Lecgons sur les séries trigonométriques, p. 4). Andererseits hat man: 


A @@- Feta) =9()- F(e+2) +9): Feta). 














iia a ea 
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falls p(a) in der rechten Nachbarschaft von « = 0 eine der Be- 
dingungen (B,) befriedigt. 

Ist F(x) =0 und p(+ 0) entweder unendlich oder nicht 
vorhanden, so hat man auch noch: 


(IIb) lim {y(«)- F(a +2)-“"?“.dae== lim (g(@)-Fa+2)), 
p= +04 @ a=+0 
falls dieser letate Grenzwert existiert und o(a)-F(a+ x) im der 
rechten Nachbarschaft von « =O eine der (entsprechend zu modi- 
fizierenden) Bedingungen (B,) befriedigt. 

Die Formel (Ila) enthalt offenbar die friihere Formel (II) als spe- 
ziellen Fall, da die Annahme F'(« + #)=1 den iiber F(a) gemachten 
Voraussetzungen entspricht und fiir diesen Fall die hier festgesetzen 
Giiltigkeitsbedingungen genau mit den friiheren zusammenfallen. 

Mit Riicksicht auf das Folgende sei noch ausdriicklich hervorgeboben, 
daB die Funktion cos (q(@+2)+r), wo qg und r ganz beliebige Zahlen 
bedeuten, offenbar die der Funktion F'(« + 2%) auferlegten Bedingungen 
erfiillt. Dieselbe umfaBt tiberdies, da es infolge der Willkiirlichkeit von 


r freisteht, r durch r — ; zu ersetzen, auch die Funktion sin (q¢(« + 2) +1). 


§ 4. 
Umwandlung des Dirichletschen Integrals in ein Fouriersches. 
1. Nach Satz (II) des § 1 hat man (fir a, > 0): 


(1) ‘ap {o(@)-F(a+2)-cos pu-da=— {o(a)- F(a+2)-da {cos pa-dp 


do do 
: sin pa 
= [o(@)- Feta) ede, 
dy 
wenn g(«)- F (a+) im Intervalle 0< «<A schlechthin und absolut 


integrabel ist. Daraus folgt fiir limp—=—-+ oo nach Formel (la) des 
vorigen Paragraphen im Falle a > 0: 


oo A 
(II) {ap {o(@)- F(a +2) - cos pa-da=0, 
0 a 


und sodann nach Formel (Ila) des vorigen Paragraphen: 


(IV) a8. [9 (@)-Fle+2)-cospa-de=~9(+0)-F(e), 
t+ 6 














390 A. Pumnesnem. 


falls @(a) in der rechten Nachbarschaft von « = 0 eine der Bedingungen 
(B,) befriedigt und F(a) eine in jedem endlichen Intervalle schlechthin 
und absolut integrable Ableitung besitzt (mit dem Zusatze, daB an die 
Stelle dieser Beziehung eventuell die Formel (IIb) des vorigen Paragraphen 
unter den dort angegebenen Bedingungen tritt). 

Es handelt sich nun darum, diese fiir jedes noch so groBe endliche 
A bestehende Relation auf den Fall A = + oo auszudehnen. Hierzu ist 
offenbar notwendig und hinreichend, festzustellen, ob bzw. unter welchen 
Bedingungen das Integral: 


(2) {ap f(a) F(a+2)- cos Ba-de 
0 A 


verschwindet, wobei es mit Riicksicht auf die Formel (III) freisteht, die 
positive Zahl A von vornherein belicbig grof8 anzunehmen. 

Wir fihren die fragliche Untersuchung zunichst fiir den einfachsten 
Fall F(« + 2)=1, sodann unter der Annahme F(a + x) =cos (q¢(« +2) +1r) 


und schlieBlich fir F(a+z)= +c,-cos(q,@+2)+r,), wo +c, eine 
2 ps 
absolut konvergente Reihe bedeutet. 
2. Es handelt sich hiernach fiirs erste um das Verschwinden des 
Integrals: 


oo 


(3) Jap {o(a) - cos Ba - do =lim ‘(ap [ola -cos a-de. 


Angenommen, es wiire auch hier zuliissig, die Integrationsfolge zu ver- 
tauschen, so hiitte man (analog wie in Gl. (1)): 


(4) ‘faa foce)- cos Ba - da =lim foi): =rs. da, 
0 A 


ddliadiane | 


und der rechts stehende Ausdruck wiirde in der Tat nach Formel (I’) 
p. 384 verschwinden, sofern nur (a) einer der dort mit ($,) bezeich- 
neten Bedingungen geniigt. Hiernach kommt es also lediglich darauf an, 
passende Bedingungen fiir die Zuliissigkeit der obigen Integrations - Ver- 
tauschung anzugeben. Und zwar erweist es sich hierbei als zweckmibig, 
statt des iterierten Integrals (4) ein solches zu wihlen, bei dem die auBere 
untere Grenze 0 durch eine nach Bedarf >0 zu nehmende Zahl p, er- 


setzt ist. Nach Satz (Ila) des § 1 (p. 371) ist alsdann fiir das Bestehen 
der Relation: 
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P - s ” 
(5) [a8 {9 (@)-cos Ba-da— {o(«)-da {cos Ba-dp 
BP A A Po 


jedenfalls hinreichend, wenn das Integral fe y(a)-cos Ba-da gleichmipig 
A 


konvergiert fiir alle 6 des Intervalle p, << 6 <p, wenn also fiir alle diese 
B eine Relation von der Form besteht: 


(6) {p(@)- cos Bada <é fiir A> Ay. 


3. Wir behaupten nun, daB diese Forderung erfiillt ist, wenn g(a) 
einer der folgenden drei Bedingungen geniigt (deren dritte in Wahrheit 
wieder nur ein spezieller Fall der zweiten ist*)): 

(BE) pla) ist im Unendlichen absolut integrabel. 

(Bz) pla) konvergiert mit unbegrenzt wachsendem « monoton oder 

monotonoid gegen Null. 

(BE) p(a) verschwindet fiir lim « = + co und besitzt zwm mindesten 

fiir hinlénglich groBe « eine im Unendlichen absolut integrable 
Ableitung gp’ («). 

Beweis. Erster Fall: Voraussetzung (8). Da in diesem Fall zu 

beliebig kleinem ¢ > 0 bei passender Wahl von A > A, stets: 


(7) J \p(@|-da<e 
A 

wird, so besteht fiir jedes solche A um so mehr die charakteristische 
Ungleichung (6), unabhiingig von der Wahl des £, insbesondere auch noch 
fir B=0. Folglich gilt die Integrations-Vertauschung (5) auch noch 
fiir py = 9, also schlieBlich die Gleichung (4). Und da die Voraussetzung 
eines im Unendlichen absolut integrablen g(a) a@ fortiori die analoge Eigen- 
schaft fiir 2°), also die Existenz der Bedingung (Bz’) (p. 384) nach sich 


zieht, so hat man, wie behauptet: 


[ap [o(«)-cos pa-de=0. 
do 4 


Zweiter Fall: Voraussetzung (B®). Da es hier offenbar wiederum 
freisteht, p(«) fiir hinlinglich groBe « als monoton anzunehmen, so hat 
man nach dem zweiten Mittelwertsatze: 


*) Vgl. das tiber die Bedingung LI auf p. 382 Gesagte. 
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A. Prinesnem. 


” | t=e § j 
—_—a, <\p(A)| Max cos Ba -da <7-2|9(4)*)| 
‘4 ‘4 


Da die in Frage kommenden Werte von f die untere Grenze p, haben, 
so liefert die letzte Ungleichung nur dann ein brauchbares Resultat, wenn 


PP, > 0.**) Ist dies letztere aber der Fall, so hat man fiir alle 6 des Inte- 
grations-Intervalles p, < B < p: 


| oo 
(8) Jo cospe-de< 5-2 9(A), 


und da |g(A)!, wegen lim m(«) = 0, durch Wahl einer passenden unteren 


Schranke fiir A beliebig klein wird, so konvergiert das betreffende Integral 
fir B>p,>0 gleichmiéfig, und es besteht somit die gewiinschte Be- 
ziehung (5), namlich: 


? as . ma 
[apf 9(@)- cos pa-da— f p(«)-de {cos pa-dp 
Po A A Po 


= f(a) 22". du— fg (e) de. 
A A 


LaBt man p, gegen 0 konvergieren, so ergibt sich weiter: 


a 


(9) [48 fo(e)-coupe-de fo(o) PS delim g(c) SP" da, 
é 4 4“ Po= 0%, 


*) Fiir spiiter sei hier angemerkt, daB die niimliche Ungleichung auch fiir das 
analoge Integral: J gp(a)-sinBa-de gilt. Daraus folgt dann genau wie im Text, daS 
A 


auch dieses Integral gleichmdfig konvergiert fiir 6 =p, >0. 
**) Die letzte Ungleichung li8t nicht einmal den SchluB zu, daB das Integral 


fe (a)- cos Ba-de fiir das Intervall p,=B=0 ,,im wesentlichen“ gleichmifig konver- 


a 

giert. Dies ist in Wahrheit auch gar nicht der Fall, solange (a) keiner weiteren 
Bedingung unterworfen wird, als der, im Unendlichen monoton oder monotonoid 
gegen Null zu konvergieren (vgl. das Beispiel p. 377, FuBn. “*) und Nr. 4 dieses Para- 
graphen). Im iibrigen ist ja auch die ,,im wesentlichen“ gleichmdfige Konvergenz jenes 
Integrales fiir p,=0 wohl eine hinreichende, nicht aber eine notwendige Bedingung 
fiir die Zulissigkeit der beabsichtigten Integrations-Vertauschung. Diese bleibt denn 
auch tatsichlich noch im Falle p, = 0 bestehen, was sich aber aus dem angegebenen 
Grunde nicht direkt aus dem Satze Ila des § 1, wohl aber auf dem hier angegebenen 
Wege erschlieBen 1a8t. 
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und so bleibt nur nachzuweisen, daB der letzte Grenzwert verschwindet. 
Da das betreffende Integral offenbar verschwindet, wenn man geradezu 
Po = O setzt, so gilt offenbar das gleiche von dem fraglichen Grenzwerte, 
falls das Integral, als Funktion von p, aufgefaBt, an der Stelle p, = 0 
eine (nach rechts) stetige Funktion von p, darstellt. Nach Satz Ia des 
§ 1 (p. 370) ist dies (mit Riicksicht darauf, daB g(«) die nétigen Inte- 


grabilitits-Eigenschaften, =a. *— die erforderliche Stetigkeit bereits be- 


sitzt) sicher der Fall, wenn jenes Integral fiir p, >0 gleichmafig kon- 
vergiert. Nun ist aber: 


[oo Pde - fr) Stay 
A 


und daher mit Hilfe des zweiten Mittelwertsatzes: 


foe MP". ae <|@(A)|-Max [ira d 
IS . sons 


A 
<a-| (A) ? 


d. h. unabhiangig von der Wahl des p, beliebig Klein fiir alle hinlinglich 
groBen A. Das betreffende Integral konvergiert also gleichmdpig fir alle 
Po =, sodaB in der Tat 


be a =a -da=0 
e. 


wird und somit die Gleichung (9) in die folgende iibergeht: 


Pp oo oo 
- fae foe - cos Ba - da = f (a). "P*. de. 
A = 


Hieraus folgt dann schlieBlich fiir lim p = + co, wenn man noch beriick- 
sichtigt, daB gleichzeitig mit g(a) auch ve) monoton bzw. monotonoid 


gegen Null konvergiert, also die Voraussetzung (QB) stets auch die Be- 
dingung (B®) involviert, nach Formel (I’), p. 384, wieder: 


[ap [o(@ - cos pu - de =0 (a> 0). 
is pe 


Dritter Fall: Voraussetzung (B®). Um die Giiltigkeit dieser in 
Wahrheit nur einen besonderen Fall von (B®) bildenden Bedingung wie- 
derum auch direkt zu beweisen, findet man durch partielle Integration: 





A. Prinesuemm. 





amfa — 


[5 (e) cos Ba-da = @(A)- ifr (a) - sin Ba - da 
“4 


und daher fiir 6 > p, > 0: 





> My 
(10) fo) - cs Bu- de <> p(A) +f g'(@) . da ; 
A A 


d. h. beliebig klein fiir hinlinglich groBe Werte von A*). Somit hat man 
genau wie im vorigen Falle (cf. Gl. (9)): 


fe8 fo(@)-coope-de — v(0) "2°. de —tim fv) =A‘ - da. 
0 A ‘4 aes 
Fiir das Verschwinden des letzten Grenzwertes ist dann wieder nur noch 
der Nachweis erforderlich, daB das letzte Integral fir p, >0 gleichmipig 
konvergiert. Durch partielle Integration ergibt sich: 


fo “ns ines [7 (a) er aad? 


~ fo »: (fier. ly). ia~— foo) J -dy) - de, 


Po A 


und somit: 


fro -h ae 


A 





<a | y (a) -da 
A 


also beliebig klein fiir hinlinglich groBes A und zwar giinzlich unabhingig 
von dem Werte p,. Das betreffende Integral konvergiert somit gleich- 
mifig fiir alle p,>0, und man hat infolgedessen: 


lim p(a)- Pe. de m0. 
mae 4 " 


Da auch hier wieder die Voraussetzung (B®) (nimlich: lin g(a) =9, 


*) Das gleiche gilt wieder fiir das analoge Integral: 


fe@) -sin Ba-da, 
A 


sodaB dasselbe wiederum gleichméfig konvergiert fiir 
B=p,>9%. 
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{ ' gy («)|-de konvergent) die Existenz der Bedingung (B®) (nimlich 
A 


P p (a) | 
a* | 


die Konvergenz von J -de und | ©). du) nach sich zieht, so 
A A 


findet man aus Gil. (10) fiir lim p = + oo, wie in den zuvor betrachteten 
Fallen: 


(11) fap fo(@ - cos Ba - da =0 (A> 0). 
0 4 


4. Es bleibt jetzt noch zu untersuchen, inwieweit aus dieser letzten 
Beziehung die oben gleichfalls in Aussicht genommene (s. Nr. 1 am Ende): 


fap fo@ - cos (qia +2) +7r)-cosBa-da=0 
0 A 


hervorgeht. 
Bedeutet q eine beliebige Zahl, so ist identisch: 


S46 foe) - cos Ba - da = fap fo(«) - cos Ba - de 
0 A 0 A 


+ fap fo(a) - cos Ba -da. 


Andererseits hat man: 


fap foe) - cos Ba - da = — fap. fo(e) - cos Ba - da 


Sap foe) - cos Ba - dea 


+. 
; fap {o(@) - cos Ba- da, 
=F A 


sodaB die vorhergehende Gleichung sich auch folgendermaBen schreiben laBt: 


faa fore - cos Ba-da= + fap {9 - cos Ba - da 
0 A ng 4 


+ : [a6 f 9(@) - 00s a - de, 
rf A 


und, wenn man die Integrations-Variable 6 in dem ersten Integrale der 
rechten Seite durch 6 — qg, in dem zweiten durch #6 + q ersetzt: 
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A. Privesaem. 


J 28,f 9(@)-cospe-demy (a8 f 9(0)(e00(—a) «+ cos (B+ q)a} da 


(12) = [a6 f9(@)-cosqe-cos Ba: de. 


Hieraus folgt, sobald die Beziehung (11) existiert, daB auch: 


(13) fap [o(@) - cosqe - cos pu- da =0. 


Wir beweisen jetzt die Existenz einer analogen Relation fiir dasjenige 
Integral, welches aus dem eben genannten durch Vertauschung von cos qa 
mit sin ga hervorgeht. Hierzu bemerke man zuniichst, daB das Integral 


Soo) - sin Ba - da 


A 


unter der Voraussetzung, daB o(«) eine der Bedingungen (%,) befriedigt, 
gleichmaéfig konvergiert zum mindesten fiir alle 6 >p, >0*), und dab 
infolgedessen nach Satz Ifa des § 1: 


g . ? 
Sap fo(@) - sin Ba - da = {9(@) . de {sin Ba - dp 


- — fo(a)- SP". de + fo) SP de. 
A A 


Hieraus folgt weiter fiir lim p = + co, mit Beriicksichtigung der zweiten 
Formel (I’), p. 384, daB: 


(14) fas foe sin Ba - de = fet , AMS ge, 
Po A A 


d. h. das betreffende iterierte Integral besitzt einen bestimmten Wert, da 
das rechts stehende einfache Integral konvergiert, wie im Falle (8) (d. h. 


im Falle der Konvergenz von _[ "| p(a@)| -de«) unmittelbar ersichtlich ist, in 
A 


den Fallen (8@) bzw. (B®) (d. h. bei monotoner oder monotonoider Konver- 


genz von («) gegen 0 fiir lim «+ ov, bzw. Konvergenz von | gy’ («)|- de) 
A 


*) Vgl. FuBn. *), p. 392 und Fu®n. *). p. 394. 
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mit Hilfe des zweiten Mittelwertsatzes bzw. vermittels partieller Integration 
leicht erkannt wird.*) 


Aus Gil. (14) wiirde sodann fiir lim p, = 0 folgen: 
(15) fas foe - sin Ba- da —lim | (a) - 2". de, 
. @ ——s . 
vorausgesetzt, daB der rechts stehende Grenzwert existiert. Dies ist aber 


mit Sicherheit nur dann der Fall, wenn das Integral f oe) - da konver- 
y | ! 


giert.**) Im Falle (B®) ist, diese Bedingung offenbar schon an sich er- 
fiillt, wiihrend sie in den Fallen (8) und (B®) nicht mehr und nicht 
weniger besagt als die folgende Bedingung: 


(b,) Das Integral | vis) - da ist konvergent; 
"4 


denn ein monotones g(a) aindert von einer bestimmten Stelle « ab das 
Vorzeichen nicht mehr, und das gleiche gilt fir die Komponenten von 
g(a), falls g(«) nur monotonoid ist (eine Eigenschaft, die ja auch im 
Falle (8®) vorhanden ist). 


Ist nun die Bedingung (b,) erfiillt, so erkennt man aus der Beziehung: 


foie) re de< fl oe ‘da, 
A | A 


daB das links stehende Integral auch noch fiir p, >0 gleichmdfig kon- 
vergiert, so daB mit Hilfe des Stetigkeitssatzes Ia von § 1 sich ergibt: 


*) Ahnlich wie fiir das entsprechende Sinus-Integral (vgl. p. 898, 394) jedoch 
mit dem Unterschiede, daB hier die Konvergenz wesentlich an die Bedingung p, > 0 
gebunden ist, nicht mehr allgemein (d. h. ohne Hinzufiigung einer weiteren Ein- 
schriinkung in bezug auf g(q)) fiir p= 0 stattfindet. Denn 


fot ay 
pa 7 


bleibt nur fiir p= p, > 0 unter einer endlichen Schranke. 


**) Dies wiirde z. B. zutreffen fiir g(a) = : 


of 
1 —_ 
dg (1+ «))'*¢ 


, 


9 (@) = (e> 9), 


nicht aber fiir 


= 1 
9 = Iga) 








A. Paixesnem. 


lim | p(«)- =e da = fee -de 
‘4 4 


und somit Gleichung (15) in die folgende iibergeht: 


(16) fas { o(@) - sin pe-de= [%®. da. 
® 4 i 


Aus der Konvergenz der beiden iterierten Integrale (14) und (16) folgt 
sodann, wenn q eine beliebige Zahl bedeutet, die wir, lediglich um eine 
Festsetzung zu treffen, als positiv annehmen wollen, auch die Endlichkeit 
des Integrals: 


q 
(17) Jap f p(a) - sin Ba-de« 
0 ‘4 


und es besteht somit, da das innere Integral eine ungerade Funktion von 
6 darstellt, die Gleichung: 


+2 © 
(18) Jab f p(«)- sin Ba -da=0, 
-4 4 


und zwar so zu verstehen, daB das betreffende Integral im Riemannschen 
Sinne konvergiert. Aber auch, wenn die zu diesem Zwecke eingefiihrte 
Bedingung (b,) nicht erfiillt ist, so bleibt die Gleichung (18) noch richtig, 
sobald man im Falle der Divergenz des Integrals (17) dem Integrale (18) 
die Bedeutung des Cauchyschen Hauptwertes beilegt. 

Addiert man zu Gl. (18) die in jedem Falle bestehende (d. h. nach 
Gl. (14) wirklich aus konvergenten Integralen gebildete) Identitat: 


~ 


Sab foe) - sin pa - da — fap | o(@) -sin Ba-da=0 
q A q A 

so ergibt sich: 
Sap f(a) - sin Ba - da — fap f(a) - sin Ba - de =0, 
q A —q A 


und, wenn man die Integrations-Variable 8 in dem ersten Integrale durch 
B+ 4q, in dem zweiten durch 6 — q ersetzt: 


{ap fo(«) - {sin (6 + q) « — sin (6 —q) «}- de =0, 
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somit schlieBlich, wie oben (p. 396) angekiindigt, in vollkommener Analogie 
mit GI. (13): 


(19) ‘fap fo@ - sin ga - cos Ba - da = 0.*) 


Multipliziert man jetzt noch Gl. (13) mit cos (¢gz+r), Gl. (19) mit 
—sin(qz +r), so folgt durch Addition die gewiinschte Beziehung: 


(20) fap {o(«) - cos (q(@ + 2) + 1r)- cos Ba-da=0. 
0 4 


5. Die vorstehende Relation bleibt offenbar giiltig, wenn an die 
Stelle von cos (q(@ + 2) +7) ein Aggregat von der Form: 


F(a+2)= >, - cos (q,(@ + 2) + 7,) 
1 
tritt. Wir beweisen nunmehr, daB dies auch noch stattfindet, wenn die 
an die Stelle von cos (q(a +2) +r) tretende Funktion die Form hat: 


~ 


(21) F(a+ 2) = > ¢, - cos (q,(@ + 2) +1) 
1 


sofern nur > absolut konvergiert und die im iibrigen ganz beliebigen 
1 

Zahlen g,, die wir offenbar ohne Beschriinkung der Allgemeinheit als 
positiv annehmen diirfen, mit v ins Unendliche wachsen. Da die Reihe (21) 
infolge der vorausgesetzten Beschaffenheit der c, fiir alle « gleichmibig 
konvergiert (was auch 2 sein mége), und diese Kigenschaft auch nach 
Maltiplikation mit g(«)-cos B« bestehen bleibt**), so ergibt sich durch 
gliedweise Integration: 


(22) | 9(@)-F(at2) - cos Ba-da= >*c, { o(«)-cos (q,(¢+2)+r,) cos Be-de, 
A 1 A 
vorausgesetzt, daB die rechts stehenden Integrale konvergieren und bei 


*) Ist die Bedingung (b,.) nicht erfiillt, in welchem Falle die obige Gleichung 
nach dem Gesagten nur fiir den Cauchyschen Hauptwert des betreffenden Integrales 
gilt, so ist jetzt die fiir die Bildung jenes Hauptwertes in Betracht kommende singu- 
lire Stelle, wie die der Formel (19) unmittelbar vorangehende Gleichung sofort erkennen 
laBt, die Stelle @—gq. Das niimliche gilt dann offenbar fiir das mit Beniitzung von 
Gl. (19) hergeleitete Integral in Gl. (20) 

**) Dabei wird natiirlich a bezw. die untere Integrations-Grenze A so groB an- 
genommen, daB g(a) fiir «2 A eine der Bedingungen (%,.) befriedigt, also insbeson- 
dere |g(a)| unter einer endlichen Schranke bleibt. 
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unbegrenzt wachsendem v numerisch unter einer endlichen Schranke 
bleiben. Um dies genau zu untersuchen, trennen wir die ersten » Glieder 
der Reihe ab (wo m eine weiterhin noch zu definierende Zahl bedeutet) 
und zerlegen den Rest vermittels der Formel: 


cos (q,(@ + 2) + 7,)- cos Ba = + {cos((g, + Ba + x,) + cos(q,—f)a+2,)}, 


wo: %=¢,2+7,, 


in zwei Summanden, also: 





(23) J (@)- F(a+ 2) - cos Ba-de=—S,+R,+ R,,, 
A 
wo: 
S, -> ¢, -{9(@) - cos(¢,a@+2,)- cos Ba - da, 
1 A 
(24) R,- >} % -{ oe) - cos((q, + B)a+2,) - da, 
ati 
R= >? ¢, - f p(a) - c08((q,— pa +a,) - de. 
n+1 A 


Es werde nun ausdriicklich angenommen, dab g(a) fiir « >A nicht nur 


einer der Bedingungen (%.), sondern auch der Bedingung (b..) geniigt, 
sodaB also 


~» 


J | @@) | ae 
—_ 
A 
eine bestimmte Zahl vorstellt. Versteht man sodann unter B eine be- 
liebig groB anzunehmende Zahl, unter 6 und « zwei beliebig kleine positive 


Zahlen, so liBt sich wegen lim g, =o und infolge der Konvergenz von 
>'\c,| die oben mit » bezeichnete Zahl so fixieren, dab: 


(25) q,=2B+9 fir v>n, 

‘ i ”| @(@) | é 

(26) 2 Ie, f | da<y- 
e A 


Da die Integralwerte: 


| ha ~ 

| 
[o(@-cosye-de und fo(w)-sinye-de', 
A | A 
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sofern g(a) einer der Bedingungen (%.) geniigt, fiir alle y>d>0 unter 
einer endlichen Schranke bleiben*), und das gleiche folglich auch fir: 


{oe - cos(ya+2,)-da 


gilt (und zwar ganz unabhiangig von der Wahl des z,), so folgt, dab 
alle in R, auftretenden Integrale: 


(27) {o@) - cos (qq, + Pa+2,)- da! 


fiir alle B>0, die in R,’ auftretenden Integrale: 


(28) / y(«) - cos ((q, — B)a + 2,) - da 
A 


zum mindesten fiir alle 6 des Intervalls 0< $< B numerisch unter einer 
endlichen Schranke bleiben. Hiernach konvergiert also R, absolut und 
gleichmaBig fir alle p>O, R,’ zum mindesten fiir alle 6 des Intervalls 
O<p6<B 

Ferner besitzt jedes Glied der Summe S, und somit diese selbst 
einen bestimmten endlichen Wert, solange # nicht gerade einen der 
Werte ¢,(v=1,2,---,) annimmt. Zerlegt man das mit dem be- 
treffenden q, behaftete Integral wieder in zwei Integrale von der Form (27) 
und (28), so bleibt das erste auch fiir 6 =q, konvergent, wihrend das 
zweite divergiert. Man hat nun aber: 


So@ - cos (q, — B)a + 2,)- da = cos 2, - { p(@) - cos(q, —B)a- da 
A A 


— sin 2, -{ (a) - sin(g,—B)a-da 


und erkennt hieraus auf Grund der friiher angestellten Betrachtungen 
(ef. p. 392, Gl. (9) und p. 397, GL (15)), daB das fragliche Integral trotz 
der Divergenz an der Stelle 6 =q, daselbst immerhin noch eine Inte- 
gration nach B zuléBt. Integriert man nun die Gleichung (23) nach 6 
zwischen den Grenzen 0 und B, so ergibt sich: 


*, Dies ist im Falle (82) ohne weiteres klar. Fiir die Fille (@{’) bzw. (8) 
folgt es aus den Ungleichungen (8), p. 392 und (10), p. 394. 
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A. Parwesnem. 





B ~ 
Saf ole): F(a + 2) - cos Ba - da 
0 A 


a B ~ 
=>, ap | @ (a) - cos(q,« + 2,)- cos Ba - de 
1 0 A 


B oo 


¢, « f ab f ¥(e) - cos((q¢, + B)a + 2,)- dea 
0 


(29) 
++ 


M: 


+ 
- 


+ >>, fapf oe cos((q, — B)« + 2,)- da 


at+l 


und hieraus fir lim B= + oo, wenn man beachtet, daB nach Gl. (20) 
die Integrale der endlichen Summe (v= 1 bis vy =n) simtlich verschwinden: 


Jae f ‘g(«) -F(a+ax)-cospa-da 
0 A 


B 


(30) lim > / apf ey cos((q, + B) + 2,)- da 


enti 0 


+ $ tim SF [anf g(a) - cos((g, — B) + x,)- de. 


a+10 


Da die Integrale J 9(@) . cos((q, +f) + 2,)-de fir alle 6 des Intervalls 
A 


0<6<B und unabhingig von 2, gleichmdfig konvergieren (vgl. das 
oben zu (27) und (28) Gesagte), so hat man nach Satz Ila des § 1: 


B 


J apf (@) - cos((q, +f))a + x,)-da 
-f ‘9(«) . de { cos((q, + p)a + a,)- dB 


=/ 9) . aie + Be +) de ~{ oe): =e-+ #y) ‘da, 
A 


und daher, auch wenn B unbegrenzt wichst: 


B oo oo 
fab foie) - cos(a, +e +2,)- de <2f |e -da. 
6 4 % 
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Infolgedessen findet man mit Beriicksichtigung von Gl. (30) und Ungl. (26): 


fa6 J 9«) - F(a+a2)- cospa-da\<e, 
90 A 
d. h. sehblieBlich: 
(BL) fap f o(@)- F@+2) - cos pe - de = 0. 
0 A 


6. FaBt man jetzt die in den Gleichungen (11), (20) und (30) ent- 
haltenen Resultate mit dem Inhalt von Gl. (IV) am Anfange dieses 
Paragraphen zusammen, so ergibt sich nunmehr folgendes: 

Es werde gesetzt: 


F(a+2)=¢+ > ¢, . cos(q,(@ +”) + «,), 
1 


wo entweder c,= 0 fiir vy >n oder, wenn dies nicht der Fail 


» 


—. 
ist, >¢, als konvergent, lim q,|=0o und iiberdies F(a) 


1 
als mit einer in jedem endlichen Intervalle schlecithin und absolut 
integrablen Ableitung versehen vorausgesetat wird. 

Ist dann g(a)-F(a+a) in jedem positiven endlichen 
Intervalle nach « schlechthin wnd absolut integrabel, existiert 
ferner ein bestimmter Wert (+ 0) oder zum mindesten 
lim p(a)- F'(«e +2), so besteht die Beziehung: 


a=+0 
(V) fas / (a): F(a+2)-cospa-da = = p(+ 0) - F(a) 
0 0 . 
’ = 7 limg(a)- F(«+2), 
“a=+0 


wenn g(a) in der rechten Nachbarschaft von «=O und im 
Unendlichen je einer der folgenden Bedingungen*) geniigt : 


(BY) ve) = ©) ist im der rechten Nachbarschaft von «=O inte- 


grabel ; 
(B2)) (a) ist daselbst monoton oder monotonoid; 
(Be) besitet daselbst eine absolut integrable Ableitung ; 
und zwar gilt die obige Beziehung in der zweiten Form auch 


*) Die Bedingungen (®{°’), 2’) sind nach dem friiher Gesagten lediglich spezielle 
Fille der Bedingungen (${?’), 8%), die jedoch wegen ihrer fiir direkte Anwendung 
besonders bequemen Form wiederum noch ausdriicklich hervorgehoben werden. 


26* 





A. Prixesuem. 





dann noch, wenn (+ 0) unendlich ausfallt oder nicht existiert, 
dagegen p(a)-F(a+ x) noch einer der obigen drei (entsprechend 
modifizierten) Bedingungen geniigt. 
Andererseits : 
(B®) (a) ist im Unendlichen absolut integrabel; 
(B) (a) konvergiert mit unendlich wachsendem « monoton oder 
monotonoid gegen Null; 
(B®) (a) verschwinde fiir lim «= + >o und besitet eine im Un- 
endlichen absolut integrable Ableitung. 
Hierzu tritt, abgesehen von dem Falle, daB sich F(« + x) 
auf die Konstante c, reduziert, noch die Bedingung: 
(b.) vie) ist im Unendlichen integrabel*), 


welche aber im Falle c,=0 fiir v > entbehrlich ist, sofern 
man dem betreffenden Integrale den Cauchyschen Hauptwert 
beilegt. 


§ 5. 
Die Fouriersche Integralformel. 


1. Um das Endresultat dieser Untersuchung angemessen formulieren 
zu kénnen, mége noch aus der Endformel (V) des vorigen Paragraphen, 
welche das Fouriersche Integraltheorem in seiner einfachsten Gestalt 
reprasentiert, dessen allgemeinere Form nach bekannter Methode her- 
geleitet werden. 

Besitzt g(a’) in der linken Nachbarschaft von « =O und auch im 
iibrigen fiir negative « diejenigen Eigenschaften, welche bei positiven 
Werten der Variablen als hinreichend fiir die Giiltigkeit der Formel (V) 
erkannt wurden, so ergibt sich aus (V), wenn man noch die Substitution 
a’ =—a macht: 

~ 0 


J a8,f 9(0)- Fle+2)- cospa- de — ; -p(—0)- F(a) 


Cs 


und somit durch Addition der Gleichung (V): 


— > lim g(—«): F(«+2), 
x=+0 


+2 


J 4p | 9(«)-F(a+2)-cospa-da= *{g(+0) + 9(—0)}-F(2) 


= Flim (9(+«)+9(—«)}-Fe+e), 


*) Und zwar dann eo ipso absolut integrabel (vgl. p. 397). 
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unter der Voraussetzung, dab g(a) sowohl rechts, als links von « = 0 
und auch im iibrigen sowohl fiir positive, als negative Werte von a 
den oben bezeichneten Bedingungen geniigt. Substituiert man dann noch: 
g(a) =f(a@t+x) (also: 940) —fe+9), 
und ersetzt die Integrations-Variable « durch « — x, so nimmt die letzte 
Gleichung die iibliche Gestalt der Fourierschen Integralformel an, und 
man gelangt somit zu folgendem Endresultat: 
Es werde gesetzt: 


F(a) = %& +>, cos(q,a+7,), 
1 
wo entweder c,=O fiir v >n oder, wenn dies nicht der Fall 
ist, die Reihe > \c,, konvergent, lim g, = 0o und tiberdies 
i r= 


F(a) mit einer in jedem endlichen Intcrvalle schlechthin und 
absolut integrablen Ableitung versehen sein soll. 
Ist alsdann f(a)- F(a) in jedem endlichen Intervalle schlechthin und 
absolut integrabel und geniigt f(«) im Unendlichen gewissen weiter unten 
noch anzugebenden Bedingungen, so gilt die Formel: 


oo +o 


wn fas fre) - F(a) - cos B(a—2x)-de= " {f(a+0) +f(a—0)}-F(2x) 


0 oo 


—q lim (f(@+«) + f(e—«)) Fete) 


bei jedem Werte x, fiir welchen f(a +0) und f(a — 0) bestimmte Zahlen 
vorstellen und in dessen Nachbarschaft bei beliebig kleinen 6 > 0 eine der 
folgenden zwei Bedingungen erfiillt ist: 


é 0 
(B®) Die Integrale { fere-fer | -da und i] | fe fe) da 
0 6 


sind konvergent; 
(B®) f(«) ist monoton oder monotonoid fir rx<a<a+d und 
x >a >-— 4d, was insbesondere dann allemal der Fall ist, wenn 
f(«) eine in den genannten Intervallen absolut integrable Ab- 
leitung besitzt; 
und zwar gilt die Formel (VI), in der zweiten Form auch dann noch, 
wenn statt {f(x +0)+f(a—0} mur jener andere Grenawert existiert und 
{(«)- F(a) eine der obigen zwei (entsprechend modifisierten) Bedingungen 
befriedigt. 
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Beziiglich des Verhaltens von f(a) im Unendlichen ist erforderlich: 
(B®) Entweder: die Integrale: [\f(+«)da|-da sind konvergent. 
A 


(B®) Oder: f(a) konvergiert mit lim « = + co monoton oder mono- 
tonoid gegen Null, was insbesondere dann stets der Fall ist, wenn 
lim f(«) = 0, und f(a) eine im Unendlichen absolut integrable 
a=t 
Ableitung besitzt. 
Die Bedingung (B%) ist in jedem Falle hinreichend, die Bedingung 
(B®) sundchst nur in dem Falle, daB F(a) sich auf die Konstante c, re- 
dusziert. Andernfalls tritt noch die Zusatz-Bedingung hinzu: 


(b,.) Konvergenz der Integrale: { Ae *) . da, 
“4” 


welche indessen, falls F'(«) sich auf ein endliches Aggregat redu- 
ziert (also c,=0 fiir vy >), entbehrlich ist, sobald man dem 
Integrale in Gl. (V1) den Cauchyschen Hauptwert beilegt. 

2. Es verdient vielleicht hervorgehoben zu werden, daB der Kreis 
der Funktionen F(x), welche durch das vorstehende Resultat in den Gel- 
tungsbereich der Fourierschen Formel einbezogen werden, iiberaus um- 
fangreich ist. Setzt man in dem oben zugrunde gelegten Ausdrucke: 


a) Fle) = 4+ She.o0 (a8 +1) 
1 


je zwei aufeinanderfolgende g, einander gleich, die r, abwechselnd = 0 


oder = — > = - a, im iibrigen ¢,,_, = 4,, ¢, = 6, (v=1,2,3---), 
so wird: 
(2) F(z) = + % + >a, cos q,x + b, sin q,2), 

1 


nimmt also die iibliche Form einer trigonometrischen Reihe an, die aber 
nach ganz beliebigen (d. h. nicht notwendig ganzzehligen) Vielfachen von 
x fortschreiten, also z. B. auch demjenigen allgemeinen Typus angehéren 
kann, wie er wohl zuerst von Fourier in der Theorie der Wirmeleitung 
angewendet wurde und dessen Charakteristikum darin besteht, daB die 4, 
Wurzeln irgendeiner transzendenten Gleichung sind. Fiir die Giiltigkeit 
der Formel (VI) ist dann nur noch erforderlich, daB die Reihen Sa,, 
», absolut konvergieren und daB F(x) eine in jedem endlichen Inter- 
valle schlechthin und absolut integrable Ableitung besitzt. 

Diese beiden Eigenschaften sind offenbar eo ipso vorhanden, wenn die 
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Reihe (2) sich auf ein endliches Aggregat reduziert. Die einfachsten Bei- 
spiele dieser Art wiiren cosqz, singa, ferner cos* qx, sin? gx (wegen: 
cos* gz = : (1 + cos 2q2), sin? gx = ~ (l1—cos2qz)). Dabei kénnte 


man z. B. setzen f(r) = as wo die positive Zahl @ so einzuschriinken ist, 
daB die absolute Integrabilitét bei =O erhalten bleibt.*) Als Beispiel 
zusammengesetzterer Art mége hier etwa die Kugelfunktion P™ (cos x) 
angefiihrt werden. 

Wird jetzt angenommen, daB die Reihe (2) ins Unendliche fortliuft 


und setzt man etwa: q, = "8 (wo ¢> 0, im tibrigen beliebig), so wird: 
3) Fe bat Secon 48 ain 2 
1 


also eine (infolge der vorausgesetzten absoluten Konvergenz von Sa,, >b,) 
durchweg stetige Funktion mit der Periode c. Nun laBt sich aber mit 
Benutzung eines (etwas zu modifizierenden) Satzes von Heine**) jede stetige 
periodische Funktion durch eine absolut konvergente Reihe von der Form 
(3) darstellen, sofern man die iiber die absolute Integrabilitiit von F’ (x) 
gemachte Voraussetzung (die sich ja in Wahrheit lediglich auf das Ver- 
halten von F’(z) an etwaigen Unendlichkeits-Stellen bezieht) dahin 
verschiirft, daB F’(x) allenfalls nur isolierte’ Unendlichkeitsstellen von 
angebbar niedrigerer als der 1" Ordnung besitzen soll. Somit gilt die 
Fouriersche Formel (V1) fiir jede stetige periodische Funktion F(z) mit 
integrabler Ableitung, falls diese in bezug auf etwaige Unendlichkeits- 
Stellen der eben genannten Bedingung geniigt. 

Da nun jede ganze rationale oder ganze transzendente Funktion von 
cos yz, sing, ebenso der Quotient zweier solcher Funktionen, falls der 
Nenner fiir kein reelles 2 verschwindet, offenbar die verlangten Eigen- 
schaften besitzt***), so gilt also die Formel (VI) fiir jede derartige 
Funktion F(z). 


*) Man hitte also zu setzen @<1 im Falle cosqx und cos*qz; e< 2 fiir 
singx, e<3 fiir sin‘gxz. Etwas Neues bietet hierbei durchweg nur die Annahme 
e <1, da ja fiir @ >1 im Unendlichen absolute Integrabilitit eintritt, die betreffenden 
Palle also schon mit Hilfe der altbekannten Giiltigkeitsbedingung zu erledigen sind. 

“) Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, 2" Aufl. 1 (1878), p.68. Vgl. dazu 
meine Bemerkungen Miinch. Ber. 30 (1900), p. 65ff., welche iibrigens dahin zu erginzen 
sind, daB die ,,Dirichletsche Bedingung“, von welcher dort ausschlieBlich die Rede 
ist, selbstverstindlich durch die Bedingung monotonoiden Verhaltens ersetzt werden 
kann. “i 

**) In diesem Falle ist ja F(a) nicht nur schlechthin und absolut integrabel, 
sondern durchweg endlich und stetig. Und da das nimliche auch von jeder weiteren 
Ableitung, insbesondere von’ F’” (x) gilt, so kann man hier die absolute Konvergenz 
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Als Beispiele mégen, aufer unmittelbar sich ergebenden Bildungen, 
wie cos "z, Te va,» ©08 (p cos gx), e?*™2= ete., hier noch die ellip- 


tischen Thetafunktionen mit rein imaginirem Modul 
(2. B. @,(#,r) = 1+ 2 Seren. cos 2vaz) 
1 


sowie, bei positivem k* <1, die Jacobischen Funktionen sn (z, i), en (x, k) 
1 
dn(a,k) 

SchlieBlich sei noch ausdriicklich darauf hingewiesen, dab, mit Riick- 
sicht auf die Willkirlichkeit der Zahlen q, in Gl. (1) und (2), die Perio- 
dizitit von F(x) keineswegs einen wesentlichen EinfluB auf die Giiltigkeit 
der Fourierschen Formel (VI) ausiibt. 


dn (z,k), tibrigens auch angefiihrt werden. 


Miinchen, Oktober 1909. 


der zugehérigen Fourierschen Reihe ganz direkt erkennen (d. h. ohne auf jenen 
Heineschen Satz zu rekurrieren). Man hat hierzu nur die Fourierschen Koeffizienten 
> hed 
=f F(a) Sin (Pe) dee 
—“ 
durch zweimalige partielle Integration auf die Form zu bringen: 
+2 


— az JP 9 (va)-da. 


— 


(Vgl. Lipschitz, Lehrbuch der Analysis 2 (1880), p. 492.) 
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Geometria differenziale delle congruenze rettilinee. 
Di 


Gustavo SanniA a Torino. 


§ 1. 
Le forme fondamentali della congruenza. 


La geometria differenziale dei sistemi co? di raggi (congruenze) ha 
fatto non grandi progressi dopo la pubblicazione della classica memoria 
di Kummer*); per convincersene basta paragonarli a quelli ben pia 
rapidi ed importanti conseguiti dalla teoria dei sistemi co*® di punti. 
Cid &@ dovuto certamente alla maggiori difficolta che presenta lo studio 
dello spazio rigato; ma non credo infondato il sospetto che possa anche 
esser dovuto in parte alla poca efficacia dei metodi fin qui adoperatt?. 

Ed @ percid che io mi permetto di richiamare |’attenzione dei Geometri 
sopra alcuni recenti lavori**), nei quali ho posto i fondamenti di un 
metodo forse fecondo. Esso consiste nel ridurre lo studio delle congruenze 
rettilinee allo studio di una coppia di forme differenziali quadratiche, ed 
® quindi perfettamente analogo al metodo di Gauss per lo studio delle 
superficie. 

Esso in sostanza non @ del tutto nuovo, ché gia il Kummer si 
propose lo stesso scopo. Ma una delle forme quadratiche da lui introdotte 
@ poco conveniente per varie ragioni, che ho esposte nei lavori citati. 
Qui ne addurrd una sola, ma che @ essenziale: ad una stessa coppia di 
forme di Kummer corrispondono infinite congruenze ben distinte. 

Cid premesso, riassumerd le parti fondamentali del nuovo metodo, 
senza insistere nei particolari e tralasciando le dimostrazioni. 

Per definire analiticamente una congruenza di raggi consideriamo 
una superficie di partenza che incontri ogni raggio g della congruenza in 


*) Allgemeine Theorie der geradlinigen Strahlensysteme (Crelles Journal, 57, 1859)- 
**) Nuova esposizione della géometria infinitesimale delle congruenze rettilinee 
(Annali di Matematica, T. 15, serie III, 1908), Nwove formule utili per lo studio delle 
congruenze rettilince (Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, 44, 1909); 
Sul? inviluppata media di una congruenza di rette (in corso di stampa, ibid. 45, 1910). 
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un punto M e diamo le coordinate z, y, z di M ed i coseni direttori 
X, Y, Z di g in funzione di due parametri «, v. 

[Il punto M’(X, Y, Z) della sfera 

X?*+ Y24+Z7%=1 

@ Vimmagine sferica di g e, variando u e v, descrive [immagine sferica 
della congruenza. Supporremo sempre che questa non si riduca ad 
una linea. 

L’angolo infinitesimo ds dei due raggi infinitamente vicini g(u, rv’, 
g(u+du, v+dv) non @ che Varco elementare sferico, ed @ quindi de- 
finito dalla forma quadratica differenziale 
(1) ds? = Edw? + 2Fdudv + Gdv’*, 
ove 
far - aX)? . oXox . ox\? 

(1) E-D(5)> F-Daew S- DG) 

La (1) ha la curvatura + 1 ed é definita, essendo 

EG — F*>0. 
La diremo prima forma fondamentale della congruenza. 


Detta poi do la minima distanza tra g e g’, sara u = dods’ il mo- 
mento dei raggi y e g’, e sara espresso da una forma quadratica 


(2) —u = Ddv’® + 2D dudv + D' de® 


che diremo seconda forma fondamentale della congruenza. I suoi coeffi- 
cienti (e 2) sono funzioni di u, » definite dalle formole: 


aD Fe 5a 2 Ge 3a) 
> Pt OTe 228), 
r-S(6LEE-KT EB), 





ove A 2 il valor positivo del radicale YEG — F®. 


§ 2. 
Angolo. Parametro distributore. 


Il punto Q ove la comune perpendicolare do a g e g' incontra g ed 
il piano gdo sono il punto centrale ed il piano centrale di g relativi a g’. 
@ @ un punto della linea di stringimento per ogni rigata della congruenza 
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contenente g e g’. Tali rigate si toccano in ogni punto di g, perché in 
ciascuno di essi hanno a comune il piano tangente: questo piano nel 
punto Q @ il piano centrale e in ogni altro punto di g si pud determinare 
con la nota legge di Chasles sulla distribuzione dei piani tangenti 


t 
tg = rt 
ove ¢ @ Vaseissa del punto rispetto al punto centrale, 0 @ l’angolo del 
piano tangente corrispondente col piano centrale e p @ il parametro 
distributore 
3) _ do _—dDdu? + 2D’ dudv+ D' de® 
, “ds ~~ Edutt+2Fdudv+ Gdv* 

Considerando due rigate della congruenza passanti per g e rispetti- 


vamente per due raggi infinitamente vicini 
g(ut+du, v+dv), g’(u+du, v+dv), 
diremo angolo delle due rigate in g V'angolo dei corrispondenti piani centrali, 
ossia l’angolo che formano tra loro le minime distanze do e do di g da 
g eg’. Si vede facilmente che l’angolo di due rigate @ eguale all’ angolo 
delle loro immagini sferiche, ed @ quindi dato dalla formola 
0m (6, OU ce i ee eee : 
V(Edut+ 2F dudv+ Gdv*) (Fdu?+ 2h dudv+ Gdv*) 


§ 3. 
Indicatrice. Rigate notevoli. 

L’espressione (3) di p @ identica a quella della curvatura delle sezioni 
normali di una superficie in un suo punto, e perd da luogo a considerazioni 
analoghe che ci limiteremo ad accennare. 

p ® costante in quei raggi nei quali risulta 


e che diremo circolari. 
In ogni altro caso varia col rapporto du:dv, ossia col piano centrale, 
ed ammette un valor massimo ed un valor minimo p, e p,, che chia- 
meremo parametri distributori principali. 
Sono principalmente importanti le due seguenti funzioni di essi 
K=p,p,, H=p,t+ry 
che diremo parametro assoluto e parametro medio della congruenza in 4. 


Essi si esprimono in funzione dei coefficienti delle due forme fondamentali 
mediante le formole 7 
)D’ — Dt 2FD' — ED’ —GD 
K-PD’—bD* 4 _ 2k —ED’—GD 


EG—F*’ EG — F* ‘ 
e perd sono due invarianti algebrici simultanei delle due forme. 
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Noti p, e p,, ogni altro valore di p pud dedursi dalla formola 
(4) p = p, cos? + p, sen’ O, 
ove © @ Vangolo che il piano centrale corrispondente a p fa con quello 
corrispondente a py. 

Questa formola, come quella di Eulero per le curvature delle sezioni 
normali di una superficie, conduce nel modo pii naturale al concetto di 
indicatrice. 

In un punto qualunque C di g conduciamo il piano 2 normale a 4, 
consideriamo su questo piano le tracce dei piani centrali passanti per q 
e su ciascuna traccia portiamo il segmento 


CP—_*_. 
VP 
Il luogo dei punti P @ lindicatrice. 

Essa @ una ellisse nei raggi in cui K>O, e che diremo ellittici; 2 
una coppia di iperboli coniugate nei raggi in cui K < 0, e che diremo 
iperbolici. 

In generale, in ogni congruenza esiste una regione di raggi ellittici 
ed una di raggi iperbolici, confinanti con una rigata di raggi parabolici 
nei quali ¢ K = 0. 

Diremo superficie distributrice ogni rigata della congruenza i cui piani 
centrali hanno per traccia sul piano z un asse dell’ indicatrice. In ogni 
congruenza si ha dunque un doppia sistema ortogonale sempre reale di 
superficie distributrici, di equazione differenziale 


Edu+Fdv Fdu+Gdv ” 
Ddu+Ddve Ddu+D'dv °’ 


il cui primo membro @ il covariante simultaneo delle due forme fonda- 
mentali. Assumendole come rigate coordinate u,v, si ha F=0, D’'=0. 

Diremo superficie asintotica ogni rigata della congruenza i cui piani 
centrali hanno per traccia su az un asintoto dell’ indicatrice. 

Essa @ una sviluppabile, perche in ogni suo raggio @ p=0. In 
ogni congruenza si ha dunque un doppio sistema di sviluppabili, di equa- 
zione differenziale 

Ddw + 2D dude + Dd’ = 0. 


Esse perd sono reali solo nelle regioni dei raggi iperbolici; sono immagi- 
narie nelle regioni dei raggi ellittici. Assumendole come rigate coordinate 
u, v, risulta D= D’ =0. 

Ed ora si capisce come si possano definire i doppi sistemi coniugati 
di rigate. 
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Diremo infine superficie principali della congruenza quelle rigate i cui 
piani centrali bisecano uno degli angoli formMi dai piani centrali delle 
superficie distributrici. Esse formano un doppio sistema ortogonale 
sempre reale. 


§ 4. 
Superficie luoghi di punti centrali. 


Consideriamo una rigata della congruenza passante per g e g’. Per 
conoscere il punto centrale @ di g relativo a g’, basta conoscere l’ascissa 
r= MQ su g rispetto al punto M ove g seca la superficie di partenza 
della congruenza. Quest’ ascissa @ data dalla formola 
__ [FD— E(D'—2)] du*+ (GD — ED” +. 2F2) dudv + [@(D' +2) — FD} dv" 
— A(E du? +2F dudv + G dv’) 

A ® una funzione nota definita dalle (2). 

In particolare, si trova che i punti centrali di g relativi alle due super- 

ficie distributricit coincidono in un unico punto Q, di ascissa 


oly We 
Questo punto dicesi punto medio del raggio. Superficie media della 

congruenza @ il luogo dei punti medii dei suoi raggi. Essa @ il luogo 

delle linee di stringimento di tutte le superficie distributrici della con- 

gruenza. Assumendola come superficie di partenza, risulta 4 = 0. 
Ottenuto il punto medio, si pud ottenere ogni altro punto centrale 

di g mediante la formola 

(6) = ry + 5 (Pi —P) sen 20, 


ove ©@ l’inclinazione della correspondente rigata sulla rigata distributrice 
di parametro p,. 
I valori, estremi di r 


Ss . 1 
y="t >. (A-P), "=" 4 (P; — Ps) 


si hanno per O=+ = dunque: ¢ punti centrali corrispondenti alle superficie 
principali hanno per ascisse i valori estremi di r; tutti gli altri punti 
centrali cadono nell’ interno del segmento da essi determinato. Percid si 
chiamano i punti limiti del raggio. La loro distanza é 
21 = |p, — p,| = VH?—4K. 

Il luogo dei punti limiti @ una superficie a due falde, ciascuna delle 
quali si chiama una superficie limite della congruenza. 

Dalle (4) e (5) risulta, eliminando 0, 


(r—n)?+ p?— Hp+ K=0. 
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In particolare, per p= 0, si ha che i punti centrali relativi alle svilup- 
pabili sono simmetrici rispetio al punto medio Q, ed hanno per ascisse 
r=r,+)V—K. 

Si dicono i fuochi del raggio. La loco distanza ® 2V— K. Ciascun 
fuoco genera una superficie focale, luogo degli spigoli di regresso delle 
sviluppabili di uno dei due sistemi. 

Liangolo @ dei piani focali (piani tangenti alle superficie focali nei 
punti di contatto col raggio g) @ definito da 

2V—K H 2¥—K- 


sen — = » C = , ttg= — 
"9 VH*—4K’ Sa fi VH*—4k Se” H 


§ 5. 
Congruenze notevoli. 
Le congruenze normali, cioe i cui raggi sono normali ad una superti- 
cie, sono caratterizzate da H = 0. 
Le congruenze i cui raggi son tutti parabolici son quelle costituite 
dalle tangenti ad un sistema di asintotiche di una superficie. Esse sono 
caratterizzate da K = 0. 


Congruenze isotrope son quelle i cui raggi son tutti circolari e son 
caratterizzate da 


Fe 
a 
§ 6. 


Teorema fondamentale. 

a) Date le due forme differenziali quadratiche 

00 +2Fdudv + Gdv’, 

Ddv + 2D dudv + D’ dv’, 
la prima delle quali definita ed a curvatura + 1, affinché esse sieno rispet- 
tivamente la prima e la seconda forma fondamentale di una congruenza é 
necessario e sufficiente che tra i loro coefficienti passi Vunica relazione 
i!) a low(a) + aw (a")| = 4 
ove si & posto per brevita 

bam $29 — (8) 4 ({8)— (8) re (0 


ino zs (?\+({?} - (1?)) p — {2} D”*) 


ov 


(I) 


*) Die @ b,,, sono i coefficienti distinti e non nulli di una certa forma trilineare 














Geometria differenziale delle congruenze rettilinee. 415 


La corrispondente congruenza é individuata. 

b) Ad ogni funzione r, di u,v, assegnata ad arbitrio, corrisponde una 
superficie di partenza per la congruenza. Note X, Y, Z in funzione di u, v, 
essa si ottiene mediante quadrature con le formole 


a fare) E-2 + eB) x 
ee FE- Sa e-Ceeeys 


e le analoghe in y e z. 
In particolare, assumendo 


%=0 0 »n=+V-—K, 0 »n=—=+VH'?—4K, 


si hanno rispettivamente la superficie media, le superficie focali, le superfi- 
cie limiti. 

Per brevitaé non ci fermeremo a dimostrare che dalla (Il) si possono 
dedurre i notissimi teoremi di Malus-Dupin e di Beltrami sulle con- 
gruenze normali ed altri, in un certo senso, pit generali. Ne ci fermeremo 
a considerare il caso, particolarmente notevole, delle congruenze normali, 
e del modo come si possono ritrovare le formole di Codazzi per le 
superficie ortogonali ai raggi. Infine non ci fermeremo ad esaminare tutti 
i semplici e notevoli aspetti che prende il teorema fondamentale, quando 
come rigate coordinate u, v si assumono le superficie distributrici, le svilup- 
pabili, ece. 

§ 7. 
Coordinate radiali. 


Una congruenza si pud anche definire dando le sei coordinate radiali 
di un raggio 
X, Y, Z, 1, m, n 


in funzione di due parametri u,v legate dalle relazione 
Xi+ Ym + Zn=0. 
Precisamente assumeremo 
y @ s 2 z y| 
, r= , r= ly 
Y Z| ZX } > | 


dove z,y,2 sono le coordinate di un punto qualunque del raggio. 
I coefficienti delle due forme fondamentali si caleoleranno facilmente 
mediante le (1’) e le altre ~ , 


Sa 


rs 


t 
di Christoffel costruiti con i coefficienti della prima forma (I). 


covariante rispetto al sistema delle due forme (I). I simboli sono i noti simboli 











et 
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ax al . ax al ax al » Sax al 
—D= du ou’ —2D = Ou dv Ov du’ — -> i av’ 
essendo 
—p=SdldX. 


Viceversa: date le due forme fondamentali, le X, Y, Z si caleoleranno 


integrando un’ equazione di Riccati ed 1, m, » integrando il sistema 
illimitatamente integrabile 


al 11) at , 411) a2 ax 
jut 14 jute de — El + 2D X+ Any o> + Ane S, 
art ” el , 12 ax 
ry he cath oS — FL4+ 2D X+ An 5 + Ay, 
ba 22 22) al oar : x 

am (79) (Gt + OD" X + Aen Se + Ae 


e gli ee in m, Y ed in n, Z. 

I simboli a tre indici A,,, --- sono certe funzioni note dei coefficienti 
delle due forme fondamentali e delle loro derivate parziali prime, che non 
trascriviamo per brevita. 

E non trascriviamo altre relazioni pure interessanti. 

Per finire consideriamo il determinante 


D Ay; Ajis 

D Ais, Ajgs 

| Db” Ag» Age 
Esso é un invariante differenziale simultaneo delle due forme fondamentalj 
che ha un importante significato geometrico: il swo annullarsi ¢ condizione 
necessaria e sufficiente affinchée la congruenza individuata dalle due forme 
(1) sia una congruenza W (ossia una congruenza sulle cui falde focali 
si corrispondano le asintotiche). 

Nota. Quanto precede credo che sia sufficiente a provare che que- 
sto metodo ha sugli altri il vantaggio di ridurre al minimo gli elementi 
indispensabili per individuare e studiare una congruenza: questi elementi 
sono le forme (I) ed hanno un significato geometrico che non dipende 
da elementi estranei alla congruenza. 

Esso @ anche applicabile allo studio dei sistemi oo* di rette (complessi). 


Torino, 10 luglio 1909. 
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Uber Beziehungen zwischen kubischen Raumkurven. 
Von 


Tu. Reye in StraBburg i. E. 


Das System zweier kubischer Raumkurven bietet der geometrischen 
Forschung, ebenso wie das zweier Kegelschnitte, mancherlei Probleme. 
Die folgende Zusammenstellung der zerstreuten Siitze, die bislang dariiber 
existieren, und mehrerer neuer ciirfte nicht ohne Interesse sein. 

1. Zwei kubische Raumkurven k*, l°, die nicht durch eine Fliche F? 
zweiter Ordnung verbunden sind, haben zehn Bisekanten miteinander ge- 
mein*), die aber paarweise konjugiert imaginiir sein, auch teilweise zu- 
sammenfallen kénnen. 

2. Der Ort einer Ebene, die mit den Raumkurven k*, /* sechs Punkte 
eines Kegelschnittes gemein hat, ist eine Fliche * vierter Klasse**), 
welche die zehn gemeinsamen Bisekanten von k* und /® enthilt. Die Be- 
riihrungsebenen von * sind paarweise konjugiert in bezug auf co* Flichen 
®* zweiter Klasse, die ein lineares ®*-Gewebe dritter Stufe bilden. Zehn 
von diesen Fliichen ®* reduzieren sich auf Punktepaare, die auf je einer 
gemeinsamen Bisekante von k* und /® liegen, und deren Punkte beziiglich 
beider Raumkurven konjugiert sind. Den Raumkurven k’, /° sind je oo* 
Sechsecke einbeschrieben, deren Gegenebenen beziiglich der oo*® Flaichen 
des ®*-Gewebes konjugiert sind und die Fliche vierter Klasse * beriihren. 

3. Wenn zwei kubische Raumkurven mehr als zehn Bisekanten ge- 
mein haben, so liegen sie auf einer Fliiche zweiter Ordnung und haben 
die co’ Strahlen einer Regelschar der Flache zu gemeinschaftlichen Bi- 
sekanten. Die Fliiche kann auch ein Strahlenkegel zweiter Ordnung sein. 


*) Cremona beweist 1861 (in Crelles Journal Bd. 60, Seite 191) diesen Satz fiir 
den Fall, daB eine der beiden Raumkurven in eine Gerade und einen Kegelschnitt 
zerfillt. Vollstindige Beweise auf a:falytischer Grundlage gaben R. Sturm 1869 in 
den Annali di Matematica Bd. 3, 8S. 28 und Th. Reye 1876 in Crelles Journal 
Bd. 82, 8. 78. 

**) Reye in Crelles Journal Bd. 82, 8S. 79. 


Mathematische Annalen LXVIII. 27 














418 Ta. Reve. 


4. Zu einer kubischen Raumkurve k* stehen oo’ andere [° in der 
invarianten Beziehung, daB sie mit k* je oo’ Bisekanten gemein haben. 
Die oo* durch k* gehenden Fliachen zweiter Ordnung enthalten je oo° 
dieser kubischen Raumkurven /* (vgl. Reye, Geometrie der Lage II, 4. Aufl. 
Seite 168). 

5. Eine kubische Raumkurve k* hat im allgemeinen sechs Bisekanten, 
welche Biplanaren einer anderen kubischen Raumkurve /° sind, d. h. in 
je zwei Schmiegungsebenen von /* liegen. Diese sechs Strahlen kénnen 
paarweise konjugiert imaginir sein, auch teilweise zusammenfallen. Der 
Satz erleidet Ausnahme fiir gewisse kubische Raumkurven /°. Diese haben 
je eine Schar von co’ Bisekanten der Raumkurve ** zu Biplanaren, stehen 
also zu &* in invarianten Beziehungen. Wir kommen auf sie zuriick. 

6. Zum Beweise des Satzes 5 benutzen wir den Satz: Vier kollineare 
zentrische Biindel erzeugen zu dreien vier kubische Flachen, die eine Raum- 
kurve sechster Ordnung gemein haben; diese ist der Ort der Punkte, in 
denen sich je vier homologe Ebenen der Biindel schneiden*); sie kann in 
Linien niederer Ordnungen zerfallen. Bringen wir die vier Biindel und 
die Raumkurve mit einer Ebene zum Schnitt, so folgt hieraus: Liegen 
vier kollineare Felder in einer Ebene, so gibt es im allgemeinen sechs 
Punkte, in denen sich je vier homologe Strahlen der Felder schneiden. 
In besonderen Fallen aber kénnen durch jeden Punkt einer Geraden oder 
eines Kegelschnittes oder einer Kurve. dritter Ordnung je vier homologe 
Strahlen der kollinearen Felder gehen. 

7. Aus zwei Punkten der kubischen Raumkurve /* wird die Kon- 
gruenz ihrer Bisekanten durch zwei kollineare zentrische Biindel S, S, 
projiziert. Analog werden zwei Schmiegungsebenen 4, 7, der Raumkurve 
durch deren Biplanaren kollinear aufeinander bezogen, indem sie mit 
jeder Biplanare von /* zwei homologe Punkte gemein haben. Nun schneidet 
aber 7 die kollinearen Biindel S, 8, in zwei kollinearen Feldern, und diese 
werden durch die Biplanaren von /* in zwei kollineare Felder iibergefihrt, 
die in y, liegen. Noch zwei andere zu ihnen kollineare Felder erhalten 
wir in 7,, indem wir die Biindel S, S, mit der Ebene , schneiden. Jeder 
Punkt, worin sich vier homologe Strahlen dieser vier kollinearen, in 4, 
enthaltenen Felder schneiden, liegt mit dem entsprechenden Punkte der 
Ebene 4 in zwei homologen Ebenen der Biindel S, S,, also auf einer 
Bisekante von k*, die zugleich eine Biplanare von /* ist. Der Satz 5 ist 
damit auf die Siatze 6 zuriickgefiihrt. 

&. Wenn mehr als sechs Strahlen existieren, welche Bisekanten der 


*) Vgl. Reye in Crelles Journal Bd 104, S. 229 und Geometrie der Lage III, 
4. Aufl., 8. 239. 
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kubischen Raumkurve &* und zugleich Biplanaren einer kubischen Raum- 
kurve /* sind, so gibt es deren co’. Sie bilden eine Regelschar, und zwar 
sind drei Fille zu unterscheiden. 

Erstens: Die co' Bisekanten von k*, welche Biplanaren von /° sind, 
bilden eine Regelschar zweiten Grades. Sie liegen mit k* auf einer Regel- 
fliche zweiten Grades, welche die Schmiegungsebenen von /* beriihrt; der 
Ort der Beriihrungspunkte ist eine kubische Raumkurve, die mit i die 
co' Bisekanten, gemein hat. Es gibt co’ kubische Raumkurven /*, die zu 
elmer gegebenen /* in dieser invarianten Beziehung stehen (vgl. Nr. 3). 

9. Zweitens: Die oo? Bisekanten von k*, welche Biplanaren von /* 
sind, bilden eine Regelschar vierten Grades, wenn sich k* durch eine Null- 
korrelation in die Raumkurve /* transformieren laiBt. Sie sind die Bise- 
kanten von k*, die fiir die Nullkorrelation invariant, also in dem linearen 
Komplex ihrer Nullstrahlen enthalten sind (vgl. Reye, Geometrie der 
Lage Ul, 4. Aufl, Seite 199). Die Regelfliche vierten Grades, auf der sie 
liegen, hat k* zur Doppelpunktskurve und beriihrt die Schmiegungsebenen 
von /® doppelt. Da die Nullkorrelation zugleich /° in /* transformiert, 
so gibt es auch oo! Bisekanten von /*, welche Biplanaren von k* sind; 
auch sie bilden eine Regelschar vierten Grades und sind in jenem linearen 
Komplex enthalten. Zu einer gegebenen kubischen Raumkurve k* stehen 
co* andere /* in dieser invarianten Beziehung. 

10. Drittens: Die oo’ Bisekanten von /*, welche Biplanaren von /* 
sind, bilden eine Regelschar sechsten Grades, wenn /* zu k* in der Hur- 
witzschen Beziehung steht; die sie enthaltende Regelfliiche sechsten Grades 
hat /* zur dreifachen Kurve und beriihrt die Schmiegungsebenen von /* 
je dreimal. Sie sind die Kanten von co’ Tetraedern, die der Raumkurve 
k® einbeschrieben sind, und deren Ebenen sich der Raumkurve /* an- 
schmiegen. Die co’ Tetraeder sind Polartetraeder eines polaren Raumes, 
in welchem k* und /* einander zugeordnet sind (vgl. Reye a. a. O. Il, 
Seite 207). Zu einer kubischen Raumkurve /* stehen co® andere /* in 
der Hurwitzschen Beziehung. 

11. Haben die kubischen Raumkurven k’*, /® einen Punkt P gemein, so 
bestimmen sie nicht nur eine Fliche F* dritter Ordnung, auf der sie 
liegen, sondern auch eine Fliche * dritter Klasse, den Ort einer Ebene, die 
mit den Kurven sechs Punkte eines Kegelschnittes gemein hat, aber nicht 
durch P geht (vgl Nr. 2). Von den zehn gemeinschaftlichen Bisekanten 
der Raumkurven i*, /’ gehen sechs nicht durch P; sie bilden die eine 
Halfte einer Schlaflischen Doppelsechs, deren 12 Strahlen auf F* und 
zugleich auf * liegen.*) 


*) In den Math. Annalen Bd. 55, 8. 257—264 habe ich diese kovarianten Fliichen 
F*, ®* eingehend diskutiert. 
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12. Schneiden sich die Raumkurven k*, / in zwei Punkten P, Q, so 
kénnen sie durch co' kubische Fliichen F* verbunden werden. Eine dieser 
Flaichen ist durch P, Q, je acht andere Punkte der Raumkurven /*, /° und 
einen beliebigen 19°" Punkt bestimmt. Die oo* Flichen F* haben auBer k* und 
drei windschiefe Gerade a, b, c gemein, niimlich die drei gemeinschaft- 
lichen Bisekanten von k* und /*, die weder durch P noch durch Q gehen; 
sie bilden einen F*-Biischel. Die durch a, b und ¢ gehende Fliche zweiten 
Grades ist der Ort einer Ebene, die mit den Raumkurven fk’, /* sechs 
Punkte eines Kegelschnittes gemein hat, ohne durch P oder Q zu gehen. 
Sie schneidet die co! kubischen Fliichen F* in a, b, ¢ und je drei mit 
a, b und ¢ inzidenten Strahlen. 

13. Wenn die Raumkurven f°, / sich in drei Punkten P, Q, R 
schneiden, liegen sie auf den oo* kubischen Flichen F* eines F'*-Biindels. 
Von ihren zehn gemeinschaftlichen Bisekanten geht nur eine, y, nicht 
durch P, Q oder R; sie ist auf den oo? Flichen F* enthalten. Der Ort 
einer Ebene, die mit k* und 7 sechs Punkte eines Kegelschnittes gemein 
hat, ohne durch P, Q oder R zu gehen, ist ein zentrisches Biindel, dessen 
Mittelpunkt S auf g liegt (vgl Nr. 2); der Kegelschnitt geht durch S 
und liegt auf oo' Flichen des F*-Biindels. Je einen und nur einen 
der Punkte P, Y, R enthalten sechs gemeinschaftliche Bisekanten von k* 
und /*; sie liegen paarweise in drei durch S gehenden Ebenen, und durch 
sie ist der Punkt S, also auch die Bisekante g, eindeutig bestimmt. 

14. Als ,Schmiegungsstrahlen* einer kubischen Raumkurve k* be- 
zeichnet man die oo? Strahlen, die mit je einem Punkte von k* und mit seiner 
Schmiegungsebene inzident sind. Ihre Kongruenz ist dritter Ordnung und 
dritter Klasse; sie sind in einem durch k* bestimmten linearen Strahlen- 
komplex enthalten, durch dessen oo* Strahlenbiischel jedem Punkte des 
Raumes eine durch ihn gehende Ebene, jedem Punkte von k* seine 
Schmiegungsebene als ,,Nullebene“ zugeordnet ist (vgl. Reye, Geom. d. 
Lage Il, 4. Aufi, S. 111—113 und 177). Wir nennen &* eine ,,kubische 
Nullkurve* des linearen Komplexes und der zugehérigen Nullkorrelation. 
Die co* mit einer Geraden g inzidenten Strahlen des Komplexes bilden 
eine lineare Kongruenz, deren zwei Leitgeraden gy, g, durch den Komplex 
eimander zngeordnet sind; doch fallt g, mit g zusammen, wenn g ein 
Strahl des Komplexes ist. Die oo' Strahlen der linearen Kongruenz, die 
eine Gerade h schneiden, liegen auf einer Fliiche zweiten Grades, und 
sechs von ihnen treffen demnach die Raumkure k*. Die oo! mit g inzi- 
denten Schmiegungsstrahlen von k* liegen folglich auf einer Regelfliche 
sechsten Grades; diese hat die Punkte von gy und g, zu dreifachen Punkten. 
Wenn g oder g, mit &* einen Punkt gemein hat, zerfallt die Fliche in 
dessen Schmiegungsebene und eine Regelfliiche fiinften Grades. 
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15. Die gemeinschaftlichen Schmiegungsstrahlen von zwei kubischen 
Raumkurven k*, 1°, die zwei verschiedene lineare Komplexe bestimmen, 
sind in der linearen Kongruenz enthalten, welche diese Komplexe mit- 
einander gemein haben. Von &* enthilt die Kongruenz co' Schmiegangs- 
strahlen, sie liegen auf einer Regelfliche sechsten Grades (vgl. Nr. 14). 
Die Raumkurve / trifft also 18 von ihnen, und diese 18 sind die ge- 
meinschaftlichen Schmiegungsstrahlen der Raumkurven k*, ’. Wenn aber 
k® und [ einen Punkt P und dessen Schmiegungsebene 2 gemein haben, 
sind alle Strahlen des Biischels (P, x) Schmiegungsstrahlen beider 
Raumkurven. 

16. Abgesehen von diesem Ausnahmefall haben zwei kubische Raum- 
kurven /*, nur dann mehr als 18 Schmiegungsstrahlen gemein, wenn 
sie Nullkurven desselben linearen Komplexes sind. Niimlich unter den 
oo’ Schmiegungsstrahlen von k*, die eine Gerade g schneiden, gibt es 18, 
welche die Kurve /° treffen (Nr. 14); diese 18 aber sind alsdann auch 
von /® Schmiegungsstrahlen. Der Ort der gemeinsamen Schmiegungs- 
strahlen von k* und [° ist also eine Regelfliche 18°" Grades. Sie hat 
die Punkte von /* und P zu dreifachen Punkten. Der durch k* bestimmte 
lineare Komplex hat bekanntlich oo’ kubische Nullkurven 7°; unter 
ihnen sind gewisse oo* ausgezeichnet durch noch andere invariante Be- 
ziehungen zu k*. 

17. Néamlich durch eine gescharte Involution, deren Achsen g, g, 
durch den linearen Komplex einander zugeordnet sind, wird der Komplex 
in sich selbst, seine kubische Nullkurve k* also in eine andere Null- 
kurve /° transformiert. Die oo’ mit g und g, inzidenten Schmiegungs- 
strahlen von k* aber sind zugleich solche von /*, sie verbinden homologe 
Punkte von &* und 7° und bilden eine Regelschar sechsten Grades (Nr. 14). 
Die beiden Raumkurven haben aber noch oo’ andere gemeinsame Schmie- 
gungsstrahley, und diese bilden eine Regelschar zwélften Grades (Nr. 16). — 
Aus der gescharten Involution und der Nullkorrelation, die k* und P zu 
Nullkurven hat, resultiert eine andere Nuilkorrelation, welche jede der 
beiden Raumkurven in die andere transformiert. Jede der Kurven /°, /° 
hat folglich eine biquadratische Schar von Bisekanten, welche Biplanaren 
der andern Kurve sind (Nr. 9). Zu der kubischen Raumkurve /* stehen 
oot Raumkurven 7° in dieser invarianten Beziehung. 

Hat k* mit einer der Involutionsachsen g, g, einen Punkt P gemein, so 
bilden die mit g und g, inzidenten gemeinschaftlichen Schmiegungsstrahlen 
von k* und /° einen Strahlenbiischel P erster Ordnung und eine Regelschar 
fiinften Grades. Sie bilden zwei Strahlenbiischel erster Ordnung und eine 
Regelschar vierten Grades, wenn g oder g, eine Bisekante von k° ist. 

StraBburg, den 7. Septbr. 1909. 
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Zur Analysis Situs. 
Von 
L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


Mit 2 Tafeln 


lL. Einleitung. 


In diesen Annalen, Bd. 58, 59 und 62 hat Herr Schoenflies wichtige 
Beitrige zur Klirung der Analysis Situs der Ebene geliefert, welche er 
spiter im vierten und fiinften Kapitel des zweiten Teiles seines mengen- 
theoretischen Berichtes zusammengefaBt hat. Unter seinen Resultaten sind 
besonders die Prizisierung und Umkehrung des Jordanschen Kurvensatzes 
als iiuBerst wertvoll zu bezeichnen. Sie eréffmen die Méglichkeit zu 
allgemeinerer und strengerer Begriindung von verschiedenen Gebieten der 
Mathematik. 

Wenn nun aber die Schoenfliessche Theorie der einfachen geschlossenen 
Kurven, sowie der von solchen begrenzten Gebiete einwandfrei ist, von 
seinen Ergebnissen, insoweit sie geschlossene Kurven und Gebiete allgemeiner 
Art betreffen, laBt sich dasselbe nicht behaupten. Hier sind mehrere 
seiner Resultate falsch, andere zwar richtig, aber ungeniigend begriindet. 
Ich glaube dies am deutlichsten zu beleuchten, indem ich zuniichst einige 
Punktmengen konstruiere, welche Eigenschaften besitzen, die nach der 
Schoenfliesschen Theorie unméglich sein wiirden, und nachher diese Theorie 
systematisch kritisiere; dabei schlieBe ich mich hauptsichlich dem Be- 
richte an, wo der Stoff natiirlicher geordnet und vollstindiger dargestellt 
erscheint, und verweise auf die beziiglichen Stellen der Annalen nur 
gelegentlich.*) 


*) Ich hebe ausdriicklich hervor, daB diese Arbeit den hohen Wert der Schoen- 
fliesschen Untersuchungen keineswegs zu beeintrichtigen sucht. Nur ihre grobe Trag- 
weite hat mich zu dieser Kritik veranlaBt, welche iibrigens den umfangreichsten Teil, 
namlich die Theorie der einfachen Kurven, nicht wesentlich trifft. 
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Il. Einfach zusammenhingende Gebiete ohne geschlossene 
iuBere Randkurve. 


Ein Beispiel eines solchen Gebietes liefert das Gebiet J A 
in Fig. 1. Es wird erhalten, indem man einen einfachen 
Kurvenbogen nach beiden Seiten fortsetzt und beide Fort- 
setzungen, ohne daB sie einander treffen, spiralartig um 


einen und denselben Kreis herumwindet. Fig. 1. 


Ill. Geschlossene Kurven, welche sich in zwei uneigentliche 
Kurvenbogen*) zerlegen lassen. 


Fiir die in Fig. 2 (Tafel 1) schematisch gezeichnete geschlossene Kurve 
wird das auBere Gebiet gebildet von demjenigen Teil der Ebene, welcher 
auBerhalb des Hauptrechteckes liegt, sowie von den schwarz schraffierten 
Teilgebieten des Hauptrechteckes; das innere Gebiet ist das rot schraffierte 
Teilgebiet des Hauptrechteckes. Diese schraffierten Gebiete werden in 
folgender Weise erhalten. 

Das erste schwarze Gebiet ist ein in der Mitte der Grundlinie 
des Hauptrechteckes in der Weise aufgerichtetes Teilrechteck, daB der 
zweimal umgebogene weibe Streifen, welcher iibrig bleibt, in seinen drei 
Teilen dieselbe Breite besitzt. 

Das Verhiltnis seiner Grundlinie zu der des Hauptrechteckes sei sot i3 


“~- a, wenn a die Linge der 


dann hat der weiBe Streifen eine Breite —- 
a+1 


Grundlinie des Hauptrechteckes ist. 


Jetzt zeichnen wir den zwischen den Querschnitten P, P,’ und 
Q, Q,' enthaltenen Teil des roten Gebietes. Er besteht aus einem Streifen 


von der Breite a, und seine Grenze verliiuft iiberal] im Ab- 


1 a 

2e+1 2a+1 

*) Fiir ,,Kurvenbogen*: méchte ich einen weiteren Begriff, als den von Schoenflies 
im Bericht Il 8. 128 eingefiihrten, vorschlagen: ich méchte niimlich einen Kurven- 
bogen definieren durch zwei Schnitte in einem zyklischen, abziihlbaren, iiberal] dichten 
Ordnungstypus von fiir das innere (bezw. diuBere) Gebiet erreichbaren Punkten. Der 
Schoenfliessche Begriff 1iBt sodann unter diesen Schnitten nur durch erreichbare 
Punkte gebildete zu. Eine vdllig verschiedene Definition gibt Schoenflies in den 
Gott. Nachr. 1904 8S. 516 und in den Math. Annalen Bd. 59, 8. 147. Diese scheint mir 
aber durchaus zu verwerfen, weil sich nach ihr jede nirgends dichte perfekte 
zusammenhbiingende Menge mit einem einzigen Komplementiirgebiete als Kurven- 
bogen auffassen laBt. . 

Unter einem uneigentlichen Kurvenbogen michte ich einen solchen durch zwei 
Schnitte definierten Kurvenbogen verstehen, welche die ganze geschlossene Kurve 
enthiilt, und im entgegengesetzten Falle sprechen von einem eigentlichen Kurvenbogen. 
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stande (5-5 i) a parallel der Grenze des ebengenannten weiBen Streifens, 
in dem er enthalten ist. 


Das zweite schwarze Gebiet wird jetzt in der Weise um den bisher 
gezeichneten Teil des roten Gebietes aufen herumgelegt, daB links auf 
der Grundlinie des Hauptrechteckes angefangen, und rechts auf der 
Hohe von Q, Q, aufgehért wird. Dieser Streifen hat wieder eine Breite 


gleich von der des weifen Streifens, in die Mitte dessen er 


1 
2a+1 
hineingelegt wird. 

Die beiden jetzt existierenden schwarzen Gebiete lassen im Haupt- 
rechteck einen sechs Mal umgebogenen Streifen frei, und das rote 
Gebiet wird jetzt in der Weise fortgesetzt, daB es auch die bisher von 
ihm freien Teile durchzieht, und zwar diese in ihrer Mitte und unter 


Hinwegnahme des <i" Teiles ihrer Breite. Das rote Gebiet wird 


also fortgesetzt vom Querschnitt Q, @Q,° bis zum Querschnitt Q, Q,’, 
welcher denselben Abstand von der Grundlinie des Hauptrechteckes besitzt, 
wie die vertikale Grenze in Q, vom zweiten gestreift schraffierten Gebiet. 

In dieser Weise wird fortgegangen. Abwechselnd wird ein neues 
schwarzes Gebiet um den schon erhaltenen Teil des roten Gebietes 
auBen herumgelegt, wobei ganz links auf der Grundlinie des Haupt- 
rechteckes angefangen, und auf derselben Héhe mit dem bisher fertigen 
Teile des roten Gebietes aufgehért wird, und sodann das rote Gebiet in der 
Weise fortgesetzt, daB es in alle Teilkaniile des von den schwarzen Flachen 
freigelassenen Streifens eindringt. Diese Verlingerungen des roten Gebietes 
geschehen abwechselnd auf beiden Seiten: nach einer Fortsetzung von Q, Q, 
bis Qe+1 Qn41 folgt eine Fortsetzung von P, P, bis P,4; Piyi. Von 
jedem weiBen Streifen, welcher neu durchzogen wird, es sei von _,,rot“ 


oder von ,schwarz“, wird der * Teil der Breite in Anspruch 


1 
2a+1 
genommen. 

Jedem Punkte der Grenze eines schwarzen Gebietes kommt nach 
geniigender Fortsetzung des Verfahrens das rote Gebiet beliebig nahe, 
und jedem Punkte der Grenze des roten Gebietes kommen schlieBlich 
die schwarzen Gebiete beliebig nahe, wihrend durch die volle Grenze K 
des roten Gebietes ,rot“ und ,schwarz“ vollig voneinander getrennt 
werden. 


Die Komplementiirmenge von K enthilt nur zwei Gebiete, nimlich 
das rote, und das aus den schwarzen und dem duferen Gebiete des 
Hauptrechteckes zusammengesetzte Gebiet; K ist gemeinsame Grenze 
dieser beiden Gebiete, also eine geschlossene Kurve. 
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Wahit man nun aber Q, und Q,’ als Schnitte der fiir das innere 
Gebiet erreichbaren Punkte, so werden dadurch zwei uneigentliche Kurven- 
bogen bestimmt. 


IV. Eigentliche Kurvenbogen, welche sich in zwei mit dem ganzen 
identische Kurvenbogen zerlegen lassen. 


Das im vorigen Paragraphen geschilderte Verhalten kann auch bei 
eigentlichen Kurvenbogen auftreten. Um dies zu erliutern, betrachten 
wir die obere Hilfte von Fig. 3 (Tafel II), deren Erklirung wir, da in 
mancher Hinsicht volle Analogie mit Fig. 2 vorliegt, kurz fassen kénnen. 

Wir gehen wieder aus von einem Hauptrechteck*) und konstruieren 
ein erstes schwarzes Gebiet, wie in Fig. 2. 

Der erste Teil des roten Gebietes unterscheidet sich nun aber von 
dem der Fig. 2 dadurch, daB er links auf der Grundlinie des Hauptrecht- 
eckes anfingt; rechts endet er wie in Fig. 2 bei Q, Q,’. 

Das zweite schwarze Gebiet ist wie in Fig. 2; ebenso der zweite 
Teil des roten Gebietes, welcher zwischen Q, Q,) und Q, Q, ent- 
halten ist. 

Das dritte schwarze Gebiet wird zwar wieder an dem bisher erhaltenen 
Teil des roten Gebietes entlang gelegt, aber es faingt jetzt auf der Grund- 
linie zwischen dem roten Gebiete und dem ersten schwarzen Gebiete an, 
was erméglicht, daB nachher die Fortsetzungen des roten Gebietes in einer 
einzigen Reihe aneinander schlieBen. 

Im allgemeinen wird fiir das n* schwarze Gebiet auf der Grundlinie 
zwischen dem roten und dem (n — 2)*° schwarzen Gebiete angefangen, 
und wird es in derselben Weise wie in Fig. 2 an dem schon fertigen 
Teile des roten Gebietes entlang gelegt, wiihrend das rote Gebiet auch 
hier stets in der Weise fortgesetzt wird, daB es jedesmal in alle Teil- 
kaniile des vorliegenden von ,,schwarz“ freien Streifens eindringt. 

Die von den Grenzen aller roten und schwarzen Gebiete**) nebst 
ihren Grenzpunkten gebildete Menge K, laiBt sich durch den Teil der 
Grundlinie, tiber dem das rote Gebiet anfiingt, zu einer geschlossenen 
Kurve ergiinzen; sie laBt sich also als ein eigentlicher Kurvenbogen jener 
geschlossenen Kurve betrachten. Als solcher kann sie aber sowohl aus 
dem inneren wie aus dem iiuBeren Gebiete in zwei Kurvenbogen zerlegt 
werden, welche ihr selbst gleich sind. 


*) Die Verzerrung des Rechteckes auf der linken Seite ist mit Riicksicht auf 
die spiitere Zusammensetzung mit der unteren Hilfte vorgenommen; sie sol] hier auBer 
Acht bleiben. 

**) In der Grundlinie begrenzen wir diese Gebiete nicht; dadurch hiingen sie mit 
dem iiuBeren Gebiete des Hauptrechteckes zusammen. 
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V. Geschlossene Kurven, welche sich nicht in zwei eigentliche 
Kurvenbogen zerlegen lassen.*) 


Als Beispiel einer solchen kann wieder Fig. 2 dienen. Ich hebe 
indessen hervor, daB die Kigenschaft dieser Figur, welche in III be- 
leuchtet wurde, nicht notwendig die jetzt in Betracht gezogene nach sich 
zieht. Es gibt naimlich auch geschlossene Kurven, welche sich sowohl 
in zwei eigentliche, wie in zwei uneigentliche Kurvenbogen zerlegen lassen. 

Dies zeigt die volle Fig. 3, welche keiner naheren Erklirung bedarf, 
da die untere Hilfte die gleiche Struktur hat, wie die obere. Die volle 
Grenze des roten Gebietes ist eine geschlossene Kurve. Trennen wir 
die aus ,,rot“ erreichbaren Punkte in diejenigen, welche auf der rechten, 
und diejenigen, welche auf der linken Grenzlinie des roten Streifens liegen, 
so zerlegen wir die Kurve in zwei uneigentliche Kurvenbogen. Trennen 
wir ihre erreichbaren Punkte aber in die in der oberen und die in der 
unteren Hilfte der Figur enthaltenen, so zerlegen wir sie in zwei eigent- 
liche Kurvenbogen. 

Andererseits gibt es auch geschlossene Kurven, welche sich weder in 
zwei eigentliche, noch in zwei uneigentliche Kurvenbogen zerlegen lassen.**) 

Um eine solche zu konstruieren, reduziert man in der oberen Hilfte 
der Fig. 3 die Breite des roten Streifens auf Null (so da8 beim Auf- 
baue der Figur nur ein in einem Punkte H der Grundlinie anfangender 
roter Streckenzug immer wieder verlingert wird), wahrend die schwarzen 
Gebiete in derselben Weise, wie zuvor, hineingelegt werden. So- 
dann wird das Rechteck in der Weise gebogen, daB der rechte End- 
punkt der Grundlinie mit H zusammenfillt, sonst aber die Figur ein- 
eindeutiges stetiges Bild ihrer urspriinglichen Lage bleibt. Dabei kommt 
eine Teilung der Ebene in zwei Gebiete zustande, welche getrennt werden 
durch eine geschlossene Kurve, welche die geforderte Kigenschaft besitzt. 


*) Auch gibt es Kurvenbogen, welche sich nicht in zwei Teilkurvenbogen zer- 
legen lassen. Dies zeigt wieder die obere Hialfte der Fig. 3. Diese Kurven bezw. 
Kurvenbogen geben zugleich Beispiele ab von solchen zusammenhingenden Mengen, 
welche nach Hinwegnahme einer willkiirlichen zusammenhiingenden Teilmenge stets 
eine Restmenge iibrig lassen, welche dieselbe Ableitung besitzt, wie die urspriingliche 
Menge; diese l48t sich also nicht durch eine endliche Zahl von zusammenhingenden 
perfekten Teilmengen erschipfen. 

**) Eine kurze Uberlegung zeigt weiter, daB in dieser Hinsicht gerade finf 
Arten von geschlossenex Kurven existieren. Fiir die erste Art ist von den durch zwei 
Schnitte bestimmten Kurvenbogen entweder der eine eigentlich und der andere un- 
eigentlich, oder beide eigentlich, oder beide uneigentlich; fiir die zweite entweder 
der eine eigentlich und der andere uneigentlich, oder beide uneigentlich; fiir die 
dritte stets der eine eigentlich und der andere uneigentlich; fiir die vierte stets beide 
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VI. Nirgends dichte zusammenhiingende Mengen, welche die Ebene 
in mehr als zwei Gebiete zerlegen, deren gemeinschaftliche Grenze 
sie sind. 


Seien in der oberen Hilfte von Fig. 3 K und L die Endpunkte der 
Grundlinie des Hauptrechteckes; F und E die Endpunkte jenes Segmentes 
der Grundlinie, tiber dem das rote Gebiet anfingt, so kann man die 
Figur so biegen, dab F mit K und E mit L zusammenfiillt, und daB sie 
iibrigens ein-eindeutiges Bild ihrer urspriinglichen Lage bleibt Die Ebene 
ist dann in drei Teilgebiete zerlegt, welche ihre Grenze gemeinsam haben. 

Durch passende Abianderungen des Verfahrens kann man analoge Zer- 
legungen in beliebig viele, und sogar in unendlich viele Teilgebiete mit 
gemeinsamer Grenze herstellen. 


Vil. Bemerkungen iiber das vierte Kapitel des Schoenfliesschen 
Berichtes. 


Zu § 11. Im Beweise des Satzes XIII findet sich S. 123 die un- 
richtige Behauptung, dab J=G@' +H+2Z,+T,, ein zusammenhingendes 
Gebiet ist. DaB diese Behauptung sich ebensowenig wie der Satz XIII 
selbst aufrecht erhalten laBt, zeigt die oben in II angefiihrte Fig. 1. Mit 
Satz XIII fallen zugleich die Siitze XIV und XV, wie auch die Be- 
trachtungen iiber Gebietsteilung in Ann. Bd. 59, besonders 8. 154, 155 
u. 159. Der Beweis des Satzes XIV versagt sogar auch dann noch, wenn 
die iuBere Randkurve existiert. Denn es ist kein Grund, weshalb © nicht 
in dem zwischen $ und O enthaltenen Ringgebiet liegen kénnte. Dies laBt 
sich z. B. verwirklichen fiir ein durch den Querschnitt Q, Q,’ bestimmtes 
Teilgebiet des roten Gebietes der Fig. 2. Dieses Gebiet ist denn auch, 
obwohl eine tiuBere Randkurve existiert, durch seine Grenze nicht eindeutig 
bestimmt. 

Zu § 12. 5. 127 wird behauptet, daB man die in den erreichbaren 
Punkten miindenden Wege immer so wiihlen kann, daB sie jedes approxi- 
mierende Polygon nur einmal kreuzen. Der Beweis wihlt zuniichst einen 
beliebigen Weg und beabsichtigt, daraus durch sukzessive Abiinderungen 
den geforderten Weg herzustellen. Jede Abiinderung fiir sich ist zwar 
einwandfrei, aber sowohl hier, wie in Math. Ann. Bd. 62, 8. 294 kommt es 
darauf an, daB die GréBe dieser Abinderung fir hinreichend groBes v beliebig 
eigentlich; fiir die fiinfte entweder der eine eigentlich und der andere uneigentlich, 


oder beide eigentlich. Nach der Schoenfliesschen Theorie wiirden nur die beiden 
letzten Arten méglich sein. 
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klein werde; dies wiirde jedenfalls erhebliche weitere Ausfiihrungen erfordern, 
wird aber weder erwihnt, noch bewiesen. Ich erlaube mir nun hier eine Ab- 
ainderungsmethode anzugeben, welche diese notwendige Eigenschaft besitzt. 


Sei 7 der beliebig gezeichnete aus m zu ¢ fiihrende Weg. Sei $, 
ein approximierendes Polygon, seien ,Z, und ,L, zwei seiner Kreuzungs- 
punkte mit J, p, eim zwischen ,L, und ,L, enthaltener Streckenzug 
von §,, und /, der zwischen ,Z, und ,L, enthaltene Streckenzug von I. 
Dann besteht p,, insoweit er nicht in J, fallt, aus zwischen je zwei Punkten 
A, und A,,, von l, verlaufenden und /, sonst nicht treffenden Strecken- 
ziigen ,p,. Jeder Streckenzug ,p, weist sodann dem zwischen A, und A,,, 
enthaltenen Teilstreckenzug ,/, von 1, entweder die Innenseite oder die 
AuBenseite von §, zu. Im zweiten Falle kann er sich nach § 3 nicbt 


weiter als . é, von ,/, entfernen. Im ersten Falle aber grenzt an seine 
Innenseite ein von ,J, und p, bestimmtes Gebiet, dessen Grenze, insoweit 
sie nicht zu ,p, gehért, sich nicht weiter als ; é, von J, entfernen kann. 


Wir kénnen also zwischen ,Z, und ,L,, dem Verlaufe von p, folgend, einen 
Streckenzug 1, zeichnen, welcher sich nicht weiter als 2<, von /, ent 
fernt, tiberall in beliebiger Nahe entweder von J, oder von p, ist, und 
ganz innerhalb §f, verliuft. Wir wiahlen nun auf / stets fir ,L, den 
ersten auf ,L,_, folgenden Kreuzungspunkt mit $8, und fiir ,J, den 
letzten Kreuzungspunkt mit $8. Sodann ersetzen wir jedes /, durch 
das beziigliche 4,, und erhalten einen wirklichen Weg, welcher jedes $ 
nur in dem beziiglichen Punkte ,J, kreuzt. AuBerdem beriihrt er $, 
noch in dem Punkte ,Z,, aber mit » zu Null konvergierende Ab- 
iinderungen heben auch diese Beriihrungspunkte auf, womit der geforderte 
Weg fertig ist. 

Durch diese Methode ist im § 13 des Kap. V und im §3 des Kap. VI (vgl. 
dazu die §§ 11 u. 13 in Annalen 62) auch sogleich ersichtlich, dab man aus m 
nach allen Punkten c; Wege legen kann, welche alle approximierenden Poly- 
gone nur einmal, und einander nicht kreuzen, wihrend der nach ¢, fiihrende 
Weg alle Punkte p,, p;,p," usw. enthilt, und sich zwischen $,_, und §, 
nicht weiter als 2¢, von der Strecke p,”~" p;” zu entfernen braucht. 

Seite 128 wird aus dem falschen Satze XIV das unrichtige Resultat er- 
halten, daB die Kurvenbogen, in welche eine geschlossene Kurve durch zwei er- 
reichbare Punkte zerlegt wird, nicht beide mit der Kurve selbst identisch sein 
kénnen. Daf dies sehr gut méglich ist, haben wir oben in III gezeigt. 

Zu § 13. Der Beweis des Satzes XVII wird wieder auf § 11 ge- 
stiitzt. Seine Unrichtigkeit laBt sich also erwarten, und leuchtet aus fast 
allen oben in II—VI angefiihrten Beispielen ein. 


¥ 
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Zu § 14. Der Satz, daB das Abspaltungsverfahren nach einer abzihl- 
baren Reihe von Schritten zu Ende fiihrt, ist richtig, der Beweis aber 
14Bt sich nicht aufrecht erhalten. Die 8S. 134 bewiesene Méglichkeit, nach 
einer Fundamentalreihe von vorangehenden Bestandteilen S, ein S,, passend 
zu wiahlen, laBt sich nimlich schon nicht erweitern zu einer Méglichkeit, 
nach einem Ordnungstypus @? von vorangehenden Bestandteilen S ein 
S,» passend zu wiihlen. Es kénnte ja hier der Fall auftreten, daB jeder 
gewahlte Teilordnungstypus o* alle isolierbaren Bestandteile von S,» ent- 
hielte. Dann wiirde mit der wohlgeordneten Menge der S, keine wohl- 
geordnete Menge von auBerhalb voneinander liegenden Gebieten ©, parallel 
laufen, und der Beweis also versagen. 

Ein zwingender Beweis kann wie folgt gefiihrt, werden: Die isolier- 
baren Bestandteile bilden in der Rangordnung, in der sie abgespalten 
werden, eine wohlgeordnete Menge, und jeder isolierbare Bestandteil S_, 
dessen Index « zur ersten oder zweiten Zahlenklasse gehért, hat, wenn 
er abgespalten wird, einen endlichen Abstand 6, von der dann noch 
iibrigen Restmenge; er li8t sich also mit einem endlichen Gebiete G, 
umgeben, auBerhalb dessen die Restmenge liegt, in welches also nur 
eine abzahlbare Menge von Bestandteilen S, eindringt. Wir fassen nun 
diejenigen Bestandteile ,S, ins Auge, fiir welche ,d,><¢,. Es laiBt sich 
sodann unter den Gebieten ,G, eine endliche Teilmenge derart auswiihlen, 
daB jeder ,S, in wenigstens eines dieser Gebiete eindringt. Da nun 
aber in jedes Gebiet dieser endlichen Menge nur eine abzihlbare Menge 
von Bestandteilen ,S, durchdringen kann, so ist die Menge der ,S, 
abzihlbar. Kbenso zeigt man, dab die Menge der ,S,, fiir welche 
é, >,0, >, abzihlbar ist. Lift man nun eine Reihe abnehmender 
Zahlen ¢,, &, &,--- gegen Null konvergieren, so findet sich die Menge 
der S, in eine Fundamentalreihe von abzihlbaren Mengen zerlegt.*) 

Zu § 15. Die hier gegebenen Andeutungen unterliegen natiirlich 
einer analogen Kritik, wie die Paragraphen, deren Ausdehnung auf den 
Raum sie beabsichtigen. 


VILL Bemerkungen iiber das fiinfte Kapitel des Schoenfliesschen 
Berichtes. 


Zu § 3. Der Gedankengang dieses Paragraphen enthiilt mehrere Fehl- 
schliisse; er liBt sich aber durch passende Modifizierung und Ergiinzung 
umformen zu einem Beweise des folgenden Satzes: 


*) Diese Methode entspricht dem Lindelifschen Beweisverfahren fiir das Cantorsche 
Haupttheorem. Der Beweis kann aber auch so gefiihrt werden, daB er dem Ab- 
spaltungsprozesse selber folgt. Darauf gehe ich jedoch an dieser Stelle nicht weiter ein. 








430 L. E. J. Brouwer. 


»Wenn eine geschlossene Kurve C sich in zwei eigentliche Kurven- 
bogen C, und C, zerlegen laBt, welche miteinander zusammenhingen in 
zwei getrennten Mengen c, und ¢,*), so bestimmt ihr eineindeutiges stetiges 
Bild C’ mehr als ein Gebiet.“ 

Approximieren wir naimlich C,) und C,’ durch iiuBere Randpolygone 
,?, und ,P,. Diese kénnen sich nur in mit den ¢ gegen Null konver- 
gierender Niihe von ¢,' und ¢,’ durehkreuzen. Wiihlen wir einen solchen 
Kreuzungspunkt in der Nahe von ¢,’ und einen zweiten in der Nahe von ¢,’, 
so werden diese beiden Punkte auf , P, verbunden durch zwei Strecken- 
ziige, auf welchen beiden je ein Punkt gewahlt werden kann, welcher 
auBerhalb von ,P liegt. Im Polygone ,P, sind also wenigstens zwei 
Streckenziige enthalten, welche auf ,P, in mit den ¢ gegen Null kon- 
vergierender Nahe von ¢,’ anfangen, ganz auBerhalb , P, verlaufen, und 
wieder auf ,P, in mit den « gegen Null konvergierender Nahe von ¢,’ 
enden. Unter diesen gibt es wieder wenigstens zwei, deren jeder ein fir 
,P; und ,P, gemeinsames iiuBeres Gebiet bestimmt, welches begrenzt 
wird vom genannten Streckenzuge von , P,, einem Streckenzuge von , P, 
mit der reziproken Kigenschaft (diese beiden Streckenziige nennen wir 
Hauptstreckenziige), und weiter nur solechen Streckenziigen, welche ihren 
Anfangspunkt und Endpunkt beide in der Nihe von ¢,’ oder beide in der 
Nahe von ¢,’ haben. Diese so bestimmten ‘uferen Gebiete nennen wir 
die zu ,P, und ,P, gehérigen Hauptyebiete. Lassen wir nun zuniichst 
,P; ungeindert, ersetzen aber , P, durch ein niichstfolgendes approximieren- 
des Polygon .,P,, und betrachten ein zu ,P und ,.P, gehériges Haupt- 
gebiet H. Sein Hauptstreckenzug auf , P, kann nur fiir gewisse Teile in 
der Nahe von ¢,’ und ¢,’ innerhalb , P, fallen. Es fihrt also innerhalb 
H ein Streckenzug von , P, aus der Niihe von ¢,’ in die von ¢,'; H ent- 
halt also als Teilgebiet ein zu ,P, und ,P, gehériges Hauptgebiet. Wir 
fahren nun fort, indem wir jetzt ,.P, ungeiindert lassen, ,P, ersetzen 
durch ein niachstfolgendes approximierendes Polygon , P, and die zu ,.P, 
und ,.P, gehérigen Hauptgebiete betrachten. Jedes von ihnen enthilt als 
Teilgebiet ein zu ,P, und ,.P, gehériges, also auch ein zu ,P, und ,P, 
gehériges Hauptgebiet. Wenn wir nun weiter immer wieder abwechselnd 
woP, durch +P, und »»P, durch +1 P, ersetzen, so miissen immer 
wieder wenigstens zwei Hauptgebiete existieren. Unter den zu , P, und 
.P: gehérigen Hauptgebieten gibt es also wenigstens zwei, welche im 
weiteren zwar fortwihrend wachsen, aber stets voneinander getrennt bleiben. 


*) Auf diese Voraussetzungen, von denen man iibrigens zeigen kann, dab die 
zweite eine Folge der ersten ist, stiitzt sich im Grunde auch Herr Schoenflies, obgleich 
er nur die Voraussetzung, daB C, und C, nicht identisch sind, ausdriicklich erwihnt. 
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Die Grenzgebilde der approximierenden Polygone, welche in C,’ und 
C,', also in C” enthalten sind, bestimmen also mindestens zwei getrennte 
Gebiete, womit der Satz bewiesmn ist. 

Dicser Satz sagt nur eine Eigenschaft gutta Kurven beson- 
derer Art aus; daB seine Voraussetzungen fiir die allgemeine geschlossene 
Kurve nicht notwendig erfillt sind, haben wir in V erkannt. Aber sogar 
fiir diese besondere Kurvenart laiBt sich aus ihm nicht auf die Invarianz 
schlieBen. Der Schlu8 benutzt nimlich die auBere Randkurve der Bild- 
menge, welche nach II nicht zu existieren braucht. 

Zu § 4. Das Resultat dieses Paragraphen kann der Hauptsache nach 
an dieser Stelle gefolgert werden, die daselbst gegebene Herleitung ist 
aber nicht einwandfrei, zuniichst weil § 3 benutzt wird, was wir als 
unerlaubt erkannt haben, und sodann, weil 8.161 oben ohne Grund still- 
schweigend vorausgesetzt wird, daB, wenn P’ sich unbeschrinkt der 
Kurve ©’ niahert, ein willkiirlicher innerer Punkt von ©’ schlieBlich 
durch P’ von ©’ getrennt wird. 

Dem ersten Mangel kann abgeholfen werden, indem wir statt ge- 
schlossener Kurven Polygone P betrachten, und uns auf den Jordanschen 
Kurvensatz, welcher unabhingig bewiesen werden kann, stiitzen. 

Der zweite Mangel laBt sich beseitigen, indem wir den Beweis wie 
folgt fiihren: 

Wir konstruieren ein Polygon Q, welches P in zwei Punkten kreuzt. 
So werden vier Streckenziige P,, P,, Q, und Q, bestimmt, und ebenso 
vier Gebiete G,,, Gy., Ga,, Gag. Nehmen wir nun an, daB in dem Bilde 
Q, und Y,° beide innerhalb P’ liegen. 3(P’) wird sodann durch Q,’ in 
zwei Gebiete zerlegt*); und eines dieser beiden Gebiete wieder durch Q,’. 
So werden drei Teilgebiete von 3(P’) bestimmt, deren eines nur Punkte 
von Q,' und Q,’ auf seiner Grenze besitzt, also von keinem der Gebiete G 
das Bild enthalten kann. Von den beiden iibrigen Teilgebieten enthiilt 
aber jedes in seiner Grenze das Bild der Grenze nur eines der vier Gebiete G, 
kann also auch das Bild nur eines der vier Gebiete in sich enthalten. Es 
blieben also wenigstens zwei der Gebiete G tibrig, deren Bilder wir nicht 
unterzubringen wiiBten, und die Annahme hat sich als unméglich heraus- 
gestellt. 

Der Satz VI laBt sich also hier beweisen, wenn wir das Wort 
»Kurven“ durch ,,Polygone“ ersetzen. 


*) Namlich das von P,’ und Q," bestimmte Innengebiet, welches fiir jeden Punkt 
von P,’ alle in einer gewissen Umgebung dieses Punktes enthaltenen Punkte von 
$(P’) enthalten muB, und das von P,’ und Q,’ bestimmte Innengebiet. Ein drittes 
Teilgebiet wiirde nimlich auf seiner Grenze nur Punkte von Q," besitzen kénnen, 
und dies ist unmdglich. 
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Die 8.162 oben genannte Méglichkeit kénnte gleich ausgeschlossen 
werden; wenn sie nimlich fir zwei beliebige Polygone eintreten wiirde, 
so giibe es auch ein Paar von Polygonen mit derselben Eigenschaft in 
beliebiger Nihe voneinander; sodann wiirden aber von einer der Bild- 
kurven zwei Gebiete bestimmt werden, deren eines sich nur beliebig wenig 
von ihr entfernen kénnte, was unméglich ist. 

Zu § 5. Der Satz, daB eine geschlossene Kurve, welche innerhalb 
eines Gebietes, das eineindeutig und stetig abgebildet wird, liegt, dabei 
wieder in eine geschlossene Kurve iibergeht, und eventuell ihre Fliiche in 
die der Bildkurve, ist richtig; der Beweis aber bedarf der Ergiinzung. 

Zuniichst sollten die Polygone P, (z. B. nach Kap. VI, 8. 210) genauer 
festgelegt werden. 

Unrichtig ist dann aber, aus den Relationen (S. 162): 


(Pr, Pras)<e, (Pret, Pr) <e 
zu folgern, daB die geschlossenen Kurven P,’ schlieBlich iiberall dicht 


liegen. Als Beispiel des Gegenteiles betrachte man in Fig. 1 in J und 
in A je ein in hinreichender Nahe approximierendes Polygon. Sie geniigen 
den obenstehenden Kelationen; dennoch lassen sie zwischen sich ein end- 
liches Gebiet frei. 

In unserem Falle aber kann man bemerken, daB, wenn in 3(C’) ein 
freies Gebiet iibrig bliebe, man auf seiner Grenze einen erreichbaren Punkt 
QY wihlen kénnte; sei Q’ das Bild von Q, so kénnte man um Q einen 
gentigend kleinen Kreis legen derart, daB die ihm entsprechende ge- 
schlossene Kurve um Q teilweise auBerhalb von allen Kurven P’ ver- 
liefe, wihrend alle Punkte des Kreises den Polygonen P angehérten, was 
unméglich ist. 

Der fehlende Nachweis, daB ©’ wieder eine geschlossene Kurve ist, 
kann nun in analoger Weise geliefert werden, indem man zeigt, dab 
zwischen den Bildkurven der Polygone, welche © von auBen und von 
innen approximieren, kein freies Gebiet enthalten sein kann, sodab @’ 
gerade zwei Gebiete bestimmt, welche beide alle Punkte von @’ als Grenz- 
punkte besitzen. 

Satz VIII ist richtig, aber fiir Satz VII fehlen geniigende Griinde. 
Aus dem Vorhergehenden lat sich niimlich nur dieses folgern: ,,Das um- 
kehrbar eindeutige und stetige Abbild einer Kurvenfliche ist ein einfach 
zusammenhiingendes Gebiet mit seiner Grenze, und alle Punkte dieser 
Grenze sind zugleich Grenzpunkte der Restgebiete.“ 

Zu § 8. Auch hier in dem Beweise des Jordanschen Kurvensatzes 
wird die geschlossene Kurve gefolgert aus der Eigenschaft, daB jeder 
Punkt der von auBen und von innen approximierenden Polygone schlieb- 
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lich von der Kurve, und jeder Punkt der Kurve schlieBlich von den beiden 
Polygonen einen beliebig kleinen Abstand erhilt. Es ist wieder eine 
(iibrigens leicht zu gebende) Ergiinzung erforderlich, um zu zeigen, daB 
zwischen den von aufen und den von innen approximierenden Polygonen 
kein endliches Gebiet eingeschlossen bleiben kann.*) 

Zu § 15. Die Behauptung, daB die Invarianz der Erreichbarkeit 
auch in dem Sinne stattfindet, daB sie nicht blob fiir stetige Transforma- 
tionen der ganzen Ebene, sondern auch fiir stetige Abbildungen von bloBen 
Kurven oder sonstigen linienhaften Mengen aufeinander statt hat, wird 
von Herrn Schoenflies, wie der Satz XVII zeigt, in dem Sinne gemeint, 
daB unter ,,Erreichbarkeit* die Erreichbarkeit aller Punkte der Kurve 
zusammen verstanden werden soll. Ich erlaube mir hier die Bemerkung, 
daB, wenn man die Erreichbarkeit eines einzelnen Punktes ins Auge faBt, 
die Invarianz nicht bestehen bleibt, wie folgendes Beispiel zeigt: 

In Fig. 4a konvergiert eine Niherungskurve nur gegen eine Seite 
eines einfachen Kurvenbogens; in Fig. 4b im eineindeutigen und stetigen 
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Abbilde gegen beide Seiten. In der Weise kommen Punkte heraus, welche 
vor der Abbildung erreichbar, nachher unerreichbar sind. 

Der Beweis des Satzes XVII bedarf einer wesentlichen Ergiinzung**); 
die Mengen 7,’, deren unbegrenzte Abnahme hier bewiesen wird, sind 
nimlich nicht die Mengen 7, aus deren unbegrenzter Abnahme im § 10 
die Erreichbarkeit des Grenzpunktes gefolgert wird. Man stellt die Sache 
richtig***), indem man bemerkt, daB 7, zwar auBer 7,’ noch mit 7,’ zu- 
sammenhiingende Bestandteile ,S, enthalten kann, dab aber je zwei 


v 


*) Herrn Schoenflies’ Kinwendungen gegen den Jordanschen Beweis scheinen mir 
unbegriindet. 
**) Der in Annalen Bd. 62 § 12 egthaltene Beweis des engeren Satzes ist in an- 
deren Punkten unzutreffend. 
***) Wie Herr Schoenflies mir brieflich bemerkt, kann die notwendige Erginzung 
auch durch die Wberlegungen des § 5 von Kap. VI geliefert werden. 
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solchen Bestandteilen zwei verschiedene Bogenmengen des Kreises ent- 
sprechen. Mit den entsprechenden Bogenmengen konvergieren nun auch 
die zu einem selben » gehérigen Bestandteile ,S, zu Null, also auch die 
Mengen 7. 
Zu § 16. Zum Beweise des Satzes XVIII ist zu bemerken, daB zwar 
von § 3 Gebrauch gemacht wird, jedoch nur von demjenigen Bestandteil 
seines Resultates, den wir oben als richtig herausgehoben haben. 
Wesentlich unerlaubt ist aber wieder die Voraussetzung der Existenz 
der aiuBeren Randkurve eines endlichen Gebietes. 
Man kann indes den Satz XVIII unmittelbar folgern aus dem unab- 
hingig bewiesenen Jordanschen Satze, in Zueommenhang mit § 12 und § 15. 
Zu § 17. Hier wird als ein nach dem Vorhergehenden evidenter Satz 
ausgesprochen, daB jede perfekte nirgends dichte Menge eineindeutiges 
stetiges Bild einer aus Strecken aufgebauten Menge ist. Dazu méchte ich 
bemerken, daB der Satz zwar in einem gewissen Sinne richtig ist, aber eines 
ausfiihrlichen Beweises bedarf, wie ich an anderer Stelle ausfiihren werde. 
Zusammenfassung. Von den Schoenfliesschen (entweder hergeleiteten 
oder als selbstverstiindlich angewendeten) Sitzen sind folgende unrichtig: 
daB jede geschlossene Kurve sich in zwei eigentliche Kurvenbogen zer- 
legen Wipt, 
daB bei der Zerleqgung einer geschlossenen Kurve in zwei Kurvenbogen 
wenigstens einer von ihnen eigentlich ist, 

dap jedes geschriinkte, einfach zusammenhiingende Gebiet eine geschlossene 
duBere Randkurve aufweist, 

daB jedes geschrinkte, einfach zusammenhdngende Gebiet durch seine Grenze 
eindeutig bestimmt ist, 

da jede geschriinkte, abgeschlossene Menge, welche gemeinsame Grenze von 
zwei Gebieten ohne gemeinschaftliche Punkte ist, eine geschlossene 

Kurve ist; 
wihrend folgende zunichst unsicher bleiben: 
dap das eineindeutige stetige Bild einer geschlossenen Kurve wieder eine 

solche ist, 
daB das eineindeutige stetige Bild einer Kurvenjliche wieder eine Kurven- 

fliiche ist. 


Amsterdam, 14. Mai 1909. 
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Bemerkung zu dem vorstehenden Aufsatz des 
Herrn L. E. J. Brouwer. 


Von 


A. Scnoenriies in Kénigsberg i./Pr. 


Die interessanten und wichtigen Typen von Gebieten und Gebietsgrenzen, 
auf die Herr L. E. J. Brouwer in dem vorstehenden Aufsatz hingewiesen 
hat, waren mir bei der Abfassung des zweiten Teils meines mengentheo- 
retischen Berichts*) leider entgangen. Dies hat bewirkt, daB sich an 
einigen Stellen des Berichts, an denen die beziiglichen gestaltlichen Typen 
in die Beweisfiihrung hineinspielen, eine Liicke oder Unrichtigkeit ein- 
geschlichen hat, die der Beseitigung bedarf. Von erheblicherer Tragweite 
ist dies nur fiir den allgemeinen Aufbau des fiinften Kapitels, da die Ab- 
leitung der in den ersten Paragraphen enthaltenen Siitze sofort mit dem 
allgemeinsten Kurvenbegriff operiert und daher, wie Herr Brouwer gezeigt 
hat, mit Riicksicht auf die von mir iibersehenen gestaltlichen Méglichkeiten 
in dieser allgemeinen Form versagt.**) 

Um die Ableitung der genannten Siitze zu sichern, kann man, wie 
Herr Brouwer bemerkt, so verfahren, daB man einerseits den Jordanschen 
Kurvensaté voraussetzt, der unabhiingig bewiesen werden kénne, anderer- 
seits die in §§ 3 und 4 enthaltenen Hilfssiitze zunichst nicht fiir den all- 
gemeinen Kurvenbegriff, sondern nur fiir Polygone beweist, was fiir das 
weitere — abgesehen von der am Schluf genannten Liicke — aus- 
reichend ist.***) 

Es liegt mir aber daran, zu zeigen, daB man den von der Brouwer- 
schen Kritik getroffenen Teil meiner allgemeinen Entwicklungen auch im 
Rahmen und auf der Grundlage des Berichts aufrecht erhalten kann. 


*) Die Entwicklung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten, Teil II, Leipzig, 1908. 
**) Durch diese Gebiete wird iibrigens auch ein friiher von mir aufgestellter Satz 
iiber Folgen ausschlieBender Polygone in seiner allgemeinen Form hinfillig. Vgl. 
diese Annalen Bd. 62, 8. 290. 
***) Vgl. die vorstehende Abhandlung, 8. 431. 








436 A. Scnoznrtizs. 


Der Bericht stellt die einfache geschlossene Kurve in den Vordergrund, 
die er unabhingig von dem Jordanschen Kurvensatz definiert, und iiber- 
dies solche Eigenschaften, die ich als die einfachsten gestaltlichen In- 
varianten ansehen méchte, nimlich gewisse Beziehungen der Mengen zu 
ihren Teilmengen und Komplementiirmengen. Um in dieser Weise die 
genannten Siitze abzuleiten, geniigt es, statt der im Bericht benutzten 
allgemeinen Kurven zunichst nur einfache geschlossene Kurven in Betracht 
zu ziehen und sich auBerdem eines einfachen methodischen Hilfsmittels zu 
bedienen. Es besteht in nichts weiterem, als in einer gewissen Umstellung 
der im fiinften Kapitel enthaltenen Siitze. 

Diese Umstellung hat einen prinzipiellen Charakter und soll daher 
vorweg erdrtert werden. Ich werde néimlich die Invarianz der Erreich- 
barkeit an die Spitze der Entwicklungen stellen. Methodisch liegt das offen- 
bar sehr nahe. Denn die Erreichbarkeit stellt — kurz gesprochen — das 
gestaltliche Aquivalent der Stetigkeit dar; wenn man sich also mit den 
gestaltlichen Invarianten der stetigen Abbildung beschiiftigt, so liegt nichts 
niher, als die Invarianz ihrer wesentlichsten gestaltlichen Eigenschaft, nim- 
lich der Erreichbarkeit, zuerst zu erértern. Wie das Folgende zeigen 
wird, bedeutet dies in der Tat eine erhebliche Verbesserung und Verein- 
fachung des Beweisganges. Wenn ich im Bericht noch nicht so verfuhr, so 
beruht es wohl darauf, da® ich den von mir eingefiihrten neuen Begriff der 
Erreichbarkeit als etwas weniger einfach oder als tiefer liegend ansah und 
ihn deshalb erst nach den sonstigen gestaltlichen Begriffen behandelte.*) Es 
ist aber sowohl natiirlicher als auch zweckmiBiger, umgekehrt zu ver- 
fahren. 

Im einzelnen bemerke ich noch folgendes. Was das vierte Kapitel 
betrifft, so méchte ich zuniichst auf die Stelle hinweisen, in die die von 
Herrn Brouwer gefundenen Gebiete hineisspielen, und die den wesent- 
lichsten und folgenschwersten Fehlschlu8 enthilt. Formal kommt er so 
zustande , daB eine fiir den Beweis benutzte Punktmenge sich auch auf 
Null reduzieren kann, und daB alsdann der Beweis versagt. Materiell hat 
er zur Folge, daB einige der von Herrn Brouwer kritisierten Sitze ganz 
illusorisch werden; einige lassen sich aber so abiindern, daB in sie nicht 
der allgemeine Kurvenbegriff eingeht, sondern ein etwas weiterer Begriff, 
den ich duBeren Rand oder Aufenrand des Gebietes nenne, dab sie aber 
im tibrigen bestehen bleiben und sich in dieser Form fiir die Beweis- 
fiihrung in Kap. V wieder verwenden lassen. 

Eingehender sind die Anderungen zu behandeln, die im fiinften 
Kapitel anzubringen sind. Ich erértere zuniichst einige Siitze tiber den 


*) Vgl. Kap. V, § 9ff. 
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Erreichbarkeitsbegriff, und lasse auf ihrer Grundlage die neue Darstellung, 
die an Stelle von § 3 zu treten hat, folgen; wie ich bereits oben andeutete, 
ist es mir méglich, den Beweis des in ihm an die Spitze gestellten Hilfs- 
satzes noch erheblich einfacher zu gestalten, als es im Bericht geschehen ist. 
Endlich zeige ich, wie eine in § 4 enthaltene Beweisliicke auszufiillen ist. 

Ubrigens werde ich die folgende Darstellung etwas ausfiihrlicher 
halten, als dies im Bericht mit Riicksicht auf seine knappe Form im all- 
gemeinen geschehen ist. 


§ 1. 
Bemerkungen zu Kapitel IV. 
Ich beginne mit dem Satz XIII. Er betrifft solche Kontinua Z, deren 
Komplementirmenge in mehr als zwei Gebiete zerfiillt. 


Ist @ irgend eines dieser Gebiete, so besteht fiir dieses Gebiet die 
im Bericht abgeleitete Gleichung 


E=-G@+7'+UA+§H, 
wo &’ die volle Grenze von ©’ ist, und das fiuBere Gebiet U, das den un- 


endlich fernen Punkt enthilt, mit § zusammen die Komplementiirmenge 
von & + bildet. Die Menge &’ wird dann wieder in die Bestandteile 


V=—T,+F,4+2,+f 
zerlegt, von denen Z, die volle Grenze von & bildet, und Z, resp. Z, 
die Teilmengen bedeuten, die Grenzpunkte nur von @ oder nur von § sind. 


Mittels der Menge ©, wird dann im Bericht geschlossen, daB die 
Mengen 


gh 


@+H+%,+%,, 


ein zusammenhiingendes Gebiet darstellen. Dieser SchluB versagt jedoch 
in dem Fall, daB Z,, = ist; und dies ist der Fall, dem die von Herrn 
Brouwer bemerkte Moglichkeit entspricht.*) 

Hier mu8 vielmehr folgende Darstellung Platz greifen. Die Menge 5 


zerlegen wir in 
§ = 2H'+ 29", 


und zwar soll jedes Gebiet H’ Punkte von Z,, als Grenzpunkte enthalten, 
wihrend dies fiir die Gebiete §” nicht der Fall ist. Fiir jedes einzelne 
Gebiet 5’ besteht dann die im Bericht abgeleitete Eigenschaft, dab 


G+ 9+ z, + X,, 


*) Das gleiche gilt von den analogen Siitzen iiber eine Folge ausschlieBender 
Polygone in Math. Ann. Bd. 62, 8. 291. 
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eine zusammenhiingende Menge darstellt; das gleiche gilt daher auch fiir 
@’+ 2H'+ 2+ %,,=6. 

Man erhalt daher schlieBlich 
E=G+T,+A+ TH”, 


und gemaS unserer Definition ist jeder Punkt von I, gemeinsamer Grenz- 
punkt von & und von Y%, also auch von & und von AY. Es ist aber 
auch jeder Grenzpunkt eines jeden Gebietes 5” in Z, enthalten. 

Die Menge f&,," ist in diesem Fall keine geschlossene Kurve. Sie stellt 
vielmehr einen allgemeineren gestaltlichen Typus dar, den man als Aufen- 
rand oder dufBeren Rand des Gebiets bezeichnen kann. Wie die Brouwer- 
schen Beispiele zeigen, kann 2” in eine abziihlbare Menge von Einzel- 
gevieten zerfallen, die voneinander getrennt sind, so daB in den AuBen- 
rand von @’ sogar eine abzihlbar unendliche Menge von geschlossenen 
Kurven eingehen kann. Jn dieser Weise ist daher der Satz XIII ab- 
zudndern. 

Der Satz XV bedarf nur der Modifikation, daB in ihm der Begriff 
»geschlossene Kurve“ durch die weitere Fassung ,geschlossene Kurve oder 
AuBenrand“ zu ersetzen ist. Die Siitze XIV und XVII werden jedoch 
ganz hinfillig*); fiir sie bildet die irrtiimliche Tatsache, daB zu jedem 
geschrinkten Gebiet eine geschlossene Kurve als Aufenrand gehire, den 
wesentlichen Beweisgrund. Das gleiche gilt daher auch von der aus 
Satz XIV gezogenen Folgerung, dab zwei Kurvenbogen, die durch zwei 
Wege bestimmt werden, nicht identisch sein kénnen, wie dies Herr 
Brouwer durch seine Beispiele ausfiihrlich belegt hat. 

Ich benutze die Gelegenheit, um noch einige weitere Versehen, auf 
deren Vorhandensein ich durch Herrn Brouwer brieflich hingewiesen wurde, 
richtig zu stellen. 

1) In § 3 (8S. 105) ist in Gl. (1) die Menge ZT durch eine Teilmenge 
von & zu ersetzen. Gemeint ist die in den Quadraten 6,7,8 vorhandene 
Teilmenge Z,. Dasselbe gilt fiir die unter 1) aufgefiihrte Eigenschaft des 
zu p zugeordneten Punktes ¢.**) 

2) In § 7 (S. 113) bezieht sich die fiir N’ geltende Behauptung 
(Zeile 5—7) nur auf die beziigliche Teilfigur und nicht auf die Gesamt- 
figur. Nur die letzten beiden Absiitze von § 7 beziehen sich wieder auf 
die Gesamtfigur. 





*) Der Satz XVII ist, wie ich bereits im Bericht erwiihnte, fiir den allgemeinen 
Aufbau iiberhaupt entbebrlich. 

*) DaB ¢ nicht der Punkt sein sollte, fiir den o(p, TZ) selbst ein Minimum ist, 
geht aus 8. 105 Z. 3 deutlich hervor 
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§ 2. 
Bemerkungen zu Kapitel V. 


Der Einleitung gemiif denke man sich zunichst die Siitze voran- 
gestellt, die den Erreichbarkeitsbegriff und die einfache geschlossene Kurve 
betreffen. Es sind dies die Siitze von §§ 9, 10, 11. Sie beruhen simt- 
lich ausschlieBlich auf den Entwickelungen von Kap. IV. Zu ihnen fiige 
ich noch die aus der Definition unmittelbar folgende Tatsache, dab bei 
der einfachen Kurve die Teilung in Kurvenbogen denselben Gesetzen ge- 
niigt, wie beim Kreis und beim Polygon; insbesondere gilt der Satz, dab 
zwei Punkte c, und ¢, einer einfachen geschlossenen Kurve © zwei Kurven- 
bogen bestimmen, die nur die Punkte ¢, und c,. gemein haben. Die 
Wege, die von einem Punkt a@ des iiuBeren Gebiets und einem Punkt m 
des inneren Gebiets zu c, und ¢, fiihren, bestimmen nimlich ein Polygon 
von der Art, daB der eine Kurvenbogen in seinem Innern, der andere in 
seinem Auferen enthalten ist.*) 

Alsdann lasse man denjenigen Satz folgen, der im Bericht in § 15 
enthalten ist, nur mit der MaBgabe, daB ich ihn sofort auf einfache Kurven 
ausdehne, ihn dagegen auf die umkehrbar eindeutige Abbildung beschrianke. 
Er lautet dann: 

1) Ist die Grenze X des Gebietes © wmkehrbar eindeutiges und stetiges 
Abbild ciner einfachen geschlossenen Kurve oder eines einfachen Kurvenbogens, 
so sind alle Punkte von & fiir das Gebiet & allseitig erreichbar. 

Den Beweis setze ich noch einmal hierher. Er folgt ganz dem des 
Berichts, mit der Vereinfachung, daB ich den Fall der ganzen Kurve auf 
den des Kurvenbogens zuriickfiihre. Ist naimlich Z Bild einer geschlos- 
senen einfachen Kurve, so entspricht einem Kurvenbogen XK’ eine und nur 
eine zusammenhingende Teilmenge I’ von Z, und es geniigt, mit ihr zu 
operieren. Zeigen wir nimlich, daB jeder Punkt von &’ fiir das Gebiet 
® allseitig erreichbar ist, so folgt es, da K’ beliebig ist, auch fiir 
selbst. 

Sei nun G’ ein Teilgebiet von G, dessen Grenze zu LT’ gehért, ¢ ein Punkt 
seiner Grenze und {7,} eine gegen ihn konvergierende einfache Folge, die 
TY’ angehért; die Bildpunkte auf dem Bogen XK’ seien k’ und {k,}. Man 
kann nun noch nicht ohne weiteres behaupten, dab auch die Punkte {k,} 
eine einfache Folge bilden, jedenfalls kann man aber aus ihnen, wie in 
§ 9 des Berichts (S. 173) angegeben ist, eine Teilfolge {k,’} so bestimmen, 


*) Der Begriff der einfachen geschlossenen Kurve und die oben angedeuteten 
leicht beweisbaren Siitze hitten zweckmiiBig schon in Kapitel IV, § 12 des Berichts 
erwihnt werden sollen. Sie sind erst 8. 181 kurz gestreift worden. 
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daB sie einfach ist, und daf auch die Punkte {¢,’} eine einfache Folge 
bilden. 

Jedem Kurvenbogen K,’ =k,’k,,, entspricht nun eine zusammen- 
hiingende Teilmenge Z;, die ¢, und ¢,,,; enthalt, und da es — gemiB dem 
obigen — auf dem Bogen K’ nur einen Kurvenbogen gibt, der nur die 
Punkte k,’ und k,,,; der Folge enthilt, so gibt es auch nur eine zu- 
sammenhiingende Teilmenge 7;, der nur ¢; und ¢,;,; angehdren. Nun be- 
stimmen aber zwei Wege, die von einem Punkte m’ des Gebietes &’ zu 
t, und ¢,,, fihren, ein Teilgebiet 3, von G’, zu dessen Grenze eine solche 
zusammenhingende Menge gehért, und daraus schlieBt man, dab diese 
Menge mit 7 identisch ist. 

Nun hat gemiB § 11 (Satz XIV) jede einfache Folge einer ecinfachen 
Kurve die Eigenschaft, daB die Breite der zugehérigen Kurvenbogen gegen 
Null konvergiert. Wiahlt man also auf jedem Bogen XK,’ einen Punkt /,” 
beliebig aus, so haben auch alle diese Punkte {k,”} den Pankt k’ als 
Grenzpunkt; wegen der Stetigkeit miissen daher die auf den Mengen 7’, 
enthaltenen Bildpunkte {#,”} ebenfalls ¢’ als Grenzpunkt besitzen. Wie 
man aber andererseits auch die Punkte ¢,” auf den Mengen 7',’ annehmen 
mag, immer gibt es zu ¢,” einen Bildpunkt k,” von K,’, und deshalb muB 
auch jede solche Folge {¢,”} den Punkt ¢’ als Grenzpunkt haben, wie 
auch die Punkte ¢,” auf den Mengen 7’, gewiihlt werden. Daraus folgt 
aber, dab die Breite 8 (7) mit wachsendem v gegen Null konvergiert; 
denn sonst kénnte man gemiBh § 9 des Berichts auf den Mengen 7',’ 
Punkte rt,’ so annehmen, dab ihr Grenzpunkt von ¢’ verschieden ist. Da- 
mit ist die Erreichbarkeit von ¢’ fiir das Gebiet ©’ gem&B § 10 des Be- 
richts erwiesen. 

Ich beweise nun noch den folgenden neuen Hilfssatz: 

2) Enthélt die Komplementiirmenge einer zusammenhiingenden Menge & 
zwei Gebiete von der Art, dap jeder Punkt von X gemeinsamer Grenzpunkt 
dieser Gebiete ist, und besitzt die Menge & iiberdies die Eigenschaft, dap 
jeder ihrer Punkte fiir jedes Gebiet, zu dessen Grenze er gehirt, erreichbar 
ist, so ist sie eine einfache geschlossene Kurve. 

GemaiB der Definition der einfachen geschlossenen Kurve (§$ 11 des 
Berichts, 5. 178) wird der Satz bewiesen sein, sobald wir zeigen, daB die 
Komplementirmenge nur in die zwei Gebiete zerfallt, deren gemeinsame 
Grenze die Punktmenge ist. Darin besteht sein Inhalt und seine Be- 
deutung; es wird durch ihn ausgeschlossen, dab die Menge T eine Gebiets- 
grenze von dem von Herrn Brouwer gefundenen allgemeineren Charakter 
ist. Den Beweis fiihre ich folgendermaBen. 

Die beiden Gebiete, die die Komplementiirmenge gemiB® der Voraus- 
setzung enthalt, mégen J und M& heiben. Wir nehmen nun an, die Kom- 
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plementiirmenge enthalte noch ein drittes Gebiet G’, und es seien ¢, und 
t, zwei Punkte der Grenze von @ (Fig. 1). Dann sind 
diese Punkte gemiB der Voraussetzung sowohl fiir A, wie 
fir 3, als auch fiir @ erreichbar. Wir legen nun zu 
ihnen in 3 und & die Wege |, |, und a,, a; m und a 
seien ihre Ausgangspunkte. Diese vier Wege bestimmen 
ein Polygon P und dieses Polygon zerlegt die Ebene in 
zwei Gebiete 3(P) und A(P). In jedem von ihnen liegt 
eine Teilmenge von Z; diese Teilmengen seien 7’, und 7). 
Sei nun m’ ein Punkt von G’, so gibt es auch von ihm Fig. 1. 
zwei zu ¢, und ¢, fiihrende Wege; sie seien 1,’ und |,’. 

Liegt nun m’ in 3(P), so zerlegen die Wege [,’ und [,’ das Gebiet 3(P) 
in zwei Teilgebiete, und da ein Punkt ¢, der Teilmenge 7, nur in einem 
von ihnen enthalten ist, so miiBte notwendig einer der beiden Wege, die 
ihn mit a und m verbinden, einen der bereits vorhandenen Wege kreuzen. 
Ebenso wiire es, wenn man den Punkt m’ in U(P) annimmt. Damit ist 
unser Satz bewiesen. 

Endlich erwihne ich noch folgende leicht ersichtliche Tatsache: 

3) Sei Z, die Teilmenge einer linienhaften Menge Z. Wenn dann & 
die Eigenschaft hat, da jeder ihrer Punkte fiir jedes Gebiet, zu dessen 
Grenze er gehirt, erreichbar ist, so bleibt dies fiir die Gebiete, in welche die 
Komplementiirmenge von &, zerfillt, bestehen. 

Denn ist ¢ ein Punkt von &, der zur Grenze eines Gebiets G gehért, 
so gibt es in @ einen zu ¢ fiihrenden Weg [. Dies kann aber dadurch 
nicht geiindert werden, daB man I durch Tilgung einer Teilmenge auf fT, 
reduziert. Es ist also ¢ auch fiir das Gebiet G, der Menge &(Z,) erreich- 
bar, dem © angehért. 

Nunmehr lassen sich die in § 3 des Berichts enthaltenen Sitze in 
folgender Form ableiten. 

(§ 3 des Berichts) Hilfssatz. Ist © umkehrbar eindeutiges und 
stetiges Bild einer einfachen geschlossenen Kurve ©, so kann die Komple- 
mentiirmenge von ©’ nicht ein einziges Gebiet sein. 

Zum Beweise verbinde man (Fig. 2) einen Punkt m 
der Komplementiirmenge von ©’ mit zwei Punkten ¢,’ ,, 
und ¢,’ von ©’ durch die Wege [, und [,. Wird nun a 
angenommen, daB die Komplementiirmenge nur ein vi 
einziges Gebiet @ bildet, so zerlegen die Wege |, 
und [, dies Gebiet © in zwei Teilgebiete J und Y, ” 
zu deren gemeinsgmer Grenze aufer [, und |, noch 
eine gewisse zusammenhingende Teilmenge C’ von ©’ gehért. Jeder Punkt 
dieser Menge C’ ist dem Satz 1) gemiB sowohl fiir 3 wie fiir U allseitig 





Fig. 2. 
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erreichbar. Ist also c ein von ¢,’ und ¢,’ verschiedener Punkt von C’, 
so laBt er sich mit m durch je einen in J bezw. YU verlaufenden Weg [ 
und a verbinden. Diese beiden Wege bilden ein Polygon, und da die 
Wege [,, {, und [,a einander trennen, so muf das Polygon den einen der 
beiden Punkte c¢,’ und ¢,’ einschlieBen, wiihrend es den andern ausschlieBt. 
Die Menge C’ wiirde also in zwei abgeschlossene Teilmengen zerfallen 
kénnen, die nur einen Punkt gemein haben. Das gleiche miiBte also fiir 
die Menge © der Fall sein, und dies ist nicht méglich. Damit ist unser 
Hilfssatz bewiesen. 

Wir beweisen nunmebr den folgenden Satz (vgl. Satz V des Berichts). 

Das umkehrbar eindeutige und stetige Abbild einer einfachen geschlossenen 
Kurve ist wieder eine einfache geschlossene Kurve. 

Aus dem eben bewiesenen Hilfssatz ergibt sich zuniichst, daB die 
Komplementiirmenge des Bildes ©’ nicht ein einziges Gebiet ist; und aus 
dem obigen Erreichbarkeitssatz 1) folgt weiter, daB jeder Punkt von © 
fiir jedes Gebiet, zu dessen Grenze er gehért, erreichbar ist. Sei nun © 
eines dieser Gebiete, und ©,’ sein fuBerer Rand. Dann ist zuniichst klar, 
daB es in der Komplementiirmenge von ©,’ zwei Gebiete G und & gibt, 
sodaB jeder Punkt von ©,’ gemeinsamer Grenzpunkt von ihnen ist*); und 
weiter folgt aus dem Satz 3), daB auch alle Punkte von ©,’ fiir jedes 
Gebiet, zu dessen Grenze sie gehéren, erreichbar sind. Aus Satz 2) folgern 
wir daher, daB ©,’ eine einfache geschlossene Kurve ist. Wiire sie nun 
nicht mit ©’ identisch, so wire sie eine Teilmenge von ©’, und ihr miibte 
daher eine Teilmenge von © entsprechen. Sie wiirde also ein Abbild 
haben, dessen Komplementirmenge ein einziges Gebiet ist, was aber 
gegen den eben bewiesenen Satz verstéBt. 

Damit ist der fiir den ganzen Gedankengang des Berichts grundlegende 
Satz des § 3 in einer fiir die weiteren Beweise ausreichenden Form wieder- 
hergestellt.**) Die Beschrinkung auf einfache Kurven, die wir ihm auf- 
erlegt haben, macht das Eingehen auf die allgemeinen von Herrn Brouwer 
gefundenen gestaltlichen Tatsachen entbehrlich. Darin liegt der Erfolg 
des hier benutzten Beweisganges. 

Eine fiir die weiteren Schliisse vorhandene Liicke ist nur noch in 
§ 4 auszufiillen; ich lasse den Beweis des Satzes VI, in dem sie enthalten 
ist (vgl. die Brouwersche Kritik, 8. 413), hier nochmals folgen, indem ich 
ihn ebenfalls etwas ausfiihrlicher darstelle, als es im Bericht geschehen ist. 


*) Das Gebiet G ist mit © identisch oder enthiilt @ als Teilmenge; vgl. oben 
Seite 438. 

**) Der Satz 148t sich iibrigens auch im Anschluf an den Bericht (S. 159) mit 
Hilfe der approximierenden Polygone erweisen. Den obigen kiirzeren Beweis habe 
ich auch deshalb vorgezogen, weil er sich auf die Erreichbarkeitseigenschaft stiitzt. 
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Der Satz betrifft den Fall, daB ein Polygon C samt seiner Fliche der 
Abbildung unterliegt; in dieser Fliche denken wir uns ein Polygon ©*). 
Ferner seien 

3@=-3 ud FC)—-ICG)-C=A 
die beiden Gebiete, in die die Fliche §(C) durch das Polygon © zerfiallt. 
Y und & seien die Bildmengen, und ©’ sei wieder Bild von ©. Wie 
oben bewiesen wurde, zerlegt © die Ebene in zwei Gebiete, deren ge- 
meinsame Grenze sie ist. Da nun 3° und Y’ Kontinua sind, so folgt 
unmittelbar, daB nur je eines dieser Gebiete Punkte von 3’ und Y’ ent- 
halten kann. 

Es ist nun zunichst zu zeigen, dab die Gebiete, in denen die Mengen 
3’ und YM’ enthalten sind, nicht identisch sein kénnen. Dies geschieht 
in wesentlichem Anschlu8 an den Bericht folgendermaBen.**) 

Sollen 3’ und Y’ in demselben Gebiet enthalten sein, so mége §’ 
dieses Gebiet sein; seine Grenze ist ©’ (Fig. 3).***) 
Wenn wir dann in §’ ein die Menge ©’ im Ab- 
stand ¢ approximierendes Polygon $ zeichnen, 
so zerteilt es das Gebiet ’ in ein Ringgebiet 
und ein Restgebiet H’. Wir wollen nun « in 
bestimmter Weise wiihlen. 

Seien ¢,’ und ¢,’ zwei Punkte von ©’, z. B. 
solche, deren Abstand o(e,’, ¢') ein Maximum 
ist. Ihre Bildpunkte ¢, und ¢, zerlegen das 
Polygon © in zwei Streckenziige C, und C,; ihnen entsprechen wieder 
die Bildmengen (,' und C,’. Auf C,’ wihlen wir dann einen Punkt y,’ 
aus, z. B. so, daB sein Abstand von C,’ ein Maximum ist, und ebenso 
auf C,’ einen analogen Punkt y,’. Wir wihlen ferner in & in der Niihe 
von ¢, und ¢c, zwei Punkte a, resp. a, in der Weise, daB die Strecken 
a,¢, = A, und a,c, = A, ganz zu & gehéren und iiberdies keinen Punkt 
gemein haben. Das Analoge wird dann auch fiir die Bildmengen A,’ 
und A,’ der Fall sein; sie sind tiberdies einfache Kurvenbogen und Teil- 
mengen von {’. 

Wir wihlen nun die GréBe ¢ so, daB a,’ und a,’ dem Restgebiet H’ 
angehéren. Die beiden Mengen A,’ und A,’ werden dann notwendig das 
Ringgebiet durchdringen; sie bestimmen daher zwei zusammenhangende 
Teile R, und R, des Ringgebiets, die kurz dadurch definierbar sind, dab 





Fig. 3. 


*) Satz und Beweis lassen sich tibrigens auch auf den Fall ausdehnen, dab C 
und € einfache Kurven sind. “ 
*™) Die sachliche Veriinderung gegeniiber dem Bericht besteht darin, daB ich 
hier mit zwei Punkten a, und a, operiere, statt wie dort mit einem. 
**) Die Figur ist nur schematisch gezeichnet. 
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ihnen die Bogen C,' resp. C,’ als Grenze angehéren und daB sie keinen 
Punkt von A,’ resp. A,’ enthalten. Es gibt dann wieder je ein von Null 
verschiedenes Minimum yp, resp. mu, fiir die Abstiinde des Punktes y,’ von 
R, und fiir die des Punktes y," von R,. 

Denken wir uns nun in 3(€) ein Polygon P gezeichnet, das das 
Polygon © approximiert, so gehért seine Bildmenge P’ zu Y und daher 
auch zu §'. Wegen der Stetigkeit der Abbildung kénnen wir dies 
Polygon P so nahe an © annehmen, daB die Menge P’ ganz dem Ring- 
gebiet ® angehért, und daB zugleich die Abstiinde 

o(y;',P’) und e(7', P’) 
beliebig klein werden. Daraus ist aber zu folgern, dab P’ sowohl in R, 
wie in R, enthalten sein mu’. Da nun P’ ein Kontinuum ist, so miibte 
es auch Punkte von A,’ oder A,’ enthalten; dies ist aber ein Wider- 
spruch und damit ist der Beweis geliefert. 

Die weiteren Schliisse von § 4 des Berichts bleiben unverindert 
hestehen. 

Rine in § 5 enthaltene kleine Liicke, die das Operieren mit Ring- 
gebieten betrifft, hat Herr Brouwer bereits in einfacher Weise ausgefiillt; 
und was den analogen SchluB in § 8 betrifft, so folgt er dort unmittelbar 
aus der Eigenart des dort betrachteten Ringgebiets. 

Dagegen kann, wie bereits Herr Brouwer bemerkt hat, der in § 5 
enthaltene Satz von der Invarianz der allgemeinsten geschlossenen Kurve, 
die allein fiir sich der Abbildung unterliegt, und der Kurvenfliche aus 
den bisherigen Resultaten noch nicht gefolgert werden. Dies bildet die 
Thicke, die in der Theorie der ebenen gestaltlichen Invarianten noch vor- 
handen ist. 
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Hermann Minkowski.*) 


Von 


Davip Hitzert in Gottingen. 


Einen schweren unermeBlichen Verlust haben zu Beginn des Jahres 1909 
unsere Gesellschaft, unsere Universitit, die Wissenschaft und wir alle per- 
sénlich erlitten: durch ein hartes Geschick wurde uns jah entrissen unser 
Kollege und Freund Hermann Minkowski im Vollbesitz seiner Lebenskraft, 
aus der Mitte freudigsten Wirkens, von der Hohe seines wissenschaftlichen 
Schaffens. 

Seinem Andenken widmen wir diese Stunde. 

Hermann Minkowski wurde am 22. Juni 1864 zu Alexoten in Rubland 
geboren, kam als Knabe nach Deutschland und trat Oktober 1872 im 
Alter von 8'/, Jahren in die Septima des Altstidtischen Gymnasiums zu 
Kénigsberg i. Pr. ein. Da er von sehr rascher Auffassung war und ein 
vortreffliches Gedichtnis hatte, wurde er auf mehreren Klassen in kiirzerer 
als der vorgeschriebenen Zeit versetzt und verlie} das Gymnasium schon 
Mirz 1880 — noch als Fiinfzehnjihriger — mit dem Zeugnis der Reife. 

Ostern 1880 begann Minkowski seine Universitiitsstudien. Insgesamt 
hat er 5 Semester in Kénigsberg, vornehmlich bei Weber und Voigt, und 
3 Semester in Berlin studiert, wo er die Vorlesungen von Kummer, 
Kronecker, WeierstraB, Helmholtz und Kirchhoff hérte. 

Seine Befahigung zur Mathematik zeigte sich friih; fiel ihm doch im 
ersten Semester bereits fiir die Lésung einer mathematischen Aufgabe eine 
Geldprimie zu, auf die er freilich zugunsten eines armen Mitschiilers 
verzichtete, so daB sein friihzeitiger Erfolg zu Hause gar nicht bekannt 
wurde — eine kleine Begebenheit, die zugleich die Bescheidenheit und 
Herzensgiite kennzeichnet, wie er sie sein ganzes Leben hindurch allen 
Menschen gegeniiber, die ihm niher kamen, betatigt hat. 

Sehr baid begann Minkowski tiefgehende und griindliche mathematische 
Studien. Ostern 1881 hatte die Pariser Akademie das Problem der Zer- 








*) Gediichtnisrede, gehalten in der dffentlichen Sitzung der Kgl. Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Gottingen am 1. Mai 1909. 
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legung der ganzen Zahlen in eine Summe von fiinf Quadraten als Preis- 
thema gestellt. Dieses Thema griff der siebzehnjihrige Student mit aller 
Energie an und léste die gestellte Aufgabe aufs glinzendste, indem er 
weit tiber das Preisthema hinaus die allgemeine Theorie der quadratischen 
Formen, insbesondere ihre Einteilung in Ordnungen und Geschlechter — 
zunaichst sogar fiir beliebigen Triigheitsindex — entwickelte*). Es ist 
erstaunlich, welch sichere Herrschaft Minkowski schon damals tiber die 
algebraischen Methoden, insbesondere die Elementarteilertheorie, sowie iiber 
die transzendenten Hilfsmittel wie die Dirichletschen Reihen und die 
GauBschen Summen besab, — Kenntnisse, die noch heute lange nicht all- 
gemeines Eigentum der Mathematiker geworden sind, die aber freilich zur 
erfolgreichen Inangriffnahme des Pariser Preisthemas eine notwendige 
Voraussetzung bildeten. Hiren wir, wie Minkowski selbst in dem Begleit- 
schreiben zu seiner der Pariser Akademie eingereichten Arbeit sich aus- 
spricht: ,,Durch die von der Académie des sciences gestellte Aufgabe an- 
geregt“, so schreibt der jugendliche Student, ,unternahm ich eine genauere 
Untersuchung der allgemeinen quadratischen Formen mit ganzzahligen 
Koeffizienten. Ich ging dabei von dem natiirlichen Gedanken aus, dab die 
Zerlegung einer Zahl in eine Summe von fiinf Quadraten in ihnlicher Weise 
von quadratischen Formen mit vier Variablen abhiingen wiirde, wie bekannt- 
lich die Zerlegung einer Zahl in eine Summe von drei Quadraten von den 
quadratischen Formen mit zwei Variablen abhiingt. Diese Untersuchung 
hat mir in der Tat die gewiinschten Resultate iiber die Zerlegung einer Zahl 
in eine Summe von fiinf Quadraten geliefert. Indessen erscheinen diese 
Resultate bei der groBen Allgemeinheit der von mir gefundenen Siitze 
nicht iiberall als das eigentliche Hauptziel der vorliegenden Arbeit; sie 
stellen vielmehr nur ein Beispiel fiir die gewonnenen umfangreichen 
Theorien dar. Wenn daher viele der nachfolgenden Betrachtungen nicht 
immer unmittelbar auf das Thema der Preisfrage hinweisen, so wage ich 
dennoch zu hoffen, daB die Académie nicht der Ansicht sein werde, ich 
wiirde mehr gegeben haben, wenn ich weniger gegeben hitte“. Mit dem 
Motto: ,,Rien n’est beau que le vrai, le vrai seul est aimable“ reichte der 
noch nicht Achtzehnjihrige am 30. Mai 1882 die Arbeit der Pariser Akademie 
ein. Obwohl dieselbe, entgegen den Bestimmungen der Akademie, in deut- 
scher Sprache abgefaBt war, so erkannte die Akademie dennoch unter 
ausdriicklicher Betonung des exzeptionellen Falles auf Zuerteilung des 
vollen Preises, da — wie es im Kommissionsbericht heiBt — eine Arbeit 
von solcher Bedeutung nicht wegen einer Irregularitiét der Form von der 





*) ,Mémoire sur la théorie des formes quadratiques 4 coefficients entiers‘. 
Mémoires présentés par divers savants 4 l'Académie des Sciences de |’Institut National 
de France. T. XXIX. No.2. Paris 1884. 
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Bewerbung auszuschlieBen sei, und erteilte ihm im April 1883 den Grand 
Prix des Sciences Mathématiques. 

Als die Zuerkennung des Akademiepreises an Minkowski in Paris 
bekannt wurde, richtete die dortige chauvinistische Presse gegen ihn die 
unbegriindetsten Angriffe und Verdiichtigungen. Die franzisischen Aka- 
demiker C. Jordan und J. Bertrand stellten sich sofort riickhaltlos auf die 
Seite Minkowskis. ,,Travaillez, je vous prie, 4 devenir un géometre émi- 
nent“. In dieser Mahnung des grofen franzésischen Mathematikers C. Jordan 
an den jungen deutschen Studenten gipfelte die bei diesem AnlaB zwischen 
C. Jordan und Minkowski gefiihrte Korrespondenz, — eine Mahnung, die 
Minkowski treulich beherzigt hat; begann doch nun fiir ihn eine arbeits- 
frohe und publikationsreiche Zeit. 

GauB hat in seinen Disquisitiones arithmeticae die Theorie der binéren 
quadratischen Formen mit ganzzahligen Koeffizienten und damit zugleich 
den wesentlichen Inhalt der heutigen Theorie der quadratischen Zahl- 
kérper geschaffen. Nach zwei verschiedenen Richtungen hin war die Ver- 
allgemeinerung der GauBschen Theorie méglich: einmal als Theorie der 
quadratischen Formen mit beliebig vielen Variablen und dann als Theorie 
der zerlegbaren Formen héherer Ordnung, d. h. als Theorie der Zahlkérper 
von beliebigem Grade. Durch das Pariser Preisthema war Minkowski 
zuniichst auf die erstere Verallgemeinerung der Gaufschen Theorie hin- 
. gewiesen: in der Tat sehen wir Minkowski in den folgenden Jahren aus- 
schlieBlich seine ganze Arbeitskraft dem Studium der Theorie der qua- 
dratischen Formen und der aufs engste damit zusammenhiingenden Fragen 
widmen. Die GauBsche Theorie der quadratischen Formen hatte eine 
wesentliche Ergiinzung durch Dirichlet erfahren, indem es diesem gelungen 
war, auf Grund einer ihm eigentiimlichen transzendenten Methode fiir die 
Anzahl der Klassen binirer quadratischer Formen mit gegebener Deter- 
minante gesthlossene Ausdriicke aufzustellen. Es lag nahe, diese Methode 
nach jenen beiden oben gekennzeichneten Richtungen hin zu _verall- 
gemeinern. Nach letzterer Richtung hin, nimlich fiir die Theorie der 
algebraischen Zahlkérper, war jene Verallgemeinerung der Dirichletschen 
Methode bereits von Kummer und in allgemeinster Weise von Dedekind 
vorgenommen worden; in ersterer Richtung aber, nimlich fiir das Problem 
der quadratischen Formen von beliebig vielen Variablen, lagen nur einige 
Vorarbeiten von St. Smith, jenem schon bejahrten englischen Zahlen- 
theoretiker, vor, welcher auch bei der Bewerbung um den Pariser Preis 
Minkowskis Konkurrent gewesén war. Minkowski fihrte nun die Be- 
stimmung der Anzahl der in einem Geschlecht enthaltenen Klassen qua- 
dratischer Formen von beliebig vielen Variablen — denn darauf spitzt sich 
das in Frage kommende Problem zu — nach der von Dirichlet fiir biniire 

29° 











448 Daviw Hireerr. 


quadratische Formen angewandten transzendenten Methode durch. Die 
hierbei gefundenen Resultate bilden den wesentlichen Inhalt der Inaugural- 
Dissertation* ), auf Grund deren Minkowski am 30. Juli 1885 von der phi- 
losophischen Fakultit in Kénigsberg zum Doktor promoviert wurde. 

Wie gliicklich die Ideen des jugendlichen Minkowski auch auf anderem 
als rein zahlentheoretischem Gebiete waren, ersehen wir aus der bei dieser 
Gelegenheit von ihm aufgestellten These, die so lautete: ,,Es ist nicht 
wahrscheinlich, daB eine jede positive Form sich als eine Summe von 
Formenquadraten darstellen laBt“. Es fiel mir als Opponent die Aufgabe 
zu, bei der dffentlichen Promotion diese These anzugreifen. Die Dispu- 
tation schloB mit meiner Erklirung, ich sei durch seine Ausfiihrungen 
tiberzeugt, daB es wohl schon im terniren Gebiete solch merkwiirdige 
Formen geben michte, die so eigensinnig seien, positiv zu bleiben, ohne 
sich doch eine Darstellung als Summe von Formenquadraten gefallen zu 
lassen. Die Minkowskische These war fiir mich spiiter die Veranlassung, 
die Untersuchung der Frage aufzunehmen und fiir die in der These aus- 
gesprochene Vermutung den strengen Nachweis zu erbringen. Es stellte 
sich auBerdem spiaterhin heraus, dab das Problem der Darstellung definiter 
Formen durch Formenquadrate auch bei der Frage nach der Méglichkeit 
geometrischer Konstruktionen mittels gewisser elementarer Hilfsmittel eine 
interessante Rolle spielt und andererseits mit gewissen tieferen Problemen 
tiber die Darstellbarkeit algebraischer Zahlen als Summen von Quadraten 
zusammenhingt. Auch von anderer Seite ist seitdem das Problem auf- 
genommen worden und hat zu interessanten speziellen Ergebnissen ge- 
fiihrt. 

Angeregt durch eine von Kronecker gestellte Forderung, die eine 
schirfere Fassung des arithmetischen Begriffs der Aquivalenz von Formen 
betraf, gelangte Minkowski zu der interessanten Frage nach dem Verhalten 
linearer ganzzahliger Substitutionen von beliebiger Variablenzahl im Sinne 
der Kongruenz nach einem beliebigen Modul**). Minkowski gewann dabei 
den anwendungsreichen Satz, daB eine homogene lineare ganzzahlige Sub- 
stitution mit » Variablen von einer endlichen Ordnung, die nach einem 
ganzzahligen Modul > 3 der identischen Substitution kongruent ausfillt, 
selbst notwendig die identische Substitution ist. Mit Hilfe dieses Satzes 
gelingt es Minkowski unter anderem zu zeigen, daB die Ordnung jeder 





*) Untersuchungen iiber quadratische Formen. I. Bestimmung der Anzahl ver- 
schiedener Formen, welche ein gegebenes Genus enthilt. Acta Mathematica, Bd. 7, 
8. 201—258. 

**) Ueber den arithmetischen Begriff der Aequivalenz und iiber die endlichen 
Gruppen linearer ganzzahbliger Substitutionen. Crelles Journal, Bd. 100, 8. 449—458. 
Zur Theorie der positiven quadratischen Formen. Crelles Journal, Bd. 101, 8. 196—202. 
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endlichen Gruppe von homogenen linearen ganzzahligen Substitutionen 
mit » Variablen stets ein Divisor der Zahl 
2"(2"— 1)(2"— 2)... (2"— 2"-*) 

ist, und desgleichen stellt er eine nur von » abhiangige Zahl auf, in welcher 
notwendig allemal die Anzahl der ganzzahligen Substitutionen aufgehen 
muB, die eine definite quadratische Form mit m Variablen in sich selbst 
iiberfiihren. Die beiden Abhandlungen, welche diese Resultate entwickeln, 
reichte er der philosophischen Fakultét in Bonn als Habilitationsschrift 
ein; April 1887 erteilte ihm diese die venia legendi fiir Mathematik. 

Noch eine Arbeit Minkowskis sei hier genannt, die ich der Jugend- 
epoche seines mathematischen Schaffens zuziéhle, da sie ebenfalls aus- 
schlieBlich das Gebiet der quadratischen Formen betrifft; es ist diejenige*), 
in welcher Minkowski die Bedingungen dafiir aufstellt, dab eine qua- 
dratische Form mit rationalen Zahlenkoeffizienten sich vermiége einer 
linearen Substitution mit rationalen Zahlenkoeffizienten in eine andere 
ebensolche quadratische Form oder in ein rationales Vielfaches einer 
solchen Form transformieren lift. Als auBerer AnlaB dazu diente ihm 
eine von Hurwitz und mir gemeinsam verfaBte Arbeit iiber ternire dio- 
phantische Gleichungen vom Geschlechte Null. Die Untersuchung von 
Hurwitz und mir hatte ergeben, daB jede terniire diophantische Gleichung 
vom Geschlechte Null durch eine rationale eindeutig umkehrbare Trans- 
formation in eine quadratische Gleichung tibergefiihrt werden kann; die 
weiter entstehenden Fragen, insbesondere die Frage nach den Kriterien 
dafiir, daB eine quadratische diophantische Gleichung bei beliebiger Vari- 
ablenzahl durch rationale Zahlen lésbar ist, finden durch Minkowski ihre 
volistiindige Erledigung; doch gestaltet sich noch dariiber hinaus die Be- 
arbeitung des Problems durch Minkowski zu einer vollstiindigen Invarianten- 
theorie der quadratischen Formen im zahlenthevretischen Sinne. 

Nunmehr beginnt fiir Minkowskis mathematische Produktion die 
reichste und bedeutendste Epoche; seine bisher auf das spezielle Gebiet 
der quadratischen Formen gerichteten Untersuchungen erhalten mehr und 
mehr den groBen Zrg ins Allgemeine und gipfeln schlieBlich in der 
Schaffung und dem Ausbau der Lehre, fiir die er selbst den treffenden 
Namen ,,Geometrie der Zahlen“ gepri gt bat und die er in dem groBartig an- 
gelegten Werke gleichen Titeis, von dem freilich nur die erste Lieferung**) 
erschienen ist, dargestellt hat. 





*) Ueber die Bedingungen, unter welchen zwei quadratische Formen mit rationalen 
Coefficienten in einander rational*transformiert werden kénnen. Crelles Journal, 
Bd. 106, S. 5—26. 

**) Eine zweite Lieferung ist nach Minkowskis Tode aus dem Nachlasse heraus- 
gegeben worden. 
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Das Problem, aus den unendlich vielen Formen einer Klasse durch 
bestimmte Ungleichheitsbedingungen eine einzige auszusondern, d.h. das 
Problem der Reduktion der quadratischen Formen, hatte Minkowski schon 
wiederholt beschiiftigt. Vor allem ergriffen ihn die beritihmten Briefe, die 
1850 Ch. Hermite iiber diesen Gegenstand an Jacobi gerichtet hatte, und 
insbesondere der dort von Hermite aufgestellte Satz, daB die kleinste von 
Null verschiedene GréBe, die durch eine positive quadratische Form von 
n Variablen mit der Determinante 1 mittels ganzer Zahlen darstellbar ist, 
niemals einen gewissen, nur von der Zahl » abhiingigen Betrag iibersteigt. 
Durch die Beschiftigung mit diesem Satze wurde Minkowski zu Betrach- 
tungen veranlaBt, auf die wir ein wenig niher eingehen miissen. 

Wir denken uns nach Minkowski dasjenige wiirfelférmig angeordnete, 
den ganzen Raum erfiillende Punktsystem, welches entsteht, wenn man 
den rechtwinkligen Koordinaten z, y, z alle ganzzahligen Werte erteilt. 
Minkowski nannte ein solches Punktsystem ein Zahlengitter. Bedeutet 
nun F(x, y, 2) eine homogene positive quadratische Form von 2, y, ¢ mit 
der Determinante 1, so stellt die Gleichung F(z, y, 2) = c fiir irgendeinen 
positiven Wert der Konstanten c ein bestimmtes Ellipsoid mit dem Null- 
punkt als Mittelpunkt dar. Wir denken uns nun um jeden Punkt des 
Zahlengitters als Mittelpunkt ein diesem Ellipsoid kongruentes und ahnlich 
gelegenes Ellipsoid konstruiert: ist dann der Wert der Konstanten ¢ ge- 
niigend klein, so werden diese Ellipsoide offenbar saimtlich véllig von- 
einander getrennt liegen. Der griéBte Wert von c, bei welchem dies noch 
der Fall ist und die Ellipsoide demnach einander nur in einzelnen Punkten 
beriihren, sei } M. Da bei dieser Raumerfillung auf je einen Wiirfel mit 
der Kantenlinge 1 je eines der Ellipsoide kommt, so folgt leicht, daB der 
Inhalt des Ellipsoides F(x, y, 2) = 4M notwendig kleiner als der Inhalt 
jenes Wiirfels ausfallt, dh. es ist gewiB 


cy 


Andererseits ist leicht zu erkennen, daB das Ellipsoid F(z, y, 2) = M gewib 
auBer dem Nullpunkt keinen Punkt des Zahlengitters in seinem Innern 
enthalt; liegen doch auf seiner Oberfliiche gerade noch diejenigen Gitter- 
punkte, die die Mittelpunkte der das Ellipsoid F(z, y, 2) = } M beriibrenden 
Ellipsoide sind, d. h. M ist der kleinste von Null verschiedene, durch ganze 
Zahlen darstellbare Wert der quadratischen Form, und jene Ungleichung 
liefert fiir dieses Minimum die obere Schranke 


u<V%s 


Dieser Beweis eines tiefliegenden zahlentheoretischen Satzes ohne 
rechnerische Hilfsmittel wesentlich auf Grund einer geometrisch anschau- 
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lichen Betrachtung ist eine Perle Minkowskischer Erfindungskunst. Bei 
der Verallgemeinerung auf Formen mit » Variablen fiihrt der Minkowski- 
sche Beweis auf eine natiirlichere und weit kleinere obere Schranke fir 
jenes Minimum YM, als sie bis dahin Hermite gefunden hatte. Noch wichtiger 
aber als dies war es, dab der wesentliche Gedanke des Minkowskischen 
SchluBverfahrens nur die Eigenschaft des Ellipsoides, daB dasselbe eine 
konvexe Figur ist und einen Mittelpunkt besitzt, benutzte und daher auf 
beliebige konvexe Figuren mit Mittelpunkt iibertragen werden konnte. 
Dieser Umstand fiihrte Minkowski zum ersten Male zu der Erkenntnis, 
daB iiberhaupt der Begriff des konvexen Korpers ein fundamentaler Begriff 
in unserer Wissenschaft ist und zu deren fruchtbarsten Forschungsmitteln 
gehért. 

Ein konvexer (nirgends konkaver) Kérper ist nach Minkowski als 
ein solcher Kérper definiert, der die Eigenschaft hat, dab, wenn man zwei 
seiner Punkte ins Auge faBt, auch die ganze geradlinige Strecke zwischen 
denselben zu dem Kérper gehért. 

Die Bedeutung des Begriffs des konvexen Kérpers fiir die Grund- 
lagen der Geometrie beruht in dem engen Zusammenhange, der, wie Min- 
kowski erkannte, zwischen diesem Begriff und dem fundamentalen Satze 
Euklids besteht, wonach im Dreiecke die Summe zweier Seiten stets griBer 
als die dritte Seite ist. Dieser Satz Euklids, welcher ja lediglich von 
elementaren, aus den Axiomen unmittelbar entnommenen Begriffen handelt, 
folgt bei Euklid aus dem Axiom von der Kongruenz zweier Dreiecke. 
Lassen wir nun alle Axiome der gewdhnlichen Euklidischen Geometrie 
bestehen mit Ausnahme des Axioms von der Dreieckskongruenz, indem 
wir vielmehr dieses durch das andere, weniger aussagende Axiom, da8 in 
jedem Dreieck die Summe zweier Seiten gréBer als die dritte sein soll, 
ersetzen, so gelangen wir zu einer Geometrie, welche keine andere ist als 
diejenige, die Minkowski aufgestellt und zur Grundlage seiner geometrischen 
Untersuchungen gemacht hat. Diese Minkowskische Geometrie ist dann 
im wesentlichen durch folgende Festsetzungen charakterisiert: 

1. Zwei Strecken heiBen dann einander gleich, wenn man sie durch 
Parallelverschiebung des Raumes ineinander iiberfiihren kann. 

2. Die Punkte, die von einem festen Punkte O gleichen Abstand 
haben, werden durch eine gewisse konvexe geschlossene Fliiche des ge- 
wohnlichen Euklidischen Raumes mit O als Mittelpunkt reprisentiert, so- 
daB an Stelle der konzentrischen Kugeln der gewébnlichen Euklidischen 
Geometrie ein System ineinander geschachtelter, durch Ahnlichkeits- 
transformation erzeugter konvexer Flachen tritt. 

Insofern in der Minkowskischen Geometrie das Parallelenaxiom gilt, 
dagegen an Stelle des Axioms von der Dreieckskongruenz der gewéhn- 
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lichen Euklidischen Geometrie jenes weniger aussagende Axiom tritt, dab 
im Dreieck die Summe zweier Seiten die dritte iibertrifft, ist die Min- 
kowskische Geometrie eine der gewéhnlichen Euklidischen Geometrie 
nichststehende Geometrie, ebenso wie die Bolyai-Lobatschefskysche Geo- 
metrie, zu der sie ein Gegenstiick bildet. Wie die Bolyai-Lobatschefs- 
kysche Geometrie in verschiedenen mathematischen Disziplinen, besonders 
in der Theorie der analytischen Funktionen mit linearen Transformationen 
in sich, die fruchtbarste Anwendung findet, so zeigt sich die Minkowskische 
Geometrie besonders fiir die Zahlentheorie von hervorragender Bedeutung. 

Ubertragen wir die eben angestellten geometrischen Uberlegungen 
ins Analytische. In gewéhnlichen rechtwinkligen Koordinaten 2,,..., 2, 
des n-dimensionalen Raumes kann die Oberfliche eines konvexen Kérpers 
in der Gestalt 

flor ...,,) = 1 


dargestellt werden, so dab f eine positive homogene (nicht notwendig 
rationale) Funktion ersten Grades bedeutet, deren wesentlichste Eigenschaft 
die ist, die durch die Funktionalungleichung 


FA ss = 9 Fe A Yn) SF ry - «+9 By) + LY» + = +9 Yn) 
zum Ausdruck gebracht wird. Die Minkowskische Entfernung zwischen zwei 
Punkten z,,...,2, und y,,...,¥y, wird dann allgemein durch den Ausdruck 


f (2, — Yr» - - +» Za— Yn) 
definiert. Die urspriinglich zugrunde gelegte Fliche f 


F(@, +++» 2%) = 1 
heiBt Eichfliche; sie ist das Minkowskische Analogon der Kugel im ge- 
woéhnlichen Euklidischen Raume. 

Das Ausgangsbeispiel des Ellipsoides erhilt man, wenn man hier fiir f 
die Funktion YF’ nimmt, wo F die oben (S. 450) erwiihnte quadratische 
Form bedeutet. 

Nun werde als EKichkérper ein konvexer Kérper mit Mittelpunkt, 
d. h. ein soleher konvexer Kérper genommen, der einen Punkt im Innern 
aufweist, in welchem alle hindurchgehenden Sehnen des Kérpers halbiert 
werden. Dann gilt fiir die so definierte Minkowskische Entfernung der 
Satz, daB fiir die kleinste Entfernung zwischen zwei Gitterpunkten, d. h. 
fiir M, eine obere Schranke existiert, die allein vom Volumen des Eich- 
kérpers abhiingt; und zwar schlieBt man leicht, daB ein konvexer Kérper 
mit einem Mittelpunkte in einem Punkte des Zahlengitters und vom 
Volumen 2" immer noch mindestens 2 weitere Punkte des Zahlengitters, 
sei es im Innern, sei es auf der Begrenzung, enthalten muBb. 

Dieser Satz ist einer der anwendungsreichsten der Arithmetik; aus 
ihm leitet Minkowski seinen bekannten Determinantensatz ab, demzufolge 
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man in irgend m ganzen homogenen linearen Formen von » Variablen mit 
beliebigen reellen Koeffizienten und der Determinante 1 immer den Variablen 
solche ganzzahligen Werte, die nicht simtlich Null sind, erteilen kann, 
daB dabei alle Formen absolute Betrige <1 erlangen; ferner die das 
Wesen der algebraischen Zahl tief beriihrende Tatsache, daB die Diskri- 
minante eines algebraischen Zahlkérpers stets von + 1 verschieden ist, 
d. h. daB es fiir einen algebraischen Zahlkérper stets wenigstens eine durch 
das Quadrat .eines Primideals teilbare Primzahl, eine sogenannte Ver- 
zweigungszahl, gibt, analog wie in der Theorie der algebraischen Funktionen 
bekanntlich gezeigt wird, daB eine algebraische Funktion stets Verzweigungs- 
punkte besitzen muB. 

Aber der obige Satz vom Volumen des Eichkérpers, den ich einen 
der anwendungsreichsten der Arithmetik nannte, bildet doch nur das An- 
fangsglied einer Reihe weiterer auf geometrischer Anschauung fuBender 
SchluBweisen von weittragender Bedeutung. So gelangt Minkowski durch 
eine sehr sinnreiche geometrische Uberlegung, bei der der zugrunde ge- 
legte konvexe Kérper sukzessive nach bestimmten Vorschriften dilatiert 
wird, zu einer Erweiterung des urspriinglichen Satzes, die so lautet: Ist 
das Volumen des Eichkérpers gleich 2", so ist nicht nur, wie oben be- 
hauptet, die kleinste Minkowskische Entfernung <1, sondern sogar das 
Produkt der m kleinsten Entfernungen, in » unabhingigen Richtungen 
genommen, fiallt stets <1 aus. Die Endlichkeit der Klassenanzahl der 
positiven quadratischen Formen von m Variablen mit gegebener Deter- 
minante ist unter anderm eine leichte Folge dieses allgemeinen Satzes. 

Wie oben ausgefiihrt wurde, hat Minkowski fiir das Minimum einer 
quadratischen Form F' von nm Variablen mit der Determinante 1 mittels 
seiner geometrischen Methode eine obere, nur von » abhiingige Schranke 
aufgestellt. Das genaue Minimum, d. h. der kleinste von Null verschiedene 
Wert, den F fiir ganzzahlige Variablen erlangt, ist notwendig noch eine 
Funktion der Koeffizienten der Form F; lassen wir diese beliebig variieren, 
so jedoch, daf die Determinante bestindig 1 bleibt, so kénnen wir nach 
dem Maximum k, der Minima aller dieser Formen fragen; dasselbe wird 
eine nur von » abhingige Zahl sein, welche jene obere Schranke ebenfalls 
nicht tibersteigen kann. Durch véllig andere Hilfsmittel, aber ebenfalls 
ausgehend von einer geometrischen Betrachtung, bei der nunmehr der 
Begriff des Strahlenkérpers an Stelle des konvexen Kérpers die wesent- 
lichste Rolle spielt — Strahlenkérper ist ein Kérper mit einem gewissen 
Punkte im Innern, der alle Strecken zwischen diesem Punkte und einem 
beliebigen Punkte des Kérpers ganz enthilt, so daB ein Strahlenkérper 
von einem gewissen Punkte aus diejenige Eigenschaft aufweist, welche bei 
einem konvexen Kérper fiir jeden seiner Punkte erfillt ist — gelangt 
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Minkowski fiir jenes Maximum k, des Minimums der quadratischen Form F 

auch zu einer unteren Schranke. Ein tiberraschendes und fiir die Ge- 

nauigkeit der Minkowskischen Methode zeugendes Resultat ist es, dab 

diese untere Schranke und die friiher gefundene obere Schranke asympto- 

tisch fiir » = co imeinander flieben, so daB Minkowski die Limesgleichung 
J iogn =} 

aussprechen konnte. 

Ch. Hermite, damals der Senior der franzésischen Mathematiker, hatte 
von Anbeginn die zahlentheoretischen Arbeiten Minkowskis mit héchstem 
Interesse und lebhaftester Freude verfolgt. Es ist riihrend, wie riickhaltlos 
er die Vorziige der Minkowskischen Methode gegeniiber seinen eigenen 
Entwicklungen anerkennt, als Minkowski ihm die eben besprochenen * 
Resultate mitteilt. ,Au premier coup d’eil j'ai reconnu“, so schreibt 
Ch. Hermite in einem der an Minkowski gerichteten Briefe, ,que vous 
avez été bien au dela de mes recherches en nous ouvrant dans le domaine 
arithmétique des voies toutes nouvelles“ Und in einem zwei Jahre 
spiteren Briefe vom November 1892 heiBt es: ,Je me sens rempli d’étonne- 
ment et de plaisir devant vos principes et vos résultats, ils m’ouvrent un 
monde arithmétique entitrement nouveau, od les questions fondamentales 
de notre science sont traitées avec un éclatant succés auquel tous les géo- 
métres rendront hommage. Vous voulez bien, Monsieur, — et je vous en 
suis sincérement reconnaissant — rapporter & mes anciennes recherches 
le point de départ de vos beaux travaux, mais vous les avez tant dépassées 
qu’elles ne gardent plus d’autre mérite que d’avoir ouvert la voie dans 
laquelle vous étes entré.“ 

Hiernach nimmt es nicht Wunder, daB Hermites Begeisterung fiir die 
zahlentheoretischen Methoden Minkowskis keine Grenzen kannte, als die 
erste Lieferung*) seiner Geometrie der Zahlen 1896 erschien. ,,Je crois 
voir la terre promise“, so schreibt Hermite an Laugel, von dem er sich 
eine Ubersetzung des Minkowskischen Buches zu seinem persdnlichen 
Gebrauch anfertigen lie}. Und in der Tat, welche Fiille der verschieden- 
artigsten und tiefliegendsten arithmetischen Wahrheiten werden in diesem 
Hauptwerke Minkowskis durch das geometrische Band gehalten und ver- 
kniipft! Die Theorie der Einheiten in den algebraischen Zahlkérpern, 
Satze iiber die Ordnung einer endlichen Gruppe von homogenen linearen 
ganzzahligen Substitutionen und iiber die Zahl der Transformationen einer 
positiven quadratischen Form in sich, der Beweis fiir die Endlichkeit der 
Klassenanzahl von positiven quadratischen Formen mit gegebener Deter- 





*) Geometrie der Zahlen. 1. Lieferung. Leipzig 1896. 
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minante, die Anniherung an beliebig viele reelle GréBen durch rationale 
Zahlen mit den gleichen Nennern, die Theorie der Linearformen mit 
ganzen komplexen Koeffizienten, Siitze tiber Minima von Potenzsummen 
linearer Formen, die Theorie der Kettenbriiche usw. bilden, von den schon 
vorhin aufgefiihrten Gegenstiinden abgesehen, die Themata des Minkowski- 
schen Buches iiber die Geometrie der Zahlen. 

Minkowski legte besonderen Wert auf die Darstellung, die er in seinem 
Buche der Theorie der gewéhnlichen Kettenbriiche hat zuteil werden 
lassen; er war der Meinung, daB durch seine geometrische Veranschau- 
lichung erst das wahre Wesen des Kettenbruches enthiillt werde. In einer 
spiteren Arbeit*) gelangt er, ebenfalls geleitet durch ein geometrisches 
Verfahren, welches in der sukzessiven Konstruktion von Parallelogrammen 
besteht, zu einer neuen Art von Kettenbruchentwicklung fiir eine beliebige 
reelle Zahl « Diese Minkowskische Kettenbruchentwicklung ist so be- 


schaffen, daB die dabei auftretenden Niherungsbriiche “4 auch ohne Ver- 
mittlung des Kettenbruches direkt durch die Ungleichung 


| Sh) se D 
al St 


charakterisiert werden kénnen; sie stellt demnach das bis dahin vermiBte 
Analogon in der Gréfentheorie dar zu der in der Funktionentheorie tiblichen 
Kettenbruchentwicklung, bei der ja ebenfalls die siimtlichen Naherungs- 
briiche, die der Kettenbruch einer Potenzreihe liefert, auch ohne den 
Kettenbruch unmittelbar definierbar sind. 

Die SchluBlieferung von Minkowskis Geometrie der Zahlen ist nicht 
mehr erschienen, doch hat Minkowski den Stoff, den er fiir diese Lieferung 
plante, im wesentlichen in seinen spiteren Abhandlungen zur Darstellung 
gebracht. 

Wenn -wir uns diesen zuwenden, so haben wir vor allem eines Pro- 
blems zu gedenken, dem Minkowski schon friih sein lebhaftes Interesse 
schenkte und auf welches er dann die in der ersten Lieferung seines 
Buches entwickelten Methoden mit sehr bemerkenswertem Erfolge an- 
wandte**). Nach Lagrange fillt bekanntlich die Entwicklung einer reellen 
Zahl in einen Kettenbruch immer dann und nur dann periodisch aus, 
wenn die Zahl Wurzel einer quadratischen Gleichung mit rationalen 
Koeffizienten ist. Insofern dieser Satz ein notwendiges und hinreichendes 
Kriterium fiir die quadratische Irrationalitit enthilt, lag es nahe, einen 


*) Uber die Anniaherung an eine reelle GréSe durch rationale Zahlen. Math. 
Ann., Bd. 54, 8. 91—124. 


*) Ein Kriterium fiir die algebraischen Zahlen. Gittinger Nachrichten 1899. 
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entsprechenden Satz fiir die algebraische Irrationalitat beliebigen Grades 
aufzustellen; doch waren alle bis dahin in dieser Richtung liegenden Ver- 
suche — ich erinnere an den Jacobischen Kettenbruchalgorithmus zur 
Entwicklung der kubischen Irrationalitiét, dessen Periodizitét noch bis 
heute nicht festgestellt ist — vergeblich geblieben. Es gelang Minkowski 
zum ersten Male auf Grund sehr tiefliegender arithmetischer Siitze, zu 
deren Beweis seine geometrischen Methoden herangezogen werden, das ge- 
wiinschte Kriterium fiir die algebraischen Zahlen beliebigen Grades n zu 
gewinnen. Der Minkowskische Algorithmus ist nicht ganz einfach; er 
besteht zuniichst in einer Vorschrift, wie man aus der beliebig vorgelegten 
algebraischen Zahl « vom n“" Grade in eindeutig bestimmter Weise eine 
Kette von gewissen linearen Substitutionen von m Variablen bestimmt und 
alsdann aus diesen gewisse lineare Formen ableitet: die Zahl a ist dann 
algebraisch vom Grade m, wenn die Kette niemals abbricht und zugleich 
alle jene unendlich vielen Formen aus einer endlichen Anzahl unter ihnen 
durch Multiplikation mit Faktoren entstehen. 

In einer weiteren Untersuchung iiber die periodische Approximation 
algebraischer Zahlen*) beantwortet dann Minkowski insbesondere die Frage 
nach denjenigen algebraischen Zahlen a, fiir welche jene Substitutionen 
periodischen Charakter aufweisen, denen also in diesem Sinne genau die 
von Lagrange fiir die quadratische Irrationalitit entdeckte Eigenschaft 
zukommt. Minkowski fand, daB die verlangte Periodizitiit auBer fiir die 
quadratische Irrationalitiit nur noch in fiinf ganz bestimmten Fallen statt- 
findet. Niimlich im Falle n = 3, « komplex; ferner n = 3, a reell, wihrend 
die zu « konjugierten Zahlen komplex sind; im Falle » = 4, wenn @ nebst 
allen konjugierten Zahlen komplex ist, und endlich in je einem speziellen 
Fall bei n = 4 und n = 6. 

Hatte Minkowski das ganze von ihm erschlossene Gebiet Geometrie 
der Zahlen genannt, weil er zu den Methoden, aus denen seine arith- 
metischen Sitze flieBen, durch riumliche Anschauung gefiihrt worden war, 
so blieb er auch bei der weiteren Erforschung dieses Gebietes stets dem 
Bestreben treu, durch engen Anschlu8 an die geometrischen Vorstellungen 
und Bilder die Fruchtbarkeit seiner Methoden zu zeigen; er wird nicht 
miide, durch originelle Modifikationen seine urspriinglichen Uberlegungen 
zu vertiefen, die gefundenen arithmetischen Siitze zu vervollkommnen und 
neue zu ersinnen. 

So gelangt Minkowski**) zu einer gitterfoérmigen Bedeckung der Ebene 





*) Ueber periodische Approximationen algebraischer Zahlen. Acta Mathematica, 
Bd, 26, 8. 383—351. 

**) Ueber die Anniiherung an eine reelle GrifSe durch rationale Zahlen. Math. 
Ann., Bd. 54, 8. 108. 
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mit Parallelogrammen, bei der die ganze Ebene vollstindig und anderer- 
seits keine Partie der Ebene mehr als zweifach iiberdeckt wird; diese 
Tatsache fiihrt ihn unmittelbar zu einem Satze von Tschebyscheff tiber 
nichthomogene lineare diophantische Ungleichungen und zwar in einer 
allgemeineren und vollkommeneren Form, als derselbe von Tschebyscheff 
aufgestellt worden war. 

Ferner wirft Minkowski die Frage auf*), unendlich viele untereinander 
kongruente und parallel orientierte Kérper derart anzuordnen, daB sie, 
ohne einander zu durchdringen, sich so dicht als tiberhaupt méglich zu- 
sammenschlieben, wahrend ihre Schwerpunkte ein parallelepipedisches 
Punktsystem bilden. Wiahlt man fiir die Kérper Kugeln, so zeigt sich 
dann, daB im Raume von drei Dimensionen zwar die bekannte tetraedrale 
Anordnung von Kugeln die dichteste ist, daB aber in Raumen von héheren 
Dimensionen die dieser entsprechende tetraedrale Anordnung keineswegs 
die dichteste Kugellagerung liefert. Das Problem der dichtesten Lagerung 
von Kugeln im n-dimensionalen Raum lauft auf die Bestimmung des 
Maximums k, hinaus und hingt zusammen mit der Frage nach der Re- 
duktion der positiven quadratischen Formen; diesem Problem wendet sich 
Minkowski in seiner zahlentheoretischen Abhandlung iiber den Diskon- 
tinuitiitsbereich fiir arithmetische Aquivalenz**) noch einmal zu, es in voll- 
endeter Form lésend, gleichsam als offensichtliches Wahrzeichen fiir die 
Leichtigkeit und Uberlegenheit seiner gegenwirtigen mehr geometrischen 
Methoden im Vergleich zu dem Standpunkt seiner Jugendarbeiten. 

Die Beweise der allgemeinen Siitze: der reduzierte Raum fir die 
positiven quadratischen Formen von » Variablen ist eine konvexe Pyramide 
mit der Spitze im Nullpunkt, der von einer endlichen Anzahl durch diesen 
Punkt laufender Ebenen begrenzt wird; und: im Gebiet der positiv-defi- 
niten Formen grenzt der reduzierte Raum nur an eine endliche Anzahl 
von iquivalenten Riaumen an; ferner die Berechnung des Volumens des 
reduzierten Raumes fiir alle Formen, deren Determinante eine gegebene 
Grenze nicht tibersteigt, sowie die Anwendung hiervon auf die Bestimmung 
des asymptotischen Wertes der Klassenanzahl positiver quadratischer 
Formen sind die Glanzpunkte dieser letzten und inhaltreichsten zahlen- 
theoretischen Abhandlung Minkowskis. 

Von der Bedeutung der Zahlentheorie, wie sie in den Werken ihrer 
Heroen Fermat, Euler, Lagrange, Legendre, GauB, Hermite, Dirichlet, 
Kummer, Jacobi und in deren begeisterten Ausspriichen sich wider- 








*) Dichteste gitterformige Lagerung kongruenter Kérper. Guttinger Nach- 
richten 1904. 

**) Diskontinuititsbereich fir arithmetische Aquivalenz. Crelles Journal, Bd. 129, 
8, 220—274. 
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spiegelt, war Minkowski aufs tiefste durchdrungen; ihre Reize empfand 
er jederzeit aufs lebhafteste: war doch, was man an der Zahlentheorie 
riihmt, die Einfachheit ihrer Grundlagen, die Genauigkeit ihrer Begriffe 
und die Reinheit ihrer Wahrheiten ganz und gar zu seinem Wesen passend 
und seiner innersten Neigung am meisten zusagend. Wenn es zutrifft, 
daB nur ein enger Kreis von Mathematikern der Pflege der Zahlentheorie 
sich hingibt und so viele ,von den eigenartigen, durch die Zahlentheorie 
ausgelésten Stimmungen kaum einen Hauch verspiiren“: den Grund hierfiir 
erblickt er darin, dab die Schépfungen eines Gau8 und der andern GroBen 
zu erhaben sind. Und um in dieser gewaltigen Musik, wie er die Zahlen- 
theorie nennt, fiir diejenigen, die nicht nur erbaut, sondern auch ergétzt 
sein wollen, die einschmeichelnden Melodien herauszuheben und so zu 
ihrem Genusse mehr anzulocken, dazu veréffentlichte er die Vorlesung, 
die er Winter 1903/04 in Géttingen gehalten hat, und in welcher er in 
leicht faBlicher Weise ohne die Voraussetzung besonderer Vorkenntnisse 
die wichtigsten Grundsiitze der Geometrie der Zahlen und die einfachsten 
Anwendungen auf die Theorie der quadratischen Formen, auf die Zahl- 
kérper und vor allem auf die Anniiherung reeller und komplexer GréBen 
durch rationale Zahlen auseinandersetzt. Das so entstandene Buch ,,Dio- 
phantische Approximationen“*) kann vorziiglich zur Einfihrung in die von 
Minkowski geschaffenen Methoden dienen. 

Minkowski ist es zu danken, daB nach Hermites Tode die Fihrer- 
rolle in der Zahlentheorie wieder in deutsche Hinde zuriickfiel und, wenn 
man tiberhaupt bei einer solchen Wissenschaft, wie es die Arithmetik ist, 
die Beteiligung der Nationen an den Fortschritten und Errungenschaften 
abwiigen will: wesentlich durch Minkowskis Wirken ist es gekommen, dab 
heute im Reiche der Zahlen die bedingungslose und unbestrittene deutsche 
Vorherrschaft statthat. 

Die Uberzeugung von der tiefen Bedeutung des Begriffes eines kon- 
vexen Kérpers, dessen Verwendung in der Zuahlentheorie so erfolgreich 
gewesen war, hatte sich bei Minkowski immer mehr befestigt, und dieser 
Begriff bildet dann auch das Bindeglied zwischen denjenigen Arbeiten 
Minkowskis, die wesentlich zahlentheoretische Ziele im Auge haben, und 
seinen rein geometrischen Untersuchungen. 

Das urspriingliche Ziel, das Minkowski bei seinen rein geometrischen 
Untersuchungen im Auge hatte, war, die Begriffe Linge und Oberfliche 
mittels des Begriffes Volumen, ,,dieses elementarsten Begriffes der Analysis 
des Unendlichen“, zu erfassen**). In der Tat gelingt ihm diese Reduktion 


*) Diophantische Approximationen. Eine Einfiihrung in die Zahlentheorie. 
Leipzig 1907. 
*) Volumen und Oberfliiche. Math. Ann., Bd. 57, 8S. 447—495. 
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durch ein einfaches Grenzverfahren. Ist etwa eine Kurve im Raume ge- 
geben, so denkt sich Minkowski um jeden ihrer Punkte eine Kugel mit 
dem Radius r abgegrenzt. Das Volumen des so insgesamt in der Um- 
gebung der Kurve abgegrenzten Bereiches nach Division durch den Inhalt 
des Kreises vom Radius r strebt in der Grenze fiir verschwindende Werte 
von r im allgemeinen einer GréBe zu, die nunmehr als die Linge der 
Kurve eingefiihrt wird. Ahnlich kann der Begriff des Inhaltes einer 
Fliche eingefiihrt werden, und insbesondere die so entstehende Definition 
der Oberfliche ist es, durch die Minkowski zu einer wichtigen Verall- 
gemeinerung des Begriffes der Oberfliiche gelangt, indem er nimlich an 
Stelle von Kugeln beliebige, einander aihnliche und ahnlich gelegene konvexe 
Kérper verwendet — genau im Sinne der vorhin bei Besprechung der 
zahlentheoretischen Abhandlungen geschilderten Minkowskischen Geometrie. 

Durch den Ausbau des Gedankens, die Kugel durch einen beliebigen 
Kichkérper zu ersetzen, gelangt Minkowski zu demjenigen Begriffe, der 
das Fundament seiner ganzen Theorie bildet, zu dem Begriffe des ge- 
mischten Volumens von irgend drei konvexen Kérpern. Das gemischte 
Volumen von drei konvexen Kérpern K,, K,, K, ist eine ganz bestimmte 
eindeutig aus denselben durch ein dreifaches Integral darzustellende Zahl V,,,, 
die in das gewéhnliche Volumen eines Kérpers iibergeht, wenn man jene 
drei Kérper miteinander identifiziert, die in die gewéhnliche Oberfliche 
eines Kérpers tibergeht, wenn man zwei von jenen drei Kérpern mitein- 
ander identifiziert und den dritten gleich der Kugel mit dem Radius 1 
nimmt und die endlich mit der totalen mittleren Kriimmung der Ober- 
fliche eines KGérpers tibereinstimmt, wenn man fiir zwei von jenen drei 
Kérpern die Kugel mit dem Radius 1 wihlt. So erscheint der Begriff 
des gemischten Volumens als der einfachste tibergeordnete Begriff, der die 
Begriffe Volumen, Oberfliche, totale mittlere Kriimmung als Spezialfille 
enthalt, und diese letzteren Begriffe sind damit in viel engeren Zusammen- 
hang miteinander gebracht; steht doch deshalb auch von vornherein zu 
erwarten, daB wir auf diesem Standpunkte iiber das Verhiltnis zwischen 
jenen Begriffen einen weit tieferen und allgemeineren AufschluB erhalten, 
als bisher méglich war. Das Hauptergebnis, welches in dieser Hinsicht 
die Minkowskische Theorie liefert, gipfelt in der Ungleichung 


Vises = Vise Vise, 
einer Ungleichung, die lediglich quadratischen Charakter triigt, wihrend 
beispielsweise der bekannte Satz, daB die Kugel unter allen Kérpern 


gleicher Oberfliche das gréBte Volumen besitzt, fiir Volumen V und Ober- 
fliche O eines beliebigen Kérpers durch die kubische Ungleichung 
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ausgedriickt wird. Diese kubische Ungleichung aber und somit ins- 
besondere jener Satz tiber das Maximum des Kugelvolumens erscheint bei 
Minkowski als spezieller AusfluB der genannten iuhaltreicheren und ein- 
facheren quadratischen Ungleichung; zugleich treten neben jenen Satz vom 
Maximum des Kugelvolumens eine ganze Reihe gleich wichtiger Siitze 
tiber die Kugel. Uber das gemischte Volumen stellt Minkowski den all- 
gemeinen Satz auf, dab, wenn man aus drei Kérpern vom Volumen 1 das 
gemischte Volumen bildet, dieses stets >1 ist und nur dann gleich 1 
wird, wenn die drei Kérper miteinander identisch sind oder durch Trans- 
lation miteinander zur Deckung gebracht werden kénnen — ein Satz, der 
ebenfalls die in Rede stehende Maximaleigenschaft der Kugel als spezielle 
Folge mit enthilt. 

Zur analytischen Durchfiihrung dieser Gedanken bedient sich Min- 
kowski im wesentlichen der Methode der Ebenenkoordinaten. Die letzteren 
erscheinen in der Tat als das naturgemiaBe Hilfsmittel zur Darstellung der 
Minkowskischen Theorie; ist doch das Mischvolumen nichts anderes als 
eine zweimalige Bildung der ersten Variation des gewéhnlichen Volumens, 
falls man dieses durch Ebenenkoordinaten ausdriickt. 

Des weiteren beschiftigt sich Minkowski mit dem einfachen und 
elementaren Begriffe des konvexen Polyeders und weiB diesem vielbehan- 
delten Gegenstande neue und fruchtbare Seiten abzugewinnen. Sein grund- 
legender Satz sagt aus, dab ein konvexes Polyeder stets durch die Rich- 
tungen der Normalen und die Inhalte seiner Seitenflichen bis auf eine 
Translation eindeutig bestimmt wird. Aus diesem Satze leitet Minkowski 
durch Grenziibergang das merkwiirdige Theorem ab, wonach es immer 
eine und nur eine geschlossene konvexe Filiiche gibt, fiir die die GauBsche 
Kriimmung als stetige Funktion der Richtungskosinusse ihrer Normalen 
vorgeschrieben ist. Indem hierbei Minkowski die Kriimmung — unmittelbar 
an die urspriingliche Betrachtungsweise von GauB anschlieBend — durch 
eine Integralforderung definiert, vermeidet er es, die Existenz der zweiten 
Ableitungen der die Fliche definierenden Funktion vorauszusetzen, und 
erreicht eben dadurch jene gréStmégliche Einfachheit und Allgemeinheit 
in der Fassung und Entwicklung des Theorems. 

Das Minkowskische Problem der Bestimmung der geschlossenen kon- 
vexen Flichen mit vorgeschriebener GauBscher Kriimmung ist wesentlich 
identisch mit dem Problem der Integration einer gewissen partiellen Diffe- 
rentialgleichung vom Monge-Ampéreschen Typus; so kommt es, dab die 
urspriinglich rein geometrische, auf dem Begriff des konvexen Kérpers 
beruhende Methode Minkowskis zugleich fiir die Theorie der Integration 
gewisser nichtlinearer partieller Differentialgleichungen bis dahin unbe- 
kannte Fragestellungen und aussichtsreiche Angriffspunkte liefert. 
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Endlich werde noch eines kleinen Vortrages*) von Minkowski Er- 
wihnung getan, den er vor seiner Ubersiedelung nach Gottingen in der 
hiesigen mathematischen Gesellschaft gehalten hat und der bisher nur in 
einer russischen Ubersetzung publiziert worden ist; derselbe enthiilt einen 
Satz von elementarem Charakter, wonach die Kérper, deren Breite kon- 
stant d.h. in jeder Richtung genommen die nimliche ist, und andererseits 
die Kérper konstanten Umfanges miteinander identisch sind; dabei ist 
unter Umfang der Umfang des Querschnittes des in irgendeiner Richtung 
dem Kérper umschivbenen Zylinders zu verstehen. 

Sein Interesse fiir die physikalische Wissenschaft hat Minkowski 
friihzeitig bekundet. Schon in den ersten Jahren seiner Privatdozenten- 
zeit in Bonn beschiiftigte er sich mit theoretischen Untersuchungen tiber 
Hydrodynamik. Helmholtz legte 1888 in der Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin eine Arbeit**) von Minkowski iiber das Problem der kriiftefreien 
Bewegung eines beliebigen starren Kérpers in einer reibungslosen inkom- 
pressibeln Fliissigkeit vor. Um die Bewegung des Kérpers véllig zu kenn- 
zeichnen, ist die Bestimmung von sechs unbekannten Funktionen der Zeit 
erforderlich. Das wichtigste Resultat von Minkowski besteht nun in der 
Reduktion des urspriinglich durch das Hamiltonsche Prinzip gelieferten 
Variationsproblems auf ein Variationsproblem, welches nur zwei unbekannte 
Funktionen der Zeit enthiilt. 


Die Ferienzeiten wahrend der Bonner Jahre verlebte Minkowski in 
der Regel in Kénigsberg, dem Wohnorte seiner Familie, wo er dann mit 
Hurwitz und mir fast taiglich zusammenkam, meist auf Spaziergiingen in 
der Kénigsberger Umgebung. Einmal, Weihnachten 1890, blieb Minkowski 
in Bonn; auf mein Zureden nach Kéuigsberg zu kommen, stellte er sich 
in einem launigen Briefe als einen physikalisch véllig Durchseuchten hin, 
der erst eine zehntigige Quarantiine durchmachen miiBte, ehe Hurwitz 
und ich ihn in Kénigsberg als mathematisch rein zu unseren Spaziergiingen 
zulassen wiirden. ,Jch habe mich“, so fiihrt Minkowski in seinem Briefe 
fort, ,ganz der Magie, wollte sagen der Physik ergeben. Ich habe meine 
praktischen Ubungen im physikalischen Institut, zu Hause studiere ich 
Thomson, Helmholtz und Konsorten; ja von Ende niichster Woche an 
arbeite ich sogar an einigen Tagen der Woche in blauem Kittel in einem 
Institut zur Herstellung physikalischer Instrumente, also ein Praktikus 
schindlichster Sorte“. Von Heinrich Hertz in Bonn fiihlte sich Minkowski 


*) Ueber die Kérper konstanter Breite. Moskau, Mathematische Sammlung 
(Matematiteskij Sbornik), Bd. 25, S. 505—508. 

**) Ueber die Bewegung eines festen Kérpers in einer Fliissigkeit. Sitzungs- 
berichte der Berliner Akademie 1888, 8S. 1095—1110. 
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stark angezogen; er auBerte, dab er, wenn Hertz am Leben geblieben 
wire, sich schon damals mehr der Physik zugewandt hiitte. 

August 1892 war Minkowski zum auBerordentlichen Professor in der 
philosophischen Fakultit zu Bonn ernannt worden. April 1894 ermég- 
lichte auf Minkowskis und meinen dringenden Wunsch der damalige 
Ministerialrat Althoff, der Scharfblickende, in dem Minkowski sehr friih- 
zeitig einen Génner und Bewunderer gefunden hatte, die Versetzung Min- 
kowskis nach Kénigsberg und ein Jahr spiter wurde Minkowski dann 
in Kénigsberg mein Nachfolger im dortigen Ordinariat fiir Mathematik. 
Aus diesem Amte schied er Oktober 1896, um einem Rufe als Professor 
fiir Mathematik an das Eidgendéssische Polytechnikum in Ziirich zu 
folgen. Dort verheiratete er sich im Jahre 1897 mit Auguste Adler aus 
StraBburg i. E. In Ziirich blieb er bis zum Herbst 1902. Da war es 
wiederum Althoff, der Minkowski auf den fiir seine Wirksamkeit ange- 
messensten Boden verpflanzte; mit einer Kiihnheit, wie sie vielleicht 
in der Geschichte der Verwaltung der PreuBischen Universititen beispiellos 
dasteht, schuf Althoff aus nichts hier in Géttingen eine neue ordentliche 
Professur, und dieser Tat Althoffs danken wir es, daB seit Herbst 1902 
Minkowski der unsrige gewesen ist. Bereits Oktober 1901 hatte ihn unsere 
Gesellschaft zu ihrem korrespondierenden Mitgliede in der mathematisch- 
physikalischen Klasse gewihlt. , 

Als Frucht der vielseitigen theoretisch-physikalischen Studien, die 
Minkowski auch in Ziirich betrieben hatte und in Géttingen fortsetzte, ist 
der Enzyklopidieartikel tiber Kapillaritét*) anzusehen, in welchem er in 
wahrhaft musterhafter Weise in aller Kiirze, dem beschrinkten Raum ent- 
sprechend, die siimtlichen theoretischen Gesichtspunkte dieses Kapitels der 
Physik auseinandersetzt und die schwierigen mathematischen Grundlagen, 
insbesondere soweit sie die Variationsrechnung betreffen, in origineller, 
zum Teil ganz neuer Form entwickelt. 

Aber am nachhaltigsten fesselten Minkowski die modernen elektro- 
dynamischen Theorien, die er mehrere Semester hindurch mit mir ge- 
meinsam betrieb, insbesondere in Vortriigen, zu denen das von ihm und 
mir geleitete Seminar AnlaB bot. Die letzten Schépfungen Minkowskis 
entsprangen diesen Studien, denen er mit groBem Eifer oblag; hatte er 
doch fiir die niichsten Semester Vorlesungen und Seminar tiber Elektronen- 
theorie geplant. 

H. A. Lorentz hat zuerst erkannt, daB die Grundgleichungen der Elektro- 
dynamik fiir den reinen Ather die Eigenschaft der Invarianz gegentiber 
denjenigen gleichzeitigen Transformationen der Raumkoordinaten x, y,¢ und 


*) Enzyklopiidie der mathematischen Wissenschaften, Bd. V 1, Heft 4, 8. 558—613. 
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des Zeitparameters ¢ besitzen, die — falls man die Lichtgeschwindigkeit 
gleich 1 nimmt — den Ausdruck z* + y?+ 2*— @ in sich tiberfihren. Im 
Zusammenhang mit dieser rein mathematischen Tatsache und in der Absicht, 
davon Rechenschaft zu geben, daB eine relative Bewegung der Erde gegen 
den Lichtather nicht wahrgenommen wird, war jener scharfsinnige Forscher 
in kiihnem Gedankenfluge zu der Einsicht gelangt, daB der Begriff des starren 
K6rpers in dem bisherigen Sinne nicht aufrecht zu erhalten sei, sondern in 
der Weise modifiziert werden miisse, daB Elektrizitit und Materie, sofern 
sie eine Bewegung von der Geschwindigkeit v besitzen, in Richtung dieser 
Bewegung eine Verkiirzung ihrer Ausdehnung erfahren und zwar im Ver- 
hiltnis 1:/1—v*. DaB eine weitere Konsequenz dieser Idee eine neu- 
artige Auffassung des Zeitbegriffes ist, und insbesondere alle den Lorentz- 
Transformationen entsprechenden Bezugsysteme zur Einfiihrung eines Zeit- 
parameters gleichberechtigt sind, dies erkannt zu haben, ist das Verdienst 
des Physikers Einstein. 

Die Ideenbildungen von Lorentz und Einstein, die man unter dem 
y es des Relativitaitsprinzipes zusammenfaBt, waren es, die Minkowski 
die Anregung zu seinen wichtigen und auch in weiteren Kreisen bekannt 
gewordenen elektrodynamischen Untersuchungen gaben. Minkowski*) legte 
sofort jener mathematischen Tatsache der Invarianz der elektrodynamischen 
Grundgleichungen gegeniiber den Lorentz-Transformationen die allgemeinste 
und weitgehendste Bedeutung bei, indem er diese Invarianz als eine Eigen- 
schaft auffaBte, die itiberhaupt allen Naturgesetzen zukomme, ja daB sie 
nichts Anderes als eine schon in den Begriffen Raum und Zeit selbst ent- 
haltene und diese beiden Begriffe gegenseitig verkettende und miteinander 
verschmelzende Kigenschaft sei. Auch dem Nicht-Naturforscher ist die 
Tatsache geliufig, daB die Naturgesetze von der Orientierung im Raume, 
sowie von der Zeit unabhingig sind, und ferner lehrt die gewdhnliche 
Mechanik, -daB, wenn ein System sich bewegt, stets auch diejenige Be- 
wegung statthaben kann, bei welcher die Geschwindigkeitsvektoren siimt- 
licher materieller Punkte je um einen konstanten Vektor vermehrt sind: 
dariiber hinaus behauptet nun nach Minkowski das Relativitatsprinzip — 
oder, wie es Minkowski spiiter nennt, das Weltpostulat —, daB die Natur- 
gesetze in einem noch viel héheren Sinne von Raum und Zeit unabhiingig, 
naimlich invariant gegeniiber allen Lorentz-Transformationen sind. Indem 
nun durch die Lorentz-Transformationen gewisse Abianderungen des Zeit- 
parameters zugelassen werden, die nicht bloB auf eine veriinderte Wahl 
des Zeitanfanges hinauslaufen, fallt konsequenterweise iiberhaupt der Be- 
griff der Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse als an sich existierend. Nur 





*) Die Grundgleichungen fiir die elektromagnetischen Vorgiinge in bewegten 
Koérpern. Gdttinger Nachrichten 1908, 8S. 53—111. 
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weil wir gewohnt sind, ein bestimmtes Bezugsystem fiir Raum und Zeit 
stark approximativ eindeutig zu wahlen, halten wir den Begriff der Gleich- 
zeitigkeit fiir einen absoluten — ungefihr wie Wesen, gebannt an eine 
enge Umgebung eines Punktes auf einer Kugeloberflache, darauf verfallen 
kénnten, die Kugel sei ein geometrisches Gebilde, an welchem ein Durch- 
messer an sich ausgezeichnet ist. Tatsiichlich ist die Sachlage die, daB 
stets zwei Ereignisse, die an zwei Orten zu zwei verschiedenen Zeiten 
stattfinden, als gleichzeitig aufgefaBt werden kinnen, sobald die Zeit- 
differenz kleiner als die Entfernung beider Orte, d. h. diejenige Zeit 
ausfallt, die das Licht braucht, um von dem einen Orte zu dem andern 
zu gelangen. Ahnlich verhilt es-sich mit drei Ereignissen zu drei ver- 
schiedenen Zeiten, die ebenfalls als gleichzeitig stattfindend aufgefabt 
werden kénnen, sobald gewisse Ungleichheiten zwischen den Raum- und 
Zeitparametern erfillt sind. Erst durch vier Ereignisse ist im allgemeinen 
das Bezugsystem von Raum und Zeit eindeutig festgelegt. — ,,Von Stund 
an sollen Raum fir sich und Zeit fiir sich villig zu Schatten herabsinken, 
und nur noch eine Art Union der beiden soll Selbstiindigkeit bewahren.“ 
So bekannte sich Minkowski eingangs des eindrucksvollen Vortrages*), den 
er auf der vorjahrigen Naturforscherversammlung zu Kéln vor einer zahl- 
reichen, ihm mit gréBter Aufmerksamkeit folgenden Zuhérerschaft, be- 
stehend aus Mathematikern, Physikern und Philosophen, gehalten hat. 
Um die in Rede stehende Invarianz der Naturgesetze richtig zu ver- 
stehen, ersetze man sowohl die Raum- und Zeitparameter z, y, z,¢, wie 
auch diejenigen GréBen, die in den die Naturgesetze ausdriickenden Glei- 
chungen als Funktionen von 2, y, z,¢ auftreten, durch die entsprechend 
linear transformierten GréBen: dann miissen die erhaltenen Gleichungen 
die nimliche Form fiir die neuen GréBen in den neuen Verinderlichen 
aufweisen. Beispielsweise sind im Falle der elektrodynamischen Grund- 
gleichungen die mit der Dichte multiplizierten Geschwindigkeitskompo- 
nenten u,v, w zusammen mit der Dichte g als vier GréBen anzusehen, die 
in gleicher Weise mit den Variablen z, y, z,¢ transformiert werden; die 
Vektorenpaare dagegen, der elektrische und der magnetische Vektor einer- 
seits und die elektrische und magnetische Erregung andererseits, sind als 
je sechs GréBen anzusehen, die wie die sechs zweireihigen Determinanten 
einer Matrix zweier Raumzeitpunkte, d. h. etwa wie die Pliickerschen 
Linienkoordinaten sich transformieren. Da demnach bei diesen Trans- 
formationen eine Vermischung von Geschwindigkeiten und Dichte und 
ebenso von elektrischen und magnetischen Vektoren stattfindet, so ist 
absolut genommen eine Festlegung von Geschwindigkeit und Dichte der 


*) Raum und Zeit. Physikalische Zeitschrift, Bd. 10, 8. 108. 
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Substanz, sowie der elektrischen und magnetischen Vektoren nicht méglich; 
diese Begriffe hingen vielmehr ebenfalls wesentlich von der Wahl des Be- 
zugsystems fiir 2, y, 2, ¢ wa 

Minkowski wendet nun/ das eben gekennzeichnete und von ihm mathe- 
matisch prizisierte Weltpostulat — und darin erblicke ich seine bedeut- 
samste positive Leistung auf diesem Gebiete — dazu an, um die elektro- 
dynamischen Grundgleichungen fiir bewegte Materie, deren definitive Form 
unter den Physikern auBerordentlich strittig war, herzuleiten. Dazu sind 
nur drei sehr einfuche Grundannahmen nétig: namlich 

1) die Annahme, daB die Geschwindigkeit der Materie stets und an 
allen Orten kleiner als 1 d.h. als die Lichtgeschwindigkeit ist; 

2) das Axiom, daB, wenn an einer einzelnen Stelle die Materie in 
einem Momente ruht — die Umgebung mag in irgendwelcher Bewegung 
begriffen sein — dann fiir jenen ,,Raumzeitpunkt“ zwischen den magne- 
tischen und elektrischen Vektoren und deren Ableitungen nach 2, y, ¢, ¢ 
genau die nimlichen Beziehungen statthaben, die zu gelten hiitten, falls 
alle Materie ruhte; 

3) die Annahme der von niemand bestrittenen elektrodynamischen 
Grundgleichungen fiir ruhende Materie. 

Die elektrodynamischen Grundgleichungen, die Minkowski auf diesem 
Wege erhiilt, lassen, was Durchsichtigkeit und Linheitlichkeit betrifft, 
nichts zu ra iibrig; sie stimmen mit den bisherigen Beobachtungen 
iiberein, weichen indes in mannigfaltiger Weise von den bis dahin ge- 
brauchten, von Lorentz und Cohn aufgestellten Gleichungen ab, indem 
diese keineswegs das Weltpostulat genau erfiillen. Die Minkowskischen 
elektrodynamischen Grundgleichungen sind eine notwendige Folgerung des 
Weltpostulates — sie sind von derselben GewiBheit wie dieses. 

Immer mehr und mehr befestigte sich Minkowski in der Uberzeugung 
von der allgemeinen Giiltigkeit und der eminenten Fruchtbarkeit und Trag- 
weite seines Weltpostulats und — die wunderbaren, vielverheiBenden Ideen 
von M. Planck iiber die Dynamik bewegter Systeme bestirkten ihn darin — 
von der Notwendigkeit einer Reform der gesamten Physik nach Mabgabe 
dieses Postulats. 

Was die Mechanik betrifft, so gelangte Minkowski durch Einfiihrung 
des Begriffs der Eigenzeit eines materiellen Punktes zu einem gewissen 
System modifizierter Newtonscher Bewegungsgleichungen, bestehend aus 
vier Gleichungen, von denen die drei ersten in die gewéhnlichen Newton- 
schen Gleichungen iibergehen, wenn man die Lichtgeschwindigkeit ¢ un- 
endlich werden liBt, wihrend die vierte eine Folge der drei ersten ist 
und den Satz von der Erhaltung der Energie ausspricht. In dieser 
dem Weltpostulat gemiB reformierten Mechanik fallen die Disharmonien 
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zwischen der Newtonschen Mechanik und der modernen Elektrodynamik 
von selbst weg. Aber die Minkowskische Untersuchung fiihrt dariiber 
hinaus zu der prinzipiell interessanten Tatsache, daB auf Grund des Welt- 
postulates die vollstiindigen Bewegungsgesetze allein aus dem Satz von 
der Erhaltung der Energie ableitbar sind. 

Ferner zeigte Minkowski, wie das Newtonsche Gravitationsgesetz zu 
modifizieren sei, damit es dem Weltpostulat geniigt. Das Minkowskische 
Gravitationsgesetz verkniipft mit der Minkowskischen Mechanik ist nicht 
weniger geeignet, die astronomischen Beobachtungen zu erkliren als das 
Newtonsche Gravitationsgesetz verkniipft mit der Newtonschen Mechanik. 
Dabei bedeutet die Minkowskische Formulierung eine Fortpflanzung der 
Gravitation mit Lichtgeschwindigkeit — was unserer heutigen Anschau- 
ungsweise iiber Fernwirkung weit besser entspricht als die alte Newtonsche 
Momentanwirkung. 

Als Beleg dafiir, wie die Minkowskische Betrachtungsweise, die sich 
stets in der vierdimensionalen Raum-Zeitmannigfaltigkeit x, y, z,t — 
Welt genannt — bewegt, erst imstande ist, die innere Einfachheit und 
den wahren Kern der Naturgesetze zu enthiillen, sei nur noch auf den 
wunderbar durchsichtigen, von Minkowski angegebenen Ausdruck fiir die 
so iuBerst komplizierte ponderomotorische Wirkung zweier bewegter 
elektrischer Teilchen hingewiesen. ° 

Damit ist die Wiirdigung der hauptsichlichsten Ergebnisse der Publi- 
kationen Minkowskis beendigt; aber die wissenschaftliche Wirksamkeit 
seiner Person ist durch die zur Verdffentlichung gelangten Schriften 
keineswegs erschépft. Nach welchen Richtungen weiterhin und in wel- 
chem Sinne sich diese Wirksamkeit Minkowskis vornehmlich erstreckte, 
bedarf noch einer kurzen Darlegung, da erst dann die volle Bedeutung 
Minkowskis fiir die Entwicklung der Mathematik der Gegenwart sich er- 
kennen 1aBt. 

Zuniichst gedenke ich der Stellungnahme Minkowskis gegeniiber der- 
jenigen mathematischen Disziplin, welche heute eine hervorragende Rolle 
in unserer Wissenschaft einnimmt und ihren gewaltigen EinfluB auf alle 
Gebiete der Mathematik ausstrémt, niimlich der Mengentheorie. Diese 
von Georg Cantor zuerst in fruchtbarer Weise in Angriff genommene und 
durch kiihne Ideen zu gewaltiger Héhe gefiihrte Lehre wurde damals von 
dem im Gebiet der Zuahlentheorie maBgebenden Mathematiker Kronecker 
aufs entschiedenste bekimpft. Obwohl Minkowski in Berlin bei Kronecker 
studiert hatte und sich dem michtigen EinfluB, den dieser in der Zahlen- 
theorie ausiibte, willig hingab: die Vorurteile, von denen Kronecker be- 
fangen war, durchschaute er friihzeitig; er war der erste Mathematiker 
unserer Generation — und ich habe ihn darin nach Kraften unterstiitzt —, 
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der die hohe Bedeutung der Cantorschen Theorie erkannte und zur Gel- 
tung zu bringen suchte. ,,Die spitere Geschichte“, so fihrt Minkowski 
in einem in Kénigsberg gehaltenen Vortrag iiber das Aktual-Unendliche 
in der Natur aus, ,,wird Cantor als einen der tiefsinnigsten Mathematiker 
dieser Zeit bezeichnen; es ist sehr zu bedauern, daB eine nicht auf sach- 
lichen Griinden allein beruhende Opposition, die von einem sehr ange- 
sehenen Mathematiker‘ — gemeint ist eben Kronecker — _,,ausging, 
Cantor die Freude an seinen wissenschaftlichen Forschungen triiben 
konnte“. Minkowski verehrte in Cantor den originellsten zeitgendssischen 
Mathematiker zu einer Zeit, als in damals maBgebenden mathematischen 
Kreisen der Name Cantor geradezu verpént war und man in Cantors 
transfiniten Zahlen lediglich schiidliche Hirngespinste erblickte. Min- 
kowski fuBerte wohl, daB Cantors Name noch genannt werden wiirde, 
wenn man die heute — weil sie modisch sind — im Vordergrunde stehen- 
den Mathematiker lingst vergessen hat. Der Umstand, daB ein Mann 
wie Minkowski, der das exakte Schlieben in der Mathematik gewisser- 
maBen verkérperte und dessen Sinn fiir echte Zahlentheorie iiber allem 
Zweifel war, so urteilte, ist der Verbreitung der Cantorschen Theorie, 
»dieser urspriinglichen Schépfung genialer Intuition und spezifischen ma- 
thematischen Denkens“, wie sie mit Recht kiirzlich ein jiingerer Mathe- 
matiker genannt hat, sehr zustatten gekommen. 

Minkowski hat stets danach gestrebt, nicht nur iiber die Methoden 
der reinen Mathematik die Herrschaft zu erlangen, sondern auch den 
wesentlichen Inhalt aller derjenigen Wissensgebiete sich anzueignen, in 
denen die Mathematik als Hilfswissenschaft eine entscheidende Rolle zu 
spielen berufen ist. Wie tief er dann in solche Wissensgebiete, die 
seinem eigentlichen Arbeitsfelde fern lagen, eindrang und wie kritisch 
auch hier sein Blick war, zeigen die mannigfachen Vortriige, die er bei 
verschiedenen Anlissen, namentlich in unserer mathematischen Gesellschaft, 
gehalten hat, sowie seine Universititsvorlesungen. Zumal in Géttingen 
hat Minkowski auBer den iiblichen Vorlesungen eine groBe Anzahl von 
Spezialvorlesungen iiber die verschiedensten Gegenstiinde gehalten, z. B. 
iiber Linien- und Kugelgeometrie, Analysis situs, automorphe Funktionen, 
Invariantentheorie, Warmestrahlung und Wahrscheinlichkeitsrechnung. Diese 
Vorlesungen waren stets klar durchdacht und fein geformt; ihr Ziel war, 
die Ergebnisse neuester Forschung kritisch zu sichten, auf die einfachste 
Form zu bringen und alsdann in Verbindung mit den alten Sitzen der 
Theorie einheitlich zur Darstellung zu bringen. Wie sehr es ihm dabei 
gelang, auch den schwerfilligeren Zuhérern die Wege zu ebnen und die 
reiferen ganz fiir sich zu gewinnen, beweist der steigende Zuspruch, 
dessen sich diese Vorlesungen in Géttingen erfreuten. Besonders verstand 
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er es, in héheren Vorlesungen junge Mathematiker zu eigenen Forschungen 
anzuregen. Unter den Dissertationen, die seiner Anregung zu verdanken 
sind, seien nur die von L. Kollros, Un algorithme pour l’approximation 
simultanée de deux grandeurs (1905), und E. Swift, Uber die Form und 
Stabilitét gewisser Flissigkeitstropfen (1907), genannt, deren wertvolle 
Resultate in weiteren Fachkreisen bekannt geworden sind. 

DaB Minkowski auch Nichtfachleuten durch die Heranziehung treffen- 
der Gieichnisse und anschaulicher Bilder iiber schwierige mathematische 
Gegenstiinde vorzutragen und in ihnen eine Vorstellung von der GréBe 
und Erhabenheit unserer Wissenschaft zu erwecken wubte, zeigt am 
besten die Rede, die er in der Festsitzung der Géttinger mathematischen 
Gesellschaft zur hundertjihrigen Wiederkehr des Geburtstages von Di- 
richlet gehalten hat*). Die begeisterten und klaren Ausfiihrungen, die 
dort Minkowski iiber den Charakter der Zahlentheorie, ihre Bedeutung 
und ihre Stellung zu anderen Disziplinen machte, beruhen auf einer tiefen 
Erfassung des Wesens der Zahlentheorie und sind das Beste, was je tiber 
diese wunderbarste Schépfung menschlichen Geistes gesagt worden ist. 
Hierfiir sei das Zeugnis desjenigen Mathematikers angerufen, der als 
Schiiler von Dirichlet ein kompetentes Urteil hat, und den wir heute im 
In- und Auslande als den Senior der Mathematiker, als den einzigen 
lebenden Heros aus der gréBten Epoche der Zahlentheorie verehren diirfen. 
wlch habe Ihren Vortrag“, so schrieb Richard Dedekind an Minkowski, 
ymit gréBtem Genu8 fiinfmal und noch viel éfter durchgelesen und bin 
besonders von der groBen historischen Auffassung ergriffen, mit der Ihr 
Vortrag die tiefsten Gedanken unserer Wissenschaft deutlich erfaBt und 
in ihrer Entwicklung verfolgt*. 

Trotz seiner milden Denkart war Minkowski im Grunde kritisch, er 
erkannte leicht die Schwichen einer Beweisfiihrung oder einer Ideen- 
bildung und legte im allgemeinen auch an die Arbeiten anderer einen 
strengen Mafstab an. Er unterschied scharf zwischen oberflichlichen und 
soliden Mathematikern. Von einer guten mathematischen Arbeit ver- 
langte er, daB in ihr eine klar gestellte und des Interesses werte Frage 
gelist werde. 

So sehr er von echter Bescheidenheit war und mit seiner Person 
gern im Hintergrunde blieb, war er doch von der innersten Uberzeugung 
getragen, daB vieles von dem, was er schuf, die Arbeiten anderer zeit- 
genéssischer Autoren iiberleben und einst zur allgemeinen Anerkennung 
gelangen wiirde. Den von ihm gefundenen Satz von der Lésbarkeit 


*) P. G. Lejeune Dirichlet und seine Bedeutung fiir die heutige Mathematik. 
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 14, 8. 149—163. 
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linearer Ungleichungen mit der Determinante 1, seinen Beweis fiir die 
Existenz von Verzweigungszahlen im Zahlkérper oder die Reduktion der 
kubischen Ungleichung, die die vorhin genannte Maximaleigenschaft der 
Kugel ausdriickt, auf eine quadratische Ungleichung stellte er wohl inner- 
lich selbst den besten Leistungen der mathematischen Klassiker auf dem 
Gebiet der Zahlentheorie und Geometrie gleichwertig un die Seite. 

Man miisse fleiBig sein, das Leben sei ja so kurz, auBerte er wohl. 
Und in der Tat, die Wissenschaft begleitete ihn iiberall, sie war ihm zu 
jeder Zeit interessant und ermiidete ihn an keinem Ort, sei es auf einem 
Ausflug, in der Sommerfrische oder in der Bildergalerie, in dem Eisen- 
bahncoupé oder auf dem GroBstadtpflaster. 

Noch in den letzten Niichten, die er zu Hause zubrachte, beschiftigte 
ihn die Formung der Worte in seinem Kélner Vortrage, und er iber- 
legte, welche Wendung dem naiven Sprachgefiihl besser entspriiche. Das 
war charakteristisch fiir ihn: er strebte zuerst nach Einfachheit und 
Klarheit des Gedankens — Dirichlet und Hermite waren darin seine Vor- 
bilder —, dann bemiihte er sich, dem Gedanken auch eine vollkommene 
Darstellung zu geben. Er war von groBer Genauigkeit und einer ins 
kleinste Detail gehenden Eigenheit, was die Wahl der Bezeichnungen und 
der Buchstaben betraf, eine Genauigkeit, die — freilich wie bei Min- 
kowski gepaart mit einem aufs GroBe gerichteten Blick — dem rechten 
Forscher stets eigen ist, und die wir heute bedauerlicherweise seltener 
werden sehen. Auch sonst, wenn er im kleineren Kreise iiber einen 
wissenschaftlichen Gegenstand sprach, legte er auf die Form und den 
Ausdruck Wert, und besonders in unserer mathematischen Gesellschaft 
verfehlte er selten, seinem Vortrage einige wohl iiberlegte, die Zuhérer 
anregende Bemerkungen vorauszuschicken. 

Frei von aller vorgefaBten Meinung und von aller Einseitigkeit zeigte 
er auch fiir die entferntesten Anwendungen der Mathematik Interesse — 
immer der Meinung, daB diese auch der reinen Wissenschaft schlieBlich 
zum Vorteil dienen wiirden. So nahm er auch an den Sitzungen der 
Géttinger Vereinigung fiir angewandte Mathematik und Physik aufs 
regste teil. 

Er besaB eine scharfe Beobachtungsgabe auch fir Dinge, die nicht 
seine Wissenschaft betrafen. Wie er denn iiberhaupt fiir alles, was 
Menschen bewegt — von der Politik bis zum Theater — Verstiindnis, 
nicht selten Eifer und Lebhaftigkeit bekundete. Dem Fernerstehenden 
schien es mitunter bei dem im allgemeinen ruhigen Temperament Min- 
kowskis, als schenke er einer Sache wenig Interesse: oft fiel gerade dann 
von Minkowskis Seite eine Bemerkung, die den Kern der Sache traf, oder 
er hatte gar ein Zitat aus Faust bereit, den er vollstindig auswendig 
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konnte. Noch in der letzten arbeitsreichsten Zeit seines Lebens liebte 
er es, seinen Kindern Gedichte von Goethe und Schiller auswendig vor- 
zutragen — mit der Begeisterung, die ihm aus seiner Jugendzeit frisch 
geblieben war. 

Fiir seine Person war er iuBerst einfach und anspruchslos, mehr 
bedacht auf das Wohlergehen seiner Angehérigen als auf sein eigenes. 

Er war von unentwegtem Optimismus, stets iiberzeugt, daB das Gute 
und Richtige zum schlieBlichen Siege gelangen wiirde. Fiir junge heran- 
wachsende Mathematiker hatte er viel persénliches Interesse und sah sie 
haufig bei sich im Hause; er sprach sich bisweilen tiberschwenglich tiber 
die Kenntnisse und den FleiS einzelner unter ihnen aus und setzte groBe 
Hoffnungen auf ihre Zukunft. 

Seit meiner ersten Studienzeit war mir Minkowski der beste und 
zuverlissigste Freund, der an mir hing mit der ganzen ihm eigenen Tiefe 
und Treue. Unsere Wissenschaft, die uns das liebste war, hatte uns 
zusammengefiihrt; sie erschien uns wie ein bliihender Garten; in diesem 
Garten gibt es geebnete Wege, auf denen man miihelos genieBt, indem 
man sich umschaut, zumal an der Seite eines Gleichempfindenden. Gern 
suchten wir aber auch verborgene Pfade auf und entdeckten manche neue, 
uns schén diinkende Aussicht, und wenn der eine dem andern sie zeigte 
und wir sie gemeinsam bewunderten, war unsere Freude vollkommen. 

Sein stiller Sinn stand nicht nach aiuBeren Zeichen der Anerkennung; 
doch empfand er eine lebhafte Genugtuung, wenn mir eine solche zuteil 
wurde. Allem, was mich betraf, brachte er sein stets gleichbleibendes 
Interesse und seine herzlichste Teilnahme entgegen. Zumal die kleine 
Stadt hier erleichterte unsern Verkehr: ein Telephonruf zur Vermittlung 
einer Verabredung oder ein paar Schritte iiber die StraBe und ein Stein- 
chen an die klirrende Scheibe des kleinen Eckfensters seiner Arbeitsstube 
— und er war da, zu jeder mathematischen oder nichtmathematischen 
Unternehmung bereit. 

Noch auf der Krankenbahre liegend — todeswund — galten seine 
Gedanken dem Bedauern, daB er in der niichsten Stunde des Seminars, in 
der ich meine Lésung des Waringschen Problems vortragen wollte, nicht 
zagegen sein kénne. Seinem Andenken darum habe ich meine die Lésung 
enthaltende Abhandlung gewidmet, die erste, von deren Inhalt er keine 
Kenntnis mehr genommen hat und iiber deren Korrekturbogen sein 
sicheres Auge nicht geglitten ist. 

Er war mir ein Geschenk des Himmels, wie es nur selten jemand 
zuteil wird, und ich mu dankbar sein, dab ich es so lange besab. 

Jeder, der ihm niaher stand, empfand die Harmonie seiner Persén- 
lichkeit und den Zauber seiner Genialitait; sein Wesen war wie der Klang 
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einer Glocke, so hell in dem Glick bei der Arbeit und der Heiterkeit 
seines Gemiites, so voll in der Bestindigkeit und Zuverlissigkeit, so rein 
in seinem idealen Streben und seiner Lebensauffassung. 

Wie er gelebt hat, so starb er — als Philosoph. Wenige Stunden 
noch vor seinem Tode traf er die Anordnungen iiber die Korrektur seiner 
im Druck befindlichen Arbeit und iiberlegte, ob es sich empfehlen wiirde, 
seine unfertigen Manuskripte zu verwerten. Er sprach sein Bedauern 
iiber sein Schicksal aus, da er doch noch vieles hiitte machen kénnen; 
seiner letzten elektrodynamischen Arbeit aber wiirde es vielleicht zugute 
kommen, daB er zur Seite trete — man werde sie mehr lesen und mehr 
anerkennen. Zum Abschiednehmen verlangte er nach den Seinigen und 
nach mir. 

Mehr als sechs Jahre hindurch haben wir, seine nichsten mathema- 
tischen Kollegen, jeden Donnerstag piinktlich drei Uhr mit ihm zusammen 
den mathematischen Spaziergang auf den Hainberg gemacht — auch den 
letzten Donnerstag vor seinem Tode, wo er uns mit besonderer Leb- 
haftigkeit von den neuen Fortschritten seiner elektrodynamischen Unter- 
suchungen erzihlte: den Donnerstag darauf — wiederum um drei Uhr — 
gaben wir ihm das letzte Geleit. Dienstag, den 12. Januar, mittags, war 
er einer Blinddarmentziindung erlegen; bei dem bésartigen Charakter, mit 
dem die Krankheit auftrat, hatte auch die Sonntag Nacht ausgefiihrte 
Operation nicht mehr helfen kénnen. 

Jiéh hat ihn der Tod von unserer Seite gerissen. Was uns aber der 
Tod nicht nehmen kann, das ist sein edles Bild in unserem Herzen und 
das BewuBtsein, daB sein Geist in uns fortwirkt. 
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Einleitung. 


Uber die Grundgleichungen der Elektrodynamik fiir bewegte Kérper 
herrschen zur Zeit noch Meinungsverschiedenheiten. Die Ansiitze von Hertz*) 
(1890) muBten verlassen werden, weil sich herausgestellt hat, daB sie mit 
verschiedenen experimentellen Ergebnissen in Widerspruch geraten. 

1895 publizierte H. A. Lorentz**) seine Theorie der optischen und 
elektrischen Erscheinungen in bewegten Kérpern, die, auf atomistischer 
Vorstellung von der Elektrizitit fuBend, durch ihre groBen Erfolge die 
kiihnen Hypothesen, von denen sie getragen und durchsetzt wird, zu 
rechtfertigen scheint. Die Lorentzsche Theorie***) geht aus von gewissen 
urspriinglichen Gleichungen, die an jedem Punkte des ,Athers“ gelten 
sollen, und gelangt daraus durch Mittelwertsbildungen tiber ,,physikalisch 
unendlich kleine“ Bereiche, die schon zahlreiche ,,Elektronen“ enthalten, 
za den Gleichungen fiir die Vorginge in ponderablen Kérpern. 

Insbesondere gibt sich die Lorentzsche Theorie Rechenschaft von der 
Nichtexistenz einer Relativbewegung der Erde gegen den Lichtiither; sie 
bringt diese Tatsache in Zusammenhang mit einer Kovarianz jener ur- 
spriinglichen Gleichungen bei gewissen gleichzeitigen Transformationen der 
Raum- und Zeitparameter, die von H. Poincaré+) den Namen Lorentz- 
Transformationen erhalten haben. Fiir jene urspriinglichen Gleichungen 
ist die Kovarianz bei den Lorentz-Transformationen eine rein mathe- 
matische Tatsache, die ich das Theorem der Relativitdt nennen will; dieses 
Theorem beruht wesentlich auf der Gestalt der Differentialgleichung fiir 
die Fortpflanzung von Wellen mit Lichtgeschwindigkeit. 

Nun kann man, ohne noch zu bestimmten Hypothesen iiber den Zu- 
sammenhang von Elektrizitiit und Materie sich zu bekennen, erwarten, 
jenes mathematisch evidente Theorem werde seine Konsequenzen so weit 
erstrecken, daB dadurch auch die noch nicht erkannten Gesetze in bezug 
auf ponderable Kérper irgendwie eine Kovarianz bei den Lorentz-Trans- 
formationen iibernehmen werden. Man duBert damit mehr eine Zuversicht, 
als bereits eine fertige Einsicht, und diese Zuversicht will ich das Postu- 
lat der Relativitét nennen. Die Sachlage ist erst ungefahr eine solche, 
als wenn man die Erhaltung der Energie postuliert in Fillen, wo die 
auftretenden Formen der Energie noch nicht erkannt sind. 





*) Uber die Grundgleichungen der Elektrodynamik fiir bewegte Kérper. Wiede- 


manns Ann. 41, p. 369. 1890 (auch in: Ges. Werke Bd. I, p. 256. Leipzig 1892). 
**) Versuch einer Theorie der elektrischen und optischen Erscheinungen in be- 
wegten Kérpern, Leiden 1895. ¢ 
**) Vgl. Enzyklopidie der math. Wissenschaften, Bd. V 2, Art.14. Weiterbildung 
der Maxwellschen Theorie. Elektronentheorie. 
+) Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXI (1906), p. 129. 











474 H. Muxxowskxt. 


Gelangt man hernach dazu, die erwartete Kovarianz als einen be- 
stimmten Zusammenhang zwischen lauter beobachtbaren GréBen bei be- 
wegten Kérpern zu behaupten, so mag alsdann dieser bestimmte Zusammen- 
hang das Prinzip der Relativitét heiBen. 

Diese Unterscheidungen scheinen mir niitzlich, um den gegen- 
wirtigen Stand der Elektrodynamik bewegter Kérper charakterisieren zu 
kénnen. 

H. A. Lorentz hat das Relativititstheorem gefunden und das Rela- 
tivititspostulat geschaffen, als eine Hypothese, daB Elektronen und Materie 
infolge von Bewegung Kontraktionen nach einem gewissen Gesetze er- 
fahren. 

A. Einstein*) hat es bisher am schirfsten zum Ausdruck gebracht, 
daB dieses Postulat nicht eine kiinstliche Hypothese ist, sondern vielmehr 
eine durch die Erscheinungen sich aufzwingende neuartige Auffassung des 
Zeitbegrifts. 

Das Prinzip der Relativitit jedoch in dem von mir gekennzeichneten 
Sinne ist fiir die Elektrodynamik bewegter Kérper bisher noch gar nicht 
formuliert worden. In der gegenwéiirtigen Abhandlung erhalte ich, indem 
ich dieses Prinzip formuliere, die Grundgleichungen fiir bewegte Korper in 
einer durch dieses Prinzip villig eindeutig bestimmten Fassung. Dabei wird 
sich zeigen, dap keine der bisher fiir diese Gleichungen angenommenen 
Formen sich diesem Prinzipe genau fiigt. 

Man sollte vor allem erwarten, daf die von Lorentz angenommenen 
Grundgleichungen fiir bewegte Kérper dem Relativititspostulate ent- 
sprichen. Es zeigt sich indes, daB dieses nicht der Fall ist fir die all- 
gemeinen Gleichungen, die Lorentz fiir beliebige, auch magnetisierte 
Kérper hat, daB es aber allerdings approximativ (unter Vernachlissigung 
der Quadrate der Geschwindigkeiten der Materie gegen das Quadrat der 
Lichtgeschwindigkeit) der Fall ist fir diejenigen Gleichungen, die Lorentz 
hernach fiir nichtmagnetisierte Kérper erschlieBt; es kommt aber diese 
spitere Anpassung an das Relativititspostulat wieder nur dadurch zu- 
stande, daB die Bedingung des Nichtmagnetisiertseins ihrerseits in einer 
dem Relativititspostulate nicht entsprechenden Weise angesetzt wird, also 
durch eine zufillige Kompensation zweier Widerspriiche gegen das Rela- 
tivitiitspostulat. Indessen bedeutet diese Feststellung keinerlei Einwand 
gegen die molekulartheoretischen Hypothesen von Lorentz, sondern es 
wird nur klar, daB die Annahme der Kontraktion der Elektronen bei Be- 
wegung in der Lorentzchen Theorie schon an einer friiheren Stelle, als 
dieses durch Lorentz geschieht, eingefiihrt werden miiBte. 








*) Ann. d. Phys. 17, p. 891, 1905. 
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In einem Anhange gehe ich noch auf die Stellurg der klassischen 
Mechanik zum Relativitiatspostulate ein. Eine leicht vorzunehmende An- 
passung der Mechanik an das Relativititspostulat wiirde fiir die beobacht- 
baren Erscheinungen kaum merkliche Differenzen ergeben, wiirde aber zu 
einem sehr iiberraschenden Erfolge fiihren: Mit der Voranstellung des 
Relativititspostulates schafft man sich genau das hinreichende Mittel, wm 
hernach die vollstindigen Gesetze der Mechanik allein aus dem Satze von 
der Erhaltung der Energie (und Aussagen tiber die Formen der Energie) 
zu entnehmen. 


§ 1. 
Bezeichnungen. 


Ein Bezugsystem 2, y, z,¢ rechtwinkliger Koordinaten im Raume und 
der Zeit sei gegeben. Die Zeiteinheit soll in solcher Beziehung zur 
Lingeneinheit gewahlt sein, dab die Lichtgeschwindigkeit im leeren 
Raume 1 ist. 

Obwohl ich an sich vorziehen wiirde, die von Lorentz gebrauchten 
Bezeichnungen nicht zu andern, scheint es mir doch wichtig, gewisse Zu- 
sammengehérigkeiten durch eine andere Wahl der Zeichen von vornherein 
hervortreten zu lassen. Ich werde den Vektor 

der elektrischen Kraft €, der magnetischen Erregung M, der elektrischen 

Erregung ¢, der magnetischen Kraft m 
nennen, so daB also €, Mt, e, m an die Stelle von E, B, D, H bei Lorentz 
treten sollen. 

Ich werde mich ferner des Gebrauchs komplexer Gréfen in einer 
Weise, wie dies bisher in physikalischen Untersuchungen noch nicht tib- 
lich war, bedienen, namentlich statt mit ¢ mit der Verbindung i ope- 
rieren, wobei i die imaginiire Einheit Y/—1 bedeute. Andererseits werden 
ganz wesentliche Umstiinde in Evidenz treten, indem ich eine Schreibweise 
mit Indizes benutzen werde, niimlich oft an Stelle von 

a, Y, 2, it Hy, Vy, Uy, Us 

setzen und hierauf einen allgemeinen Gebrauch der Indizes 1, 2, 3, 4 
griinden werde. Dabei wird es sich, wie ich ausdriicklich hervorhebe, 
stets nur um eine iibersichtlichere Zusammenfassung rein reeller Beziehungen 
handeln, und der Ubergang zu reellen Gleichungen wird sich tiberall so- 
fort vollziehen lassen, indem von den Zeichen mit Indizes solche mit 
einem Index 4 stets rein imagindre Werte, solche mit keinem Index 4 oder 
mit zwei Indizes 4 stets reelle Werte bedeuten werden. 


Ein einzelnes Wertsystem 2, y, 2, t bzw. 2%, %, Zs, 2, soll ein Raum- 
Zeitpunkt heiBen. 
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Ferner bezeichne w den Vektor Geschwindigkeit der Materie, « die 
Dielektrizitiéitskonstante, w die magnetische Permeabilitit, « die Leitfihigkeit 
der Materie, simtlich als Funktionen von 2, y, 2, ¢ (oder 2,, 2, 2s, 2) 
gedacht, weiter 9 die elektrische Raumdichte, 8 einen Vektor ,,elektrischer 
Strom“, zu dessen Definition wir erst in der Folge (in §7 und 8) kommen 
werden. 


Erster Teil. 
Betrachtung des Grenzfalles Ather. 


§ 2. 
Die Grundgleichungen fiir den Ather. 


Die Lorentzsche Theorie fiihrt die Gesetze der Elektrodynamik der 
ponderablen Kérper durch atomistische Vorstellungen von der Elektrizitat 
zuriick auf einfachere Gesetze; an diese einfacheren Gesetze kniipfen wir 
hier ebenfalls an, indem wir fordern, daB sie den Grenzfall «= 1, uw = 1, 
6 = der Gesetze fiir ponderable Kérper bilden sollen. In diesem idealen 
Grenzfalle «= 1, »=—1,¢6=0 soll E=e, MP —wm sein und sollen an 
jedem Raum-Zeitpunkte 2, y, z, ¢ die Gleichungen bestehen: 


(1) curl m — $= ow, 

(Il) dive=o, 
om 

(Il) curle +3 =0, 

(IV) div m = 0. 


Ich will nun schreiben 2,, 2, 2, %, fiir 2, y, 2, it (i =—Y—1), weiter 


Ory» Og, Os, Os 
fiir 


ew,, eWv,, ew,, iQ, 
d. s. die Komponenten des Konvektionsstromes gw und die mit i mul- 
tiplizierte Raumdichte der Elektrizitat, ferner 


hes for» fis» fa» fea» fos 


m,, m,, m,, — ie 


fiir 


a +, — t,, 


d. s. die Komponenten von m bzw. — ie nach den Achsen, endlich noch 
allgemein bei zwei der Reihe 1, 2, 3,4 entnommenen Indizes h, k 


hia = — fw 


also 
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hss = — fs, hs ” — fas, fos _ — his» 
fa = — hw fa = — fw fas = — fsa 
festsetzen. 


Alsdann schreiben sich die drei in (I) zusammengefaBten Gleichungen 
und die mit ¢ multiplizierte Gleichung (II): 
ie + ie + be 


= 01, 


Ofes 
ba, 
(A) Ofer 
0x, 


oe + te + os 


+ mn + n =e, 


+ a + mn 


= Q3, 


= 04. 


Andererseits eine a die drei in (III) zusammengefaBten 
Gleichungen, mit —i multipliziert, und die Gleichung (IV), mit — 1 
multipliziert, in ; 

the 4 Me 4 Mr 9 


? 


Cfss oy Bhs 

(B) ex, + Ox, + on, 0, 
Ofes Ofa of, 
ae, + Ox, + az, ia 0, 
Ofss , Os , Oe 
0x, + dn, + Ox, o& 


Man bemerkt bei dieser Schreibweise sofort die vollkommene Sym- 
metrie des ersten wie des zweiten dieser Gleichungssysteme in bezug auf 
die Permutationen der Indizes 1, 2, 3, 4. 


§ 3. 
”" Das Theorem der Relativitit von Lorentz. 


Die Schreibweise der Gleichungen (1)—(IV) in der Symbolik des 
Vektorkalkiils dient bekanntermaBen dazu, eine Invarianz (oder besser 
Kovarianz) des Gleichungssystems (A) wie des Gleichungssystems (B) bei 
einer Drehung des Koordinatensystems um den Nullpunkt in Evidenz zu 
setzen. Nehmen wir z. B. eine Drehung um die z-Achse um einen festen 
Winkel » vor unter Festhaltung der Vektoren e, m,w im Raume, fiihren 
also anstatt z,, 7, %,, 2, neue Variabelen z,’, 2,’, z,', 2, ein durch 


, . ‘ . , , 
L,= 2, COSM + XZ SING, 7% —=— 1, SINGH + L, COBH, T% = L,, Y= X%, 
dazu neue GréBen 9,’, 0,', @;, 0, durch 


0: = 0; COSP + Oy SING, Oy'—= — Q, SING + Oy COBY, Qy'= Os, O = 4, 
Mathematische Annalen. LXVIIL. 81 
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neue GréBen /},,..., fj, durch 


fis = fas C08 P + fy, SING, fp = — fos SI. + fy, COBY, fip= fie, 
fia fra 008 @ + fo SID, fyp—= — fia SID | + fog COSY, Fy = Fou, 
fia — fis (h, k = 1, 2, 3, 4), 
so wird notwendig aus (A) das genau entsprechende System (A’), aus 


(B) das genau entsprechende System (B’) zwischen den neuen, mit Strichen 
versehenen GréBen folgen. 


Nun lapt sich auf Grund der Symmetrie des Systems (A) wie des 
Systems (B) in den Indizes 1, 2, 3, 4 sofort ohne jede Rechnung das von 
Lorentz gefundene Theorem der Relativitit entnehmen. 


Ich will unter ip eine rein imaginiire GréBe verstehen und die Sub- 
stitution 


(1) a,'=—2,, 2,'=2,, 4,=2,cosiv+a2,siniy, z,——«,siniy +2, cosiy 
betrachten. Mittels 

-y 
e 


ae ev — 1 i+gq 
(2) — 3 tg iw = vre” =, y= 3 log nat i a 
wird 
cos i=, siniy — —_4_, 
Vi-@ Vi-¢@ 


wobei — 1 <q <1 ausfallt und /1—q* mit dem positiven Vorzeichen 
za nehmen ist. Schreiben wir noch 

(3) a'=—2,2,—y,4%,—2, 2=— it, 

so nimmt daher die Substitution (1) die Gestalt 


, , , z—qt , —qz+t 
(4) f-*, fem f° se f= eer 
mit lauter reellen Koeffizienten an. 

Ersetzen wir nun in den oben bei der Drehung um die z-Achse ge- 
nannten Gleichungen iiberall 1, 2, 3,4 durch 3, 4,1, 2, und gleichzeitig @ 
durch iy, so erkennen wir, dab, wenn gleichzeitig mit dieser Substitution 
(1) neue GréBen 9@,’, @,', 03, e, durch 


01° 01, Or = 02, Os = 03 COSiY +, SiN iY, E,— —Q, SiniY +e, cosiy, 
neve GréBen /;,,..., fj, durch 


fia = fey CO8tY + fig Sin iv, fy = — fy Sin tp + fig COBTY, [y= fos, 
fia = fra COS*D + fig SiN iY, fig = — fog Sint + fig COS*Y, fry = hia, 
fia — fir (h, k = 1, 2, 3, 4) 
eingefiihrt werden, alsdann ebenfalls das System (A) in das genau ent- 
sprechende System (A’), das System (B) in das genau entsprechende 
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System (B’) zwischen den neuen, mit Strichen versehenen GréBen iiber- 
gehen wird. 


Alle diese Gleichungen lassen sich sofort in rein reelle Gestalt um- 
schreiben und man kann das letzte Ergebnis so formulieren: 
Wird die reelle Transformation (4) vorgenommen und werden her- 


nach 2’, y’, 2, ¢ als ein Bezugsystem fiir Raum und Zeit angesprochen, 
werden zugleich 


, — w,+ 1 , , w, — , , , , 
(5) 0 — 0 (| 74 @? ), 0 WW,’ -_ e(= i) Q Wy _— ew,, Q Ww, - ew,, 
ferner 


6 , e,— qm, , — qe, +m, cae 
( ) e,’ = - ange ’ ‘ aia aay , e. = e; 
. . Vig Vi-q 
un 
: m,+ 4e , qm, +e , 
(7) m, = — y = —— = m, = m, 


“yise? 9 Vine 
eingefiihrt*), so kommen hernach fiir die Vektoren w’, e’, m’ mit den 
Komponenten wy, wi, Wy; ey, ey, ey; my, my, my in dem neuen Koor- 
dinatensystem 2’, y’, 2 und dazu die GréBe 9’ genau die zu (1)—(IV) 
analogen Gleichungen (1’)—(IV’) zustande, und zwar geht fiir sich das 
System (I), (II) in (I’), (II’), das System (III), (1V) in (III’), (IV’) tier. 

Wir bemerken, daB hier e, — qm,, ¢, + qm,, ¢, die Komponenten des 
Vektors e+ [vm] sind, wenn »v einen. Vektor in Richtung der positiven 
z-Achse vom Betrage |v| = q und [vm] das vektorielle Produkt der Vek- 
toren » und m bedeutet. Analog sind dann m, + qe,, m, —qe,, m, die 
Komponenten des Vektors m — [ve]. 

Die Gleichungen (6) und (7), wie sie paarweise unter einander stehen, 
kénnen durch eine andere Verwendung imaginiirer GréBen in 


_t +imy = (e, + ims) cos iv + (ey + imy,) sin iy, 
ey + imy = — (e, + im,) sin iy + (€, + imy) cos iy, 
ey + im: = e. + im, 


zusammengefaBt werden, und wir merken noch an, dab, wenn @ irgend- 
einen reellen Winkel bedeutet, aus diesen letzten Beziehungen ferner die 
Kombinationen 
(8) (ex + imy) cos p + (e + imy) sin 

= (e, + im,) cos (p + iv) + (¢, + im,) sin (y + ty), 


*) Die Gleichungen (5) stehen hier in anderer Folge, die Gleichungen (6) und 
(7) aber in der niimlichen Folge wie die zuvor genannten Gleichungen, die auf sie 
hinauskommen. 


31* 
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(9) — (ey + imy) sin m + (ey + imy) cos » 
= — (e, + im,) sin (p + iv) + (¢, + im,) cos (p + iv) 
hervorgehen. 


g 4. 
Spezielle Lorentz-Transformationen. 


Die Rolle, welche die z-Richtung in der Transformation (4) spielt, 
kann leicht auf eine beliebige Richtung tibertragen werden, indem sowohl 
das Achsensystem der z, y, z wie das der 2’, y’, 2’, jedes einer und der 
nimlichen Drehung in bezug auf sich unterworfen wird. Wir kommen 
damit zu einem allgemeineren Satze. 

Es sei » mit den Komponenten v,, v,, v, ein gegebener Vektor mit 
einem solchen von Null verschiedenen Betrage |v| = q, der kleiner als 1 
ist, von irgendeiner Richtung. Wir verstehen allgemein unter 0 eine 
beliebige auf » senkrechte Richtung und bezeichnen ferner die Kompo- 
nente eines Vektors t nach der Richtung »v oder einer Richtung 5 mit 
t, bzw. ty. 

Anstatt xz, y, z, ¢ sollen nun neue GréBen 2’, y', #, ¢ in folgender 
Weise eingefiihrt werden. Wird kurz r fiir den Vektor mit den Kompo- 
nenten 2, y, 2 im ersten, ferner r’ fiir den Vektor mit den Komponenten 
a’, y, 2 im zweiten Bezugsystem geschrieben, so soll sein fiir die Rich- 
tung von 0: 


t,— at 
(10) Ty == yi-@’ 
fiir jede auf » senkrechte Richtung 0: 
(il) % = ty, 
und ferner: 
—qt, +t 
12 = —— ° 
(12) —-4 


Die Bezeichnungen r, und rj hier sind in dem Sinne zu verstehen, 
daB der Richtung » und jeder zu v senkrechten Richtung b in z, y, z 
immer die Richtung mit den namlichen Richtungskosinus in 2’, y’, 2’ zu- 
geordnet wird. 

Eine Transformation, wie sie durch (10), (11), (12) mit der Bedin- 
gung 0<q< 1 dargestellt wird, will ich eine spezielle Lorente-Trans- 
formation nennen, und soll » der Vektor, die Richtung von v die Achse, 


der Betrag von v» das Moment dieser speziellen Lorentz-Transformation 
heiben. 
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Werden weiter 9’ und die Vektoren w', e’, m’ in 2’, y’, 2 dadurch 
definiert, dap a 
, e\— qu, 1) 
13 = 
’ , ew ae eg , , 
(14) CR @ Wy = EW;, 
ferner*) 
. ° _« (e+ im — i[w,e + im), 
e+ im), = ——--__—_ — 
(15) pti: vi-@ 
(e’ + im’), = (e + im — i[w, e + im]), 
ist, so folgt der Sate, daB das Gleichungssystem (1), (Il) und (Ill), (IV) 
jedesmal in das genau entsprechende System zwischen den mit Strichen ver- 
sehenen GriBen iibergeht. 
Die Auflésung der Gleichungen (10), (11), (12) fihrt auf: 
Hat = — ay tt 
(16) Tp Vi w=%, t= waa 
Wir schlieBen nun eine in der Folge sehr wichtige Bemerkung tiber 
die Beziehung der Vektoren w und w’ an. Es mége wieder die schon 
mehrfach gebrauchte Bezeichnung mit den Indizes 1, 2, 3, 4 herangezogen 
werden, so daB wir 2,’, x’,, 2; v fiir a’, y’, 2, it’ und @,', 05, 03, 04 
fir 9’wy, e’ wy, ew, ie’ setzen. Wie eine Drehung um die z-Achse, so 
ist offenbar auch die Transformation (4) und allgemeiner die Transfor- 
mation (10), (11), (12) eine solche lineare Transformation von der Deter- 
minante + 1, wodurch 


(17) ti? +af+afit+aoidi2zr+y+2—# 
in 
‘ i+ 2+ a2+a3, di c*+y%?+22-¢? 

iibergeht. 

Es wird daher auf Grund der Ausdriicke (13), (14) auch 

~~ (0: + es” + 0” + @4") = 9? (1 — 0,’ — w,? — ,”) = 97(1 — w?) 
in 9’?(1 — w"") tibergehen, oder mit andern Worten 
(18) eV1—w’, 


wobei die Quadratwurzel positiv genommen sei, eine Invariante bei Lo- 
rentz-Transformationen sein. | 


*) Die runden Klammern sollen nur die Ausdriicke zusammenfassen, welche der 
Index betrifft, und [w,e¢-+ im] soll das vektorielle Produkt von w und e-+ ém be- 
deuten. 
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Indem wir @,, Q, 03, @, durch diese GrdBe dividieren, entstehen die 
4 Werte 
w, w, w, t 
—= == — -, w= as =; 
Vi — w?’ “2 Vi—w? bie Vi—w?’ ™ Vi—w?’ 


zwischen welchen die Beziehung 


wv, = 


(19) wi +wvie+w?+we2=——1 

besteht. Offenbar sind diese 4 Werte eindeutig durch den Vektor w 
bestimmt, und umgekehrt folgt aus irgend 4 Werten w,, w,, W;, W,, 
wobei w,, W,, ws reell, — iw, reell und positiv ist und die Bedingung (19) 
statthat, riickwirts gemib diesen Gleichungen — ein Vektor w 
von einem Betrage < 1. 


Die Bedeutung von w,, w,, w,, w, hier ist, daB sie die Verhiltnisse 
von dz,, dx,, dz, dz, mu 


(20) V— (da? + dz? + dz,* + dz2) = dt Yi — w* 

fir die im Raum-Zeitpunkte 2,, z,, z,, 2, befindliche Materie beim Uber- 
gang zu zeitlich benachbarten Zustiinden derselben Stelle der Materie 
sind. Nun iibertragen sich die Gleichungen (10), (11), (12) sofort auf 


die zusammengehérigen Differentiale dz, dy, dz, dt und dz’, dy’, dz’, df 
und insbesondere wird daher fiir sie 


— (dz,*? + dz,? + dz? + dx2) = — (dz, + dz,'* + dz,'? + dz,*) 
sein. Nach Ausfiihrung der Lorentz-Transformation ist im neuen Bezug- 
system die Geschwindigkeit der Materie im niimlichen a 
x,y, #, U der Vektor w’ mit den Verhiltnissen 4 , | ’ oi y als Kom- 
ponenten auszulegen. 

Nunmebhr ist ersichtlich, daB das Wertsystem 


HM, Tym My, Tym My, Tm M% 


vermége der Lorentz-Transformation (10), (11), (12) eben in dasjenige 
neue Wertsystem 


Z, = W,, Ly Wy, Ly = 0, % = w, 
iibergeht, ‘te fiir die Geschwindigkeit w’ nach der Transformation genau 
die Bedeutung hat wie das erstere Wertsystem fiir die Geschwindigkeit 
vor der Transformation. 

Ist insbesondere der Vektor v der speziellen Lorentz-T ransformation 
gleich dem Geschwindigkeitsvektor w der Materie im Raum-Zeitpunkte 
L,, LZ, %,, %,, 30 folgt aus (10), (11), (12): 

w,’ = 0, w, = 0, Ws, = 0, w, = i. 


j 
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Unter diesen Umstiinden erhilt also der betreffende Raum-Zeitpunkt nach 
der Transformation die Geschwindigkeit w' = 0, er wird, wie wir uns aus- 
driicken kénnen, auf Ruhe transformiert. Wir kénnen danach die In- 


variante 9/1 — w* passend als Ruh-Dichte der Elektrizitaét bezeichnen. 


§ 5. 
Raum-Zeit-Vektoren I** und II‘ Art. 


Indem wir das Hauptergebnis beziiglich der speziellen Lorentz-Trans- 
formationen mit der Tatsache zusammennehmen, dab das System (A) wie 
das System (B) jedenfalls bei einer Drehung des riumlichen Bezugsystems 
um den Nullpunkt kovariant ist, erhalten wir das allgemeine Theorem der 
Relativitét. Um es leicht verstiindlich zu formulieren, diirfte es zweck- 
maBig sein, zuvor eine Reihe von abkiirzenden Ausdriicken festzulegen, 
wihrend ich andererseits daran festhalten will, komplexe GréBen zu ver- 
wenden, um bestimmte Symmetrien in Evidenz zu setzen. 

Eine lineare homogene Transformation 


Ly = yy Ty A yy + Myg%y + 4X, 
, , , , 
Ly = Wgy Dy + Ugg Ty + Mgg%y + MgX,, 
, , , , 
Ly = yy Ly + Wye Ze + Ogg Ly + Oy gM, 


, , , , 
Ly = Uy Ly My Ly + Myg Vy + Ogg Wy 


(21) 


von der Determinante +1, in welcher alle Koeffizienten ohne einen In- 
dex 4 reell, dagegen «4, G54, Gy, SOWie O,, Gy, Gg rein imaginar (ev. 
Null), endlich «@,, wieder reell und speziell > 0 ist und durch welche 

a2 + 2,7 + 2? + 22 in x,'* + 2,"*+ 2,7 + 2,2 
iibergeht, will ich allgemein eine Lorentz-Transformation nennen. 

Wird 
g/=2, ~@=—y, % 2, «f—it' 

gesetzt, so entsteht daraus sofort eine homogene lineare Transformation 
von 2, y, 2, t in a’, y’, #, ¢ mit lauter reellen Koeffizienten, wobei das 
Aggregat 

—2#@—yY—#24+ in —ae?—y*-— 7? +f? 
tibergeht und einem jeden solchen Wertesystem «, y, 2, ¢ mit positivem t, 


wofiir dieses Aggregat > 0 ausfillt, stets auch ein positives t entspricht; 


letzteres ist aus der Kontinuitét des Aggregats in x, y, 2, ¢ leicht er- 
sichtlich. 
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Die letzte Vertikalreihe des Koeffizientensystems von (21) hat die 
Bedingung 
(22) ai, + a, + oy, + of, = 1 
zu erfillen. 

Sind a,, = 0, a, = 0, a, = 0, so ist «,, — 1 und die Lorentz-Trans- 
formation reduziert sich auf eine bloBe Drehung des riumlichen Koordi- 
natensystems um den Nullpunkt. 

Sind «,,, 4, @, nicht simtlich Null und setzt man 

Oyg 3 Ogg 3 Ogg 2 yy = VL2 VL: VL: 4, 
so folgt aus (22) der Betrag 
a—VortusFoi< 1. 

Andererseits kann man zu jedem Wertesystem @,,, 4, @,, @4, das in 
dieser Weise mit reellen v,, v,, v, die Bedingung (22) erfiillt, die spesielle 
Lorentz-Transformation (16) mit «,,, t 4, s,, , als letzter Vertikalreihe 
konstruieren und jede Lorentz-Transformation mit der namlichen letzten 
Vertikalreihe der Koeffizienten kann alsdann zusammengesetzt werden aus 
dieser speziellen Lorentz-Transformation und einer sich daran anschlieBen- 
den Drehung des riumlichen Koordinatensystems um den Nullpunkt. 

Die Gesamtheit aller Lorentz-Transformationen bildet eine Gruppe. 

Unter einem Rawm-Zeit-Vektor 1. Art soll verstanden werden ein be- 
liebiges System von vier GréBen 0,, 0,, 0;, @, mit der Vorschrift, bei 
jeder Lorentz-Transformation (21) es durch dasjenige System 9,’, 04’, 05’, 04 
zu ersetzen, das aus (21) fiir die Werte z,’, 2,', z,', x, hervorgeht, wenn 
fiir 2,, 2, %3, %, die Werte 0,, 0,, 05, @, genommen werden. 

Verwenden wir neben dem variabeln Raum-Zeit-Vektor I. Art 
©, %, Zz, Z einen zweiten solchen variabeln Raum-Zeit-Vektor I. Art 
Uy, Uy, Uy, «, und fassen die bilineare Verbindung 


(23) fog (gM — Lytty) + fy, (Hy, — 2, My) + fy (4 My — 1%) 
+ yg (Gy — yy) + Fogg — Vey) + fra(Zsg — Tey) 
mit sechs Koeffizienten f,,,---,f,, auf. Wir bemerken, daB diese einer- 
seits sich in vektorieller Schreibweise aus den vier Vektoren 
Hy, Ly, Lys Uy, My, Uy; fogs Fors fies fiar Fear Soe 

und den Konstanten xz, und u, aufbauen liBt, andererseits symmetrisch 
in den Indizes 1, 2, 3, 4 ist. Indem wir x,, 2, 2, % und u,, Uy, Uy, U 
gleichzeitig gema8 der Lorentz-Transtormation (21) substituieren, geht 
(23) in eine Verbindung 
(24) Fg (ay Uy’ — 5 thy’) + fig (yg! tty) — By‘ Uy’) + fg (Hyg — 2X’ t’) 

SF yg (Gy tg! — gy’) H fgg (eq eg! — yy’) + fgg (Hy thy’ — 4'%ty’) 
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mit gewissen allein von den sechs GréBen f,,,---,f,, und den sechzehn 
Koeffizienten «,,, e,,,--:,@4 abhiingenden sechs Koeffizienten /,,,---,/;, tiber. 

Einen Raum-Zeit-Vektor II. Art definieren wir als ein System von 
sechs GréBen f55, f:, fia) fias fea, fy Mit der Vorschrift, es bei jeder Lorentz- 
Transformation durch dasjenige neue System fy, f5,, fie» fiss fear gq 2 OF 
setzen, das dem eben erérterten Zusammenhange der Form (23) mit der 
Form (24) entspricht. 

Das allgemeine Theorem der Relativitit betreffend die Gleichungen 
(I)—(IV), die ,Grundgleichungen fiir den Ather“, spreche ich nunmehr 
folgendermaBen aus. 

Werden x, y, 2, it (Raumkoordinaten und Zeit >< i) einer beliebigen 
Lorentz - Transformation unterworfen und gleichzeitig gW,, eW,, eW,, ie 
(Konvektionsstrom und Ladungsdichte ><) als Raum-Zeit-Vektor I. Art, 
ferner m,, m,, m,, — ie,, — te,, — de, (magnetische Kraft und elektrische 
Erregung >< — i) als Raum-Zeit-Vektor II. Art transformiert, so geht das 
System der Gleichungen (1), (Il) und das System der Gleichungen (III), (IV) 
je in das System der entsprechend lautenden Beziehungen zwischen den ent- 
sprechenden neu eingefiihrten Groen iiber. 

Kiirzer mag diese Tatsache auch mit den Worten angedeutet werden: 
Das System der Gleichungen (I), (II) wie das System der Gleichungen 
(IIT), (IV) ist kovariant bei jeder Lorentz-Transformation, wobei ow, ig 
als Raum-Zeit-Vektor I Art, m, —ie als Raum-Zeit-Vektor II. Art zu 
transformieren ist. Oder noch prignanter: 

ew, ig ist ein Raum-Zeit-Vektor I. Art, m, — ie ist ein Raum- Zeit- 
Vektor II. Art. 

Ich fiige noch einige Bemerkungen hier an, um die Vorstellung eines 
Raum -Zeit-Vektors II. Art zu erleichtern. IJnvarianten fiir einen solchen 
Vektor m, — ie bei der Gruppe der Lorentz-Transformationen sind offenbar 


(25) m? —¢? = f3, + fin + fie + fia + fia + fiw 
(26) me = i(fasfis + farfea + fiafss)- 

Kin Raum-Zeit-Vektor Il. Art m, — ie (wobei m und e reelle Raum- 
Vektoren sind), mag singuldr heiBen, wenn das skalare Quadrat (m — ie)* =0, 
d. h. m?—e?=0 und zugleich (me) = 0 ist, d. h. die Vektoren m und e 
gleichen Betrag haben und zudem senkrecht aufeinander stehen. Wenn 
solches der Fall ist, bleiben diese zwei Eigenschaften fiir den Raum-Zeit- 
Vektor II. Art bei jeder Lorentz-Transformation erhalten. 

Ist der Raum-Zeit-Vektor II. Art m, —ie nicht singular, so drehen 
wir zunichst das raumliche Koordinatensystem so, daB das Vektorprodukt 
[me] in die z-Achse fallt, daB m,—0, e,=0 ist. Dann ist 


(m, — ie,)? + (m, — ée,)? + 0, 
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e+im 4 ‘ ‘ 
also a verschieden von +7% und wir kénnen daher ein komplexes 
Argument p + iy derart bestimmen, dab 
‘ ¢, + im, 
tg (p + iv) = ti, 
ist. Alsdann wird mit Riicksicht auf die Gleichung (9) durch die zu y 
gehérige Transformation (1) und eine nachherige Drehung um die z-Achse 
durch den Winkel eine Lorentz-Transformation bewirkt, nach der auch 
noch m,= 0, ¢,=0 werden, also nunmehr m und ¢ beide in die neue 
z-Linie fallen; dabei sind durch die Invarianten m* — e? und (me) die 
schlieBlichen GréBen dieser Vektoren und ob sie von gleicher oder ent- 
gegengesetzter Richtung werden oder einer Null wird, von vornherein fixiert. 


g 6. 
Begriff der Zeit. 


Durch die Lorentz-Transformationen werden gewisse Abinderungen 
des Zeitparameters zugelassen. Infolgedessen ist es nicht mehr statthaft, 
von der Gleichzeitigheit zweier Ereignisse an sich zu sprechen. Die Ver- 
wendung dieses Begriffes setzt vielmehr voraus, daB die Freiheit der 6 
Parameter, die zur Angabe eines Bezugsystems fiir Raum und Zeit offen 
steht, bereits in gewisser Weise auf eine Freiheit von nur 3 Parametern 
eingeschrankt ist. Nur weil wir gewohnt sind, diese Einschriinkung stark 
approximativ eindeutig zu treffen, halten wir den Begriff der Gleichzeitig- 
keit zweier Ereignisse als an sich existierend.*) In Wahrheit aber sollen 
folgende Umstinde zutreffen. 

Ein Bezugsystem z,y,2z,¢ fiir Raum-Zeitpunkte (Ereignisse) sei 
irgendwie bekannt. Wird ein Raumpunkt A(z, y), 2) zur Zeit t= 0 
mit einem anderen Raumpunkte P(z,y,2) zu einer anderen Zeit ¢ ver- 
glichen und ist die Zeitdifferenz ¢— 1%, (es sei etwa ¢ > t,) kleiner als die 
Linge AP, d. i. die Zeit, die das Licht zur Fortpflanzung von A nach P 
braucht, und ist gq der Quotient TF <1, so kénnen wir durch die 
spezielle Lorentz-Transformation, die AP als Achse und qg als Moment 
hat, einen neuen Zeitparameter ¢’ einfiihren, der (s. Gleichung (12) in § 4) 
fiir beide Raum-Zeitpunkte A, ¢, und P,¢ den gleichen Wert ¢t’ =0 er- 


langt; es lassen sich also diese zwei Ereignisse auch als gleichzeitig 
auffassen. 


*) Ungefiihr wie Wesen, gebannt an eine enge Umgebung eines Punktes auf 
einer Kugeloberfliche, darauf verfallen kénnten, die Kugel sei ein geometrisches Ge- 
bilde, an welchem ein Durchmesser an sich ausgezeichnet ist. 
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Nehmen wir weiter zu einer und derselben Zeit ¢,—=0 zwei ver- 
schiedene Raumpunkte A, B oder drei Raumpunkte A, B, C, die nicht 
in einer Geraden liegen, und vergleichen damit einen Raumpunkt P auBer- 
halb der Geraden AB oder der Ebene ABC zu einer anderen Zeit ¢ und 
ist die Zeitdifferenz ¢—t, (es sei etwa ¢>¢,) kleiner als die Zeit, die 
das Licht zur Fortpflanzung von der Geraden AB oder der Ebene ABC 
nach P braucht, und g der Quotient aus der ersteren und der letzeren 
Zeit, so erscheinen nach Anwendung der speziellen Lorentz- Transformation, 
die als Achse das Lot auf AB, bzw. ABC durch P und als Moment g 
hat, alle drei (beziehungsweise vier) Ereignisse A, f,; B, t,; (C, 4) und 
P,t als gleichzeitig. 

Werden jedoch vier Raumpunkte, die nicht in einer Ebene liegen, 
zu einer und derselben Zeit ¢, aufgefaBt, so ist es nicht mehr méglich, 
durch eine Lorentz-Transformation eine Abiinderung des Zeitparameters 
vorzunehmen, ohne daB der Charakter der Gleichzeitigkeit dieser vier 
Raum -Zeitpunkte verloren geht. 

Dem Mathematiker, der an Betrachtungen tiber mehrdimensionale 
Mannigfaltigkeiten und andererseits an die Begriffsbildungen der so- 
genannten nicht-Euklidischen Geometrie gewéhnt ist, kann es keine 
wesentliche Schwierigkeit bereiten, den Begriff der Zeit an die Verwendung 
der Lorentz-Transformationen zu adaptieren. Dem Bediirfnisse, sich das 
Wesen dieser Transformationen physikalisch niher zu bringen, kommt 
der in der Einleitung zitierte Aufsatz von A. Einstein entgegen. 


Zweiter Teil. 


Die elektromagnetischen Vorgange. 


2 § 7. 
Die Grundgleichungen fiir ruhende Korper. 


Nach diesen vorbereitenden Ausfiihrungen, die wir des etwas ge- 
ringeren mathematischen Apparates wegen an dem idealen Grenzfalle « = 1, 
u=1, 6=0 entwickelten, wenden wir uns jetzt zu den Gesetzen fir 
die elektromagnetischen Vorgiinge in der Materie. Wir suchen diejenigen 
Beziehungen, die es — unter Voraussetzung geeigneter Grenzdaten — 
erméglichen, an jedem Orte und zu jeder Zeit, also als Funktionen von 
2, y, 2, ¢ zu finden: die Vektpren der elektrischen Kraft €, der magne- 
tischen Erregung Mt, der elektrischen Erregung e, der magnetischen Kraft 
m, die elektrische Raumdichte g, den Vektor ,,elektrischer Strom 8“ (dessen 
Beziehung zum Leitungsstrom hernach durch die Art des Auftretens der 
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Leitfihigkeit zu erkennen sein wird), endlich den Vektor w, die Ge- 
schwindigkeit der Materie. 

Die fraglichen Beziehungen scheiden sich in zwei Klassen, 

erstens diejenigen Gleichungen, die, wenn der Vektor w als Funktion 
von 2, y, 2,¢ gegeben, also die Bewegung der Materie bekannt ist, zur 
Kenntnis aller anderen eben genannten GréBen als Funktionen von 
xz, y, 2, ¢ hinfitihren, — diese erste Klasse speziell will ich die Grund- 
gleichungen nennen, — 

eweitens die Ausdriicke fiir die ponderomotorischen Krifte, die durch 
Heranziehen der Gesetze der Mechanik weiter AufschluB iiber den Vektor 
w als Funktion von z, y, z, ¢ bringen. 

Fiir den Fall ruhender Korper, d. i. wenn w(x, y, 2, t) = 0 gegeben 
ist, kommen die Theorien von Maxwell (Heaviside, Hertz) und von 
Lorentz zu den namlichen Grundgleichungen. Es sind dies 

1) die Differentialgleichungen, die noch keine auf die Materie beziig- 
lichen Konstanten enthalten: 


de 


(1) curl m— ~ = 8, 
(II) dive =, 
(I) eurl € + = =(, 
(IV) div M =O; 


2) weitere Beziehungen, die den EKinfluB der vorhandenen Materie 
charakterisieren; sie werden in dem wichtigsten Falle, auf den wir uns 
hier beschriinken, fiir isotrope Kérper, angesetzt in der Gestalt 

(V) e=—2E, M—um, 8—cE, 
wobei « die Dielektrizititskonstante, die magnetische Permeabilitit, 
6 die Leitfahigkeit der Materie als Funktionen von z, y, z und ¢ bekannt 
zu denken sind. & ist hier als Leitungsstrom anzusprechen. 

Ich lasse nun an diesen Gleichungen wieder durch eine veriinderte 
Schreibweise eine noch versteckte Symmetrie hervortreten. Ich setze wie 
in den vorangeschickten Ausfiihrungen 

%=—2, Ly—y, &—8, 2% =it 
und schreibe 
8, , 5g, Sg, 5% 


fiir 
3., 8,5 3., to, 
ferner 
fos fer» fis» fia Fear Fe 
fiir 


m m 


xz? 


y? m., — i¢,, — t,, — ie 
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und noch 


Fis, F;,, Fs, Fy, Fy, Fy 


M., M,, M., —T i €., —i€,, he! iG,; 
endlich soll fiir andere Paare von ungleichen, der Reihe 1, 2, 3, 4 
entnommenen Indizes h, k stets 
her _ — fae» F,, — Fi, 


gelten. (Die Buchstaben /, F sollen an das Wort Feld, s an Strom 
erinnern.) 
Dann schreiben sich die Gleichungen (1), (II) um in 


fiir 


hs 4 Sis + of =5,, 


af Of , Of 
ba, + Ga, + G2, 7% 
a af, 
a + = q “i — S39 


fa Of es Ofss 
E+e+e = Ms 


(A) 


und die Gleichungen poi (IV) shinies sich um in 


oa 2 — 
+ eC + an 0, 


OF,, Fi at 
(B) aa, +° Oa, +* 5a ain 
OFy 4 OF a 4 2Fs _ 9 
On, om On, ’ 
“a F; om 
+° Ox, +5 ie 0. 


g 8. 
Die Grundgleichungen fiir bewegte Korper. 


Nunmehr wird es uns gelingen, die Grundgleichungen fiir beliebig 
bewegte Kérper in eindeutiger Weise festzustellen, ausschlieBlich mittels 
folgender drei Axiome: 

Das erste Axiom soll sein: 

Wenn eine einzelne Stelle der Materie in einem Momente ruht, also 
der Vektor w fiir ein System 2, y, 2, ¢ Null ist, — die Umgebung mag 
in irgendwelcher Bewegung begriffen sein —, so sollen fir den Raum- 
Zeitpunkt x, y, 2, ¢ zwischen 9, den Vektoren 8, e, m, €, Mt und deren 
Ableitungen nach z, y, z, ¢ genau die Beziehungen (A), (B), (V) statt- 
haben, die zu gelten hiitten, falls alle Materie ruhte. 
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Das zweite Axiom soll sein: 

Jede Geschwindigkeit der Materie ist <1, kleiner als die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes im leeren Raume. 

Das dritte Axiom soll sein: 

Die Grundgleichungen sind von solcher Art, daB, wenn x, y, 2, it 
irgendeiner Lorentz-Transformation unterworfen und dabei einerseits m, 
-- ie, andererseits M, —i€, je als Raum-Zeit-Vektor Il. Art, 3, ig als 
Raum- Zeit-Vektor I. Art transformiert werden, die Gleichungen dadurch in 
die genau entsprechend lautenden Gleichungen zwischen den transformierten 
GriBen iibergehen. 

Dieses dritte Axiom deute ich auch kurz mit den Worten an: 

m, —ie und M, —i€ sind je ein Raum-Zeit-Veltor Ul. Art, 8, io 
ein Raum-Zeit-Vektor 1. Art, 
und dieses Axiom nenne ich das Prinzip der Relativitiit. 

Diese drei Axiome fiihren uns in der Tat von den vorhin genannten 
Grundgleichungen fiir ruhende Kérper in eindeutiger Weise zu den Grund- 
gleichungen fiir bewegte Kérper. 

Niimlich nach dem zweiten Axiom ist in jedem Raum-Zeitpunkte 
der Betrag des Geschwindigkeitsvektors |w <1. Infolgedessen kénnen 
wir dem Vektor w stets umkehrbar eindeutig das Quadrupel von GréBen 





w =“. = w, = — w= — v,= : 
* Vi-w”’ * Vi-w”’ * n-w, * Vw 
zuordnen, zwischen denen die Beziehung 
(27) w+ w,?+ w+ w2Z=——1 


statthat. Aus den Ausfiihrungen am Schlusse des § 4 ist ersichtlich, dab 
dieses Quadrupel sich bei Lorentz-Transformationen als Raum -Zeit-Vektor 
{. Art verhilt, und wir wollen es den Raum-Zeit-Vektor Geschwindigkeit 
nenneu. 

Fassen wir nun eine bestimmte Stelle z, y, z der Materie zu einer 
bestimmten Zeit ¢ auf. Ist in diesem Raum-Zeitpunkte w = 0, so haben 
wir fir ihn nach dem ersten Axiom unmittelbar die Gleichungen (A), 
(B), (V) aus § 7. Ist in ihm w+0, so existiert, weil |w,< 1 ist, nach 
(16) eine spezielle Lorentz-Transformation, deren Vektor v gleick diesem 
Vektor w(x, y, 2, ¢) ist, und wir gehen allgemein zu einem neuen Be- 
zugsystem 2’, y', 2’, ¢ gemiB dieser bestimmten Transformation iiber. 
Fir den betrachteten Raum-Zeitpunkt entstehen dabei, wie wir in § 4 
sahen, die neuen Werte 


(28) w,=0, w,=—0, w,=—0, w, =i, 
und also der neue Geschwindigkeitsvektor w'=0, der Raum-Zeitpunkt 
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wird, wie wir uns dort ausdriickten, auf Ruhe transformiert. Nun sollen 
nach dem dritten Axiom aus den Grundgleichungen fiir den Raum-Zeit- 
punkt 2, y,2,¢ dabei die Grundgleichungen fiir das entsprechende System 
x’, y, 2, t, geschrieben in den transformierten GréBen wi’, 9’, 3’, e’, m’, 
©’, M’ und deren Differentialquotienten nach 2’, y’, 2’, ¢ hervorgehen. 
Diese letzteren Gleichungen aber miissen, nach dem ersten Axiom, weil 
jetzt w'=0 ist, genau sein: 

1) diejenigen Differentialgleichungen (A’), (B’), die aus (A) und (B) 
einfach dadurch hervorgehen, daB alle Buchstaben dort mit einem oberen 
Strich versehen werden, 

2) die Gleichungen 
(Vv’) v= 6, M—um'’, #— oF, 
wobei «, uw, 6 Dielektrizitiitskonstante, magnetische Permeabilitiit, Leit- 
fahigkeit fiir das System 2’, y’, 2, ¢, d. i. also im betrachteten Raum- 
Zeitpunkte x, y, z, ¢ der Materie sind. 

Jetzt gehen wir durch die reziproke Lorentz-Transformation riick- 
warts zu den urspriinglichen Variabelen z, y, 2, ¢ und den Grében w, 9, 
8, e, m, €, M und die Gleichungen, die wir dann aus den eben ge- 
nannten erhalten, werden die von uns gesuchten allgemeinen Grund- 
gleichungen fiir bewegte Kérper sein. 

Nun ist aus den Ausfihrungen in § 4 und § 5 zu ersehen, dab 
sowohl das Gleichungssystem (A) fiir sich wie das Gleichungssystem (B) 
fiir sich kovariant bei den Lorentz-Transformationen ist; d. h. die 
Gleichungen, die wir von (A’), (B’) riickwiirts erlangen, miissen genau 
gleichlauten mit den Gleichungen (A), (B), wie wir sie fiir ruhende 
Kérper annahmen. Wir haben also als erstes Ergebnis: 

Von den Grundgleichungen der Elektrodynamik fiir bewegte Kérper 
lauten die Differentialgleichungen, geschrieben in 9 und den Vektoren 8, e, 
m, ©, M -genau wie fiir ruhende Kérper. Die Geschwindigkeit der 
Materie tritt in diesen Gleichungen noch nicht auf. In vektorieller 
Schreibweise sind diese Gleichungen also wieder 


ee 


(I) curl m — > = §, 

(II) dive = 9, 
om 

(111) eurl € + a= 0, 

(IV) div M — 0. 


Die Geschwindigkeit der Materie wird ausschlieBlich auf die Zusate- 
bedingungen verwiesen, welche den EinfluB der Materie auf Grund ihrer 
speziellen Konstanten &, u, 6 charakterisieren. Transformieren wir jetzt 
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diese Zusatzbedingungen (V’) zuriick auf die urspriinglichen Koordinaten 
x,y, 2 und die urspriingliche Zeit ¢. 

Nach den Formeln (15) in § 4 ist fiir die Richtung des Vektors w 
die Komponente von e dieselbe wie von e +[wm], die von m’ dieselbe 
wie von m— [we], fiir jede dazu senkrechte Richtung Ww aber ist die 
Komponente von e’ bzw. m’ gleich der entsprechenden Komponente von 
e+ [wm] bzw. von m—[we], jedesmal multipliziert noch mit a . 
Andererseits werden © und QP hier zx €+[wPMt] und M —[wE] in 
den ganz analogen Beziehungen stehen wie e’ und m’ zu ¢e+[wm] und 
m — [we]. So fiihrt die Relation e’= «€’, indem man bei den Vektoren 
zuerst die Komponenten nach der Richtung w, dann diejenigen nach zwei 
zu w und aufeinander senkrechten Richtungen w behandelt und die in 


letzteren Fallen entstehenden Gleichungen mit /1—w?* multipliziert, zu 


(C) e + [wm] = «(€ + [wM)). 
Die Relation t’= um’ wird analog auf 

(D) M — [wE] = v(m — [we]) 
hinauslaufen. 


Weiter folgt nach den Transformationsgleichungen (12), (10), (11) 
in § 4, indem dort qg, t, ty, ¢, t , t,t durch |w!, 8», 85, 0, 30, 3%, O° 
zu ersetzen sind, 


, —|ws +e 5 8, — Wie rr 
= pe ~ 35 = Vi-w » Bn = 8%, 
so daB aus 3 —o€’ nunmehr 
8, — |wle 
waa sd o(€ + [w M))w, 


®) «(E+ (wm), 
a, — i 

hervorgeht. Nach der Art, wie hier die Leitfahigkeit o eingeht, wird 
es angemessen sein, den Vektor 3—gw mit den Komponenten 3,,— o'w 
nach der Richtung w und 8, nach den auf w senkrechten Richtungen iv, 
der fiir 60 verschwindet, als Leitungsstrom zu bezeichnen. 

Wir bemerken, daB fiir «=1, 1=1 die Gleichungen e’=€’, m' = Dt 
durch die reziproke Lorentz-Transformation, die hier die spezielle mit 
—w als Vektor wird, gemiB (15) sofort zu e = €, m= Mt fihren und 
daB fiir 60 die Gleichung 3’= 0 zu 8 = ew fiihrt, so daB in der Tat 
als Grenzfall der hier erhaltenen Gleichungen fir «=1, w=—1, o=0 
sich die in § 2 betrachteten ,,Grundgleichungen fiir den Ather“ ergeben. 
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§ 9. 
Die Grundgleichungen in der Theorie von Lorentz. 


Sehen wir nun zu, inwieweit die Grundgleichungen, die Lorentz 
annimmt, dem Relativititspostulate, das soll heiBen dem in § 8 formu- 
lierten Relativitatsprinzipe entsprechen. In dem Artikel ,,.Elektronentheorie“ 
(Enzykl. der math. Wiss., Bd. V2, Art. 14) hat Lorentz fiir beliebige, 
auch magnetisierte Kérper zuniichst die Differentialgleichungen (s. dort 
S. 209 unter Beriicksichtigung von Gl. XXX’ daselbst und von Formel (14) 
auf §. 78 desselben Heftes): 


(la”) curl (§ — [wE]) = 3 + 2 + w div — curl[w 9), 
(1”) divD =, 
(Iv”) cunl€ = — 9%, 
(v") div B = 0. 

Dann setzt Lorentz fiir bewegte nicht magnetisierte Kérper (S. 223, 


Z.3) w=1, B8=H und nimmt dazu das Eingehen der Dielektrizitits- 
konstante « und der Leitfahigkeit 6 gemaB 


(Gl. XXXIV”, S. 227) D—€=(e—1)(€+[wB), 
(Gl. XXXII”, 8. 223) 3 = 6 (€ + [wB)) 


an. Die Lorentzschen Zeichen €, 8, D, H sind hier durch €, Mt, e, m 
ersetzt, wihrend 3 bei Lorentz als Leitungsstrom bezeichnet wird. 

Die drei letzten der zitierten Differentialgleichungen nun decken sich 
sofort mit den Gleichungen (IJ), (II), (IV) hier, die erste Gleichung 
aber wiirde, indem wir 3 mit dem fiir 6=0 verschwindenden Strome 
8 — we identifizieren, in 


(29) curl (§ — (wE) = 8 + © — eurl[w) 


tibergehen und verschieden von (1) hier ausfallen. Danach entsprechen 
die allgemeinen Differentialgleichungen von Lorentz fiir beliebig magne- 
tisierte Kérper nicht dem Relativititsprinzipe. 

Andererseits wiirde die dem Relativititsprinzipe entsprechende Form 
fiir die Bedingung des Nichtmagnetisiertseins aus (D) in § 8 mit w= 1 
nicht wie bei Lorentz als 8 =, sondern als 
(30) B — [wE] = H—[wD] (hier M —|wE] — m —|we)) 
anzunehmen sein. Nun geht aber die zuletzt hingeschriebene Differential- 
gleichung (29) durch = % in dieselhbe Gleichung (abgesehen von der 
Verschiedenheit der Zeichen) iiber, in welche (I) hier sich durch 

Mathematische Annalen. LXVIII. 32 
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m — [we] = Mt — [wE] verwandeln wiirde. So kommt es durch eine 
Kompensation zweier Widerspriiche gegen das Relativititsprinzip zustande, 
daB fiir nicht magnetisierte bewegte Kérper die Differentialgleichungen 
von Lorentz sich zuletzt dem Relativitiitsprinzipe doch anpassen. 

Macht man weiter fiir nicht magnetisierte Kérper von (30) hier Ge- 
brauch und setzt demgema8 § — 8 + [w, D — E], so wiirde zufolge (C) 
in §8 

‘ (e — 1) (€ + [w¥B]) = D — E + [wiw, D — E]) 
anzunehmen sein, d. i. fiir die Richtung von w: 
(¢ — 1) (€ + [WB]n—(D — ©, 
und fiir jede zu w senkrechte Richtung w: 
(¢ — 1) (€ + [wB))s = (1 — w*) (DB — ©), 
d. i. mit der oben genannten Lorentzschen Annahme nur in Ubereinstim- 
mung bis auf Fehler von der Ordnung w* gegen 1. 

Auch nur mit dem gleichen Grade der Anniherung entspricht der 
oben genannte Lorentzsche Ansatz fiir 3 den durch das Relativitatsprinzip 
geforderten Beziehungen (vgl. (E) in § 8), dab die Komponenten 3, bzw. 
Sw gleich den entsprechenden Komponenten von o(€ + [w¥]), multipli- 


ae > ; 1 , 
ziert in Y1 — w? baw. in seien. 
Vi—w* 


§ 10. 
Die Grundgleichungen nach E. Cohn. 
E. Cohn*) nimmt folgende Grundgleichungen an: 


curl (M + [wG}) = °° + wdiv € + 9, 
(31) ; 
— eurl (E — [wM]) = + w div M, 


(32) 3=ok, €E=cE—[(wM), M=—uM + ([wEL}, 
wobei E, M als elektrische und magnetische Feldintensitit (Kraft), €, M 
als elektrische und magnetische Polarisation (Erregung) aufgefaBt werden. 
Die Gleichungen lassen noch das Vorhandensein von wahrem Magnetismus 
zu; wollen wir davon absehen, so ist div Ji —0 zu setzen. 

Ein Einwand gegen diese Gleichungen ist, dab nach ihnen fiir ¢ = 1, 
u# =1 nicht die Vektoren Kraft und Erregung zusammenfallen. Fassen 
wir jedoch in den Gleichungen nicht E und M, sondern E — [wt] und 
M + [w] als elektrische und magnetische Kraft auf und substituieren 


*) Gétt. Nachr. 1901, S. 74 (auch in Ann. d. Phys. 7 (4), 1902, p. 29). 
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im Hinblick hierauf fiir €, M, EL, M, div E die Zeichen e, M, E + [wM], 
m — [we], g, so gehen zuniichst die Differentialgleichungen in unsere Glei- 
chungen iiber und zugleich verwandeln die Bedingungen (32) sich in 


J = 6(E + [wM)), 
e + [w, m — [wel] = « (E + [wM)), 
M — [w, € + [wMy] — w(m — [we}); 


damit wiirden in der Tat diese Gleichungen von Cohn bis auf Fehler 
von der Ordnung w’ gegen 1 genau die durch das Relativititsprinzip ge- 
forderten werden. 

Erwihnt sei noch, daB die von Hertz angenommenen Gleichungen 
(in den Bezeichnungen von Cohn) lauten wie (31) mit den anderen Zu- 
satzbedingungen 
(33) E=cE, M—uN, J=cE; 


und dieses Gleichungssystem wiirde auch nicht bei irgendwelcher ver- 
iinderten Bezugnahme der Zeichen auf beobachtbare GréBen sich dem 
Relativitatsprinzipe bis auf Fehler von der Ordnung w* gegen 1 anpassen. 


§ 11. 
Typische Darstellung der Grundgleichungen. 


Bei der Aufstellung der Grundgleichungen leitete uns der Gedanke, 
fiir sie eine Kovarianz beziiglich der Gruppe der Lorentz-Transformationen 
zu erzielen. Jetzt haben wir noch die ponderomotorischen Wirkungen 
und die Umsetzung der Energie im eiektromagnetischen Felde zu _be- 
handeln, und da kann es von vornherein nicht zweifelhaft sein, daB die 
Erledigung dieser Fragen jedenfalls zusammenhingen wird mit den ein- 
fachsten, an die Grundgleichungen ankniipfenden Bildungen, die wieder 
Kovarianz bei den Lorentz-Transformationen zeigen. Um auf diese Bil- 
dungen hingewiesen zu werden, will ich vor allem die Grundgleichungen 
jetzt in eine typische Form bringen, die thre Kovarianz bei der Lorentz- 
schen Gruppe in Evidenz setzt. Dabei bediene ich mich einer Rechnungs- 
methode, die ein abgekiirztes Operieren mit den Raum-Zeit-Vektoren 1. 
und II. Art bezweckt, und deren Regeln und Bezeichnungen, soweit sie 
fiir uns niitzlich sein werden, ich hier zuvérderst zusammenstelle. 

1°. Ein System von GréBen 


Ayyy = ++, Uy | 
ee | 
Uy) sary a, 


82* 
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angeordnet in p Horizontal-, q Vertikalreihen, heiBe eine p >< q-reihige 
Matriz*) und werde mit einem einzigen Zeichen, etwa hier A, bezeichnet. 
Werden alle GréBen a,, mit dem niimlichen Faktor c multipliziert, so 
soll die entstehende Matrix der GréBen ca,, mit cA bezeichnet werden. 
Werden die Rollen der Horizontal- und Vertikalreihen in A vertauscht, 
so erhalt man eine g =< p-reihige Matrix, welche die transponierte von A 
hei8t und mit A bezeichnet werden soll: 


! 


| 11) sary 51 | 
| Gor + + -9 Mpg | 
Hat man eine zweite Matrix mit gleichen Anzahlen p und gq, wie A, 
| Diy = +5 b,, | 
B= | :  F 
| Gyry ++ +y 5, | 


so soll A + B die ebenfalls p >< q-reihige Matrix aus den entsprechenden 
Binomen a,, + },, bedeuten. 
2°. Hat man zwei Matrizen 


| By, ++) Ay Diry e+ oy by, 
A=|: 2 Ip B=| : : [> 
| Goss + +p Ming Dory - +29 Oey 
wobei die Anzahl der Horizontalreihen der zweiten gleich der Anzahl der 
Vertikalreihen der ersten ist, so wird unter AB, dem Produkte aus A und B, 
die Matrix 
| Cyyy - + +p Gy 
| Cys - + +9 Spe 
verstanden, deren Elemente durch Kombination der Horizontalreihen von 
A und der Vertikalreihen von B nach der Regel 
at , b Sea gee 
Co = My pg FA yy Ogg + o> + yy Poy beth .iae 
gebildet sind. Fir solche Punkte gilt das assoziatire Gesetz (A B)S = A(BS); 
hierbei ist unter S eine dritte Matrix gedacht mit so viel Horizontal- 
reihen, als B (und damit auch AB) Vertikalreihen hat. 
Fiir die transponierte Matrix zu C = AB gilt C = BA. 
3°. Es werden hier nur Matrizen in Betracht kommen mit héchstens 
vier Horizontalreihen und héchstens vier Vertikalreihen. 


*) Man kénnte auch daran denken, statt des Cayleyschen Matrizenkalkiils den 
Hamiltonschen Quaternionenkalkiil heranzuziehen, doch erscheint mir der letztere 
fiir unsere Zwecke als zu eng und schwerfillig. 
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Als Einheitsmatrix (und in Gleichungen fiir Matrizen kurzweg mit 1) 
werde die 4 >< 4-reihige Matrix der folgenden Elemente 


| C11» Cia, Cis» ra | 1, 0, 0, 0 


| Csr» Sey Cog, & 0, 1, 0, 0 
(34) beats 3 # | ae i. @ 

| sr» Sse» Css» sa | 2 Ys , 1, 

| Cary Cees Cas, On | =| 9; 9, 07, 1 


bezeichnet. Fiir ein Vielfaches c-1 der Einheitsmatrix (in dem unter 1° 
festgesetzten Sinne einer Matrix ¢A) soll dann in Gleichungen fir 
Matrizen kurzweg c stehen. 

Fiir eine 4 >< 4-reihige Matrix A soll Det A die Determinante aus 
den 4><4 Elementen der Matrix bedeuten. Ist dann Det A+ 0, so ge- 
hért zu A eine bestimmte reziproke Matrix, mit A~' bezeichnet, so da 
A-! A=1 wird. — 

Eine Matrix 


| 0, hiss hs» his 


pom | fs Or fas fou | 
fs, fe 0, fsa | 

| far faa» fess 9 | 
in welcher die Elemente die Relationen /,,=——/,, erfiillen, heiBt eine 
alternierende Matrix. Diese Relationen besagen, daB die transponierte 
Matrix f= —f ist. Alsdann werde mit /* und als die duale Matrix von 
f die ebenfalls alternierende Matrix 


0, faar fea» fos 
‘ fess %, Faas Fen | 
33 iw | “s 147 To 
8) r | fear Farr 9 fis 
| fsa» fis» fa» 9 


bezeichnet. Dabei wird 


(36) {*f= foals +> fishes v fos fsa» 

das soll nun heiBen eine 4><4-reihige Matrix, in der alle Elemente 
auBerhalb der Hauptdiagonale von links oben nach rechts unten Null 
sind und alle Elemente in dieser Diagonale untereinander tibereinstimmen 
und gleich der hier rechts genannten Verbindung aus den Koeffizienten 


von f sind. Die Determinante von f erweist sich dann als das Quadrat 
1 

dieser Verbindung und wir wollen das Zeichen Det *f eindeutig als die 

Abkiirzung . 


(37) Det * f= fees + fishes + for fes 


erkliren. 
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4°. Eine lineare Transformation 
(38) My = Oe yy Dy’ Oey yy + yg Hy + Ogg Ty (h = 1, 2, 3, 4) 
werde auch einfach durch die 4 >< 4-reihige Matrix der Koeffizienten 
Oir> “y2> Mig, Mr | 
Og1 5 Ugg, Hyg, ay | 


Gey, Ogg, Ugg, Uys 


A= 





| Har» “aa, Magy Hyg | 
als Transformation A, bezeichnet. Durch die Transformation A geht der 
Ausdruck 
2? + =," + a," + 2? 
in die quadratische Form 


2a, %,%, (h, k = 1, 2, 3, 4) 
tiber, wobei 


Oy yyy Hyg gy TH Oy gy HT gy Oy, 


wird, d. h. die 4 >< 4-reihige (symmetrische) Matrix der Koeffizienten a,, 

dieser Form wird das Produkt AA der transponierten Matrix von A in 

die Matrix A. Soll also durch die Transformation der neue Ausdruck 
a? 4 of? 4 a3 +4 23 

hervorgehen, so muB 


(39) AA=1 


die Matrix 1 werden. Dieser Relation hat demnach A zu entsprechen, 
wenn die Transformation (38) eine Lorentz-Transformation sein soll. Fiir 
die Determinante von A folgt aus (39): (Det A)? = 1, DetA—+1. Die 
Bedingung (39) kommt zugleich auf 


(40) A-1=A 


hinaus, d. h. die reziproke Matrix von A muB sich mit der transponierten 
von A decken. 

Fir A als Lorentz-Transformation haben wir noch weiter die Be- 
stimmungen getroffen, daB Det A= + 1 sei, daB jede der GréBen «,,, «,,, 
O54, yy Cg, Gg Tein imaginar (bzw. Null), die anderen Koeffizienten in A 
reell seien und endlich noch «,, > 0 sei. 

5°. Ein Raum-Zeit-Vektor I. Art s,, s,, s,, 8, soll durch die 1 = 4- 
reihige Matrix seiner vier Komponenten: 


(41) os | 81, Sg, Sg, Sq | 


reprisentiert werden und ist bei einer Lorentz-Transformation A durch 
sA zu ersetzen. 
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Ein Raum-Zeit-Vektor II. Art mit den Komponenten fy, fs:, fis, fia 
fea» fz, SOll durch die alternierende Matrix 


0, his» his» hs | 

(42) f= for 0, hes, fe 

far, foe, 0, fea | 

| fa» fis, fis» 0 | 
reprisentiert werden und ist (s. die in § 5 (23) und (24) festgesetate 
Regel) bei einer Lorentz-Transformation A durch AfA = A-'fA zu er- 
setzen. Dabei gilt in bezug auf den Ausdruck (37) die Identitiit 


1 1 1 
Det ?(AfA) = Det A Det?/. Es wird danach Det ?f eine Invariante bei 
den Lorentz-Transformationen (s. Gleichung (26) in § 5). 

Fiir die duale Matrix f* folgt dann mit Riicksicht auf (36): 


1 1 
(A-!f#A) (A~*fA) = A-*f*fA = Det * f- A~*A = Det ?/, 

woraus zu ersehen ist, daB mit dem Raum-Zeit-Vektor II. Art f zu- 
sammen auch die zugehdrige duale Matrix f/* sich wie ein Raum-Zeit- 
Vektor II. Art abiindert, und es heiBe deshalb f* mit den Komponenten 
Seas fess fsa fess fas his der duale Raum - Zeit-Vektor von f. 

6°. Sind w und s zwei Raum-Zeit-Vektoren I. Art, so wird unter 
ws (wie auch unter sw) die Verbindung 
(43) WS, + WySy + Wy Sy + WS, 
aus den beziiglichen Komponenten zu verstehen sein. Bei einer Lorentz- 
Transformation A ist wegen (wA)(A5) = w8 diese Verbindung invariant. 
— Ist ws =0, so sollen w und s normal zueinander heiBen. 

Zwei Raum-Zeit-Vektoren I. Art w, s geben ferner zur Bildung der 
2 > 4-reihigen Matrix 

Wy, Wa, Wg, Wy | 
Sy, 5g, Sg, 54 | 
AnlaB. Es zeigt sich dann sofort, daB das System der sechs GréBen 
(44) W_S3— WS, Wy8,— Wy S83, Wy Sy — WyS,, WS, — 45}, 
Wy 8,— W48q, We5,— U4 8s 
sich bei den Lorentz-Transformationen als Raum-Zeit-Vektor II. Art ver- 
halt. Der Vektor II. Art mit dtesen Komponenten (44) werde mit [w, s] 
1 


bezeichnet. Man erschlieBt leicht Det®[w,s]=0. Der duale Vektor von 
[w, s] soll [w, s]* geschrieben werden. 
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Ist w ein Raum-Zeit-Vektor I. Art, f ein Raum-Zeit-Vektor II. Art, 
so bedeutet wf zuniichst jedenfalls eine 1 >< 4-reihige Matrix. Bei einer 
Lorentz-Transformation A geht w in w’=wA, f in f’ = A-'fA tier; da- 
bei wird wf’ = wAA-'fA =(wf)A, d. h. wf transformiert sich wieder 
als ein Raum-Zeit-Vektor I. Art. 

Man verifiziert, wenn w ein Vektor I, f ein Vektor II. Art ist, leicht 
die wichtige Identitat 
(45) [w, wf] + [u, wf*}* ~ (win) f 
Die Summe der zwei Raum-Zeit-Vektoren II. Art links ist im Sinne der 
Summe zweier alternierenden Matrizen zu verstehen. 

Namlich fir w, = 0, w, = 0, w, = 0, w, =i wird 


wf =| tifa, tf, ths, 9 |; wf* = | ifss, this, tf, 9 |; 
[w, wf | = 0, 0, 0, far» Faas Fass Le, wf*) = 0, 0, 0, fae» fiss far» 
und die Bemerkung, daB in diesem speziellen Falle die Relation (45) zu- 
trifft, geniigt bereits, um derselben allgemein sicher zu sein, da diese 
Relation kovarianten Charakter fiir die Lorentz-Gruppe hat und zudem in 
W,, Wy, W,, w, homogen ist. 


Nach diesen Vorbereitungen beschiftigen wir uns zuniichst mit den 
Gleichungen (C), (D), (E), durch welche die Konstanten ¢, u, 6 eingefiihrt 
werden. 

Statt des Raumvektors w, Geschwindigkeit der Materie, fiihren wir, 
wie schon in § 8, den Raum-Zeit-Vektor I. Art w mit den vier Kompo- 
nenten 
W, ; w : w, nl i 

.. Fie 


w= Fe , = "a wv, = via 
ein; dabei gilt 

(46) ww =w,? + w,? + 0? +w2 =—1 
und — iw, > 0. 

Unter F und f wollen wir jetzt wieder die in den Grundgleichungen 
auftretenden Raum-Zeit-Vektoren II. Art M, —i€E und m, —ie ver- 
stehen. 

In © =—wF haben wir wieder einen Raum-Zeit-Vektor I. Art; 
seine Komponenten werden sein 


%, = w, Fy + wsF, + wy Fy, 
%, = w, F,, + w, F,, + wo, Fy, 
®, = w, Fy, + w, Py + w,F,, 


O, = w, Fy + Fy + 03 Fg 























Grundgleichungen fiir.die elektromagnetischen Vorgiinge. 501 


Die drei ersten GréBen ,, %,, %, sind bzw. die z-, y-, z-Komponente 
des Raumvektors 


E+ [wm] 
(47) V 1 — wp ? 
und ferner ist 

— (we) 
(48) 4 Vi—w! 


Da die Matrix F eine alternierende ist, gilt offenbar 


(49) w® = w,%, + w,%, + w,%, + 0,9, = 0, 

der Vektor ® ist also normal zu w; wir kénnen diese Relation auch 

schreiben: 

(50) , = i(w,O, + w,O, + Ww, 9s). 

Den Raum-Zeit-Vektor J. Art ® will ich elektrische Ruh-Kraft nennen. 
Analoge Beziehungen wie zwischen — w F, €, M, w stellen sich zwischen 


— wf,e,m, w heraus und insbesondere wird auch — wf normal zu w sein. 
Es kann nunmehr die Relation (C) durch 


{C} wf =ewF 
ersetzt werden, eine Formel, die zwar vier Gleichungen fiir die beziig- 
lichen Komponenten liefert, jedoch so, daB die vierte im Hinblick auf 
(50) eine Folge der drei ersten ist. 


Wir bilden ferner den Raum-Zeit-Vektor 1 Art ¥Y —iwf*, dessen 
Komponenten sind: 


¥,=— i Wefsy + Msheg + Wefys); 
¥, = — t(wyfes + Wshig + fs), 
Wy = — U(0y fog t Wel + fir), 
Vy = — (Wy fog + Wefis + Meher ). 


Davon sind die drei ersteren Y,, ¥,,‘¥, bzw. die z-, y-, z-Komponente des 
Raumvektors 





= —[we) 
@1) Vi-w’ 
und weiter ist 
i(wm) | 
(52) Y, —_ Vi—w?’ 
zwischen ihnen besteht die Beziehung 
(53) wY = w,¥, + w,¥, + w,¥, + w,¥, = 90, 


die wir auch 
(54) ¥, = i(w, ¥, + w,¥, +, ¥;) 
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schreiben kénnen; der Vektor ¥ ist also wieder normal zu w. Den Raum- 
Zeit-Vektor I. Art Y will ich magnetische Ruh-Kraft nennen. 

Analoge Beziehungen wie zwischen iwf*, m,e,w haben zwischen 
iwF*, M, E, w statt und es kann die Relation (D) nunmehr durch 

{D} w F* = uwf* 

ersetzt werden. 

Die Gleichungen {C€} und {D} kénnen wir benutzen, um die Feld- 
vektoren F' und f auf ® und Y zuriickzufiihren. Wir haben 

wF=-—-9%, wF*=—ip¥, wf=—%, wf* =—i¥ 

und die Anwendung der Regel (45) fiihrt im Hinblick auf (46) zu 


(55) F= [w,%) + iu[w, ¥F, 
(56) f =< [w, | +i [w, vy", 
d. i. 


Fi, = (w,%, —w,%,) + iu(w,¥,—w,¥,), us. f. 
fis = €(w, 9, — w,%,) + i (w,¥,—w,¥,), us. f 
Wir ziehen ferner den Raum-Zeit-Vektor II. Art [%, ¥] mit den sechs 
Komponenten 
o,¥; oe ®,¥;, %,¥, ny %,¥;, o,¥, w ®,¥;, 
o,¥, ai %,¥;, 0, a o,¥;, o,¥, - o,¥; 
in Betracht. Alsdann verschwindet der zugehérige Raum-Zeit-Vektor I. Art 
w[o, ¥] = — (w¥)® + (wo) ¥ 
wegen (49) und (53) identisch. Fihren wir nun den Raum-Zeit-Vektor 
I. Art 
(57) Q = iw[o, ¥}* 
mit den Komponenten 
Wy, Ws, Wy 


Q,=—i/%,, %, O% |, usf. 


Vs, Ys, Y, 
ein, so folgt durch Anwendung der Regel (45): 
(58) [%, ¥) = ile, Q}*, 


oe 0, ¥, — 0,¥, = i(w,2,—w,Q), us. f. 
Der Vektor Q erfillt offenbar die Relation 

(59) (wQ) = w,Q, + w,Q, + w,Q, + w,Q, =O, 
die wir auch 


Q, = i(w,Q, + w, Q, + w,Qs) 











eo 2 


(¢ 


anmheh oo af A> C&C Oe 











Grundgleichungen fiir die elektromagnetischen Vorginge. 503 


schreiben kénnen, ist also wieder normal zu w. Falls w = 0 ist, hat man 
o,=0, ¥,=0, Q,=0 und 
(60) 2,=%,¥;—%,¥,, 22=%,%,—,%,, Q = o,¥, — ,¥;. 
Den Raum-Zeit-Vektor I Art Q will ich als Ruh-Strahl bezeichnen. 

Was die Relation (E) anbelangt, welche die Leitfahigkeit  einfiihrt, 
so erkennen wir zuniichst, daB 
—{m}% +e, 

Vi-wt 

die Ruh-Dichte der Elektrizitiit (s. § 8 und § 4 am Schlusse) wird. Als- 
dann stellt 
(61) s+ (w5)w 
einen Raum-Zeit-Vektor I. Art vor, der wegen wit = —1 offenbar wieder 
normal zu w ist und den ich als Ruh-Strom bezeichnen will. Fassen wir 
die drei ersten Komponenten dieses Vektors als z-, y-, z-Komponente eines 
Raum-Vektors auf, so ist fiir den letzteren die Komponente nach der 
Richtung von w: 


— WE = — (W, 8, + Wy 8, + Wy 8, + WS.) = 


| wile’ 8, — |e Se 


- =" 1—w?  . ae 


und die Komponente nach einer jeden zu w senkrechten Richtung w wieder 
8p) = Si} 
es hingt dieser Raum-Vektor also sehr einfach mit dem Raum-Vektor 
3 = 8— ew zusammen, den wir in § 8 als Leitungsstrom bezeichneten. 
Nunmehr kann durch Vergleich mit ® = — wF die Relation (E) auf 
die Gestalt gebracht werden: 
{E} 8 + (w3)w = — owF. 
Diese Formel faBt wieder vier Gleichungen zusammen, von denen jedoch, 
weil es sich beiderseits um zu w normale Raum-Zeit-Vektoren I. Art 
handelt, die Vierte eine Folge der drei ersten ist. 
Endlich werden wir noch die Differentialgleichungen (A) und (B) in 
eine typische Form umsetzen. 


§ 12. 
Der Differentialoperator lor. 
Kine 4 >< 4-reihige Matrix 


Siry Sie» Sis, 

Soy, Syo3 Sys, 
(62 S= =(|§ 
o) Ss, Sye, Syg, Sya Sul 


Su, Sys, Sys, Sy 
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mit der Vorschrift, sie bei einer Lorentz-Transformation A jedesmal durch 
ASA zu ersetzen, mag eine Raum-Zeit-Matrix II. Art heiBen. Eine der- 
artige Matrix hat man insbesondere 

in der alternierenden Matrix /, die einem Raum-Zeit-Vektor IL Art f 
entspricht, 

in dem Produkte fF’ zweier solcher alternierender Matrizen /, F, das 
bei einer Transformation A durch (A~*fA) (A~'FA)=A-"fFA zu er- 
setzen ist, 

ferner, wenn w,,W,,W ,,w, und Q,, Q,, Q,, 2, zwei Raum-Zeit-Vektoren 
I. Art sind, in der Matrix der 4 >< 4 Elemente S,, = w,Q,, 

endlich in einem Vielfachen Z der Einheitsmatrix, d. h. einer 4><4- 
reihigen Matrix, in der alle Elemente in der Hauptdiagonale einen gleichen 
Wert ZL haben und die iibrigen Elemente simtlich Null sind. 

Wir haben es hier stets mit Funktionen von Raum-Zeitpunkten 2, y, 2, it 
zu tun und kénnen mit Vorteil eine 1 >< 4-reihige Matrix, gebildet aus 
den Differentiationssymbolen 


\@ @ @ a 
/0@’ Oy’ dz’ iat}? 

oder auch 

(63) ee Ree ae 


\Ba,? da,’ da,’ Oa, 


geschrieben, verwenden. Fiir diese Matrix will ich die <Abkiirzung lor 
brauchen. 

Es soll dann, wenn S wie in (62) eine Raum-Zeit-Matrix IL. Art 
bedeutet, in sinngemaBer Ubertragung der Regel fir die Produktbildung 
von Matrizen, unter lor S die 1 >< 4-reihige Matrix 


|K,, Ky, Ky, Ky 
der Ausdriicke 
(64) K, — Fit + Fs + Ses 4 Fas (k=1,2,3,4) 
4 
verstanden werden. 
Wird durch eine Lorentz-Transformation A ein neues Bezugsystem 
%,', %', £3, & fiir die Raum-Zeitpunkte eingefiihrt, so mag analog der 
Operator 
se) a Soe en 2 
Ga,’ Oa," O08," a8, 
angewandt werden. Geht dabei S in S’ = ASA = |Sxx{ tiber, so wird 
dann unter lor’ S’ die 1 > 4-reihige Matrix der Ausdriicke 


K, = oat + oat oa +? ae (k = 1, 2, 3, 4) 
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zu verstehen sein. Nun gilt fiir die Differentiation einer beliebigen Funk- 
tion von einem Raum-Zeitpunkte die Regel 
9 _ 0 a, 0 dm, 0 Im, 2 dm 
Ox, Ox, Ox, Ke On, ba, Ou, ' Om Ox, 
C7] ec 7 
~ Oa, “tk + i Oy, + da, “8k + bx, “ae 


die in einer leicht verstindlichen Weise symbolisch als 


lor’ = lor A 
zu deuten ist, und mit Riicksicht hierauf folgt sogleich 
(65) lor’ S’ = lor (A(A~'SA)) = (lor S)A, 


d. h. wenn S eine Rawm-Zeit-Matriz II. Art vorstellt, so transformiert sich 
lor S als ein Raum-Zeit-Vektor I. Art. 

Ist insbesondere Z ein Vielfaches der Einheitsmatrix, so wird unter 
lor L die Matrix der Elemente 

OL L L @oL 

(66) an? Gm? Om? Tm 
zu verstehen sein. 

Stellt s =|s,, s,, s,, s,| einen Raum-Zeit-Vektor I. Art vor, so wird 


(67) lor 5 = os +98 +5 =, t+ 


zu erkliren sein. Treten bei ee einer seule aaaiaaidiis A 
die Zeichen lor’, s’ an Stelle von lor, s, so folgt 


lor’ 8’ = (lor A) (AS) = lor 3, 
d. h. lor § ist eine Invariante bei den Lorentz-Transformationen. 
In allen diesen Beziehungen spielt der Operator lor selbst die Rolle 
eines Raum-Zeit-Vektors I. Art. 
Stellt f einen Raum-Zeit-Vektor II. Art vor, so hat nun —lor/ den 
Raum-Zeit-Vektor I. Art mit den Komponenten 


n+ Be Be 
8 ede 
tate 4th 
eet 


zu bedeuten. Hiernach laBbt sich das System der Differentialgleichungen 
(A) in der kurzen Form 


{A} lor f= —s 
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zusammenziehen. Ganz entsprechend wird das System der Differential- 
gleichungen (B) zu schreiben sein: 


{B) lor F* = 0. 
Die im Hinblick auf die Definition (67) von lor § gebildeten Ver- 


bindungen lor (lor /) und lor (lor F*) verschwinden offenbar identisch, 
indem f und F* alternierende Matrizen sind. Darnach folgt aus {A} fiir 
den Strom s die Beziehung 


és, Me a 
(68) az, re da, aa +5 
wihrend die Relation 
(69) lor (lor F*) = 0 


den Sinn hat, daB die vier in {B} angewiesenen Gleichungen nur drei un- 
abhiingige Bedingungen fiir den Verlauf der Feldvektoren reprisentieren. 

Ich fasse nunmehr die Resultate zusammen: 

Es bedeute w den Raum-Zeit-Vektor I. aA 5 — "= — = (w @ 
schwindigkeit der Materie), F’ den Raum-Zeit- let IT. Art ®, —i€ 
(M magnetische Erregung, € elektrische Kraft), f den Raum-Zeit-Vektor 
II. Art m, —ie (m magnetische Kraft, ¢ elektrische Erregung), s den 
Raum-Zeit-Vektor I. Art 8, ig (9 elektrische Raumdichte, 3— ow Leitungs- 
strom), ¢ die Dielektrizitiétskonstante, u die magnetische Permeabilitét, 6 die 
Leitfithigkeit, so lauten (mit den in § 10 und § 11 erkliirten Symbolen 
der Matrizenrechnung) die Grundgleichungen fiir die elektromagnetischen 
Vorgdnge in bewegten Korpern 


{A} lor f= — s, 
{B} lor F* = 0, 
{C} wf = swf, 
{D} wF* = wwf*, 


{E} s+ (w5)w = —owF. 

Dabei gilt wH = —1, es sind die Raum-Zeit-Vektoren I. Art wf, 
wf, wk*, wf*, s+ (w5)w stimtlich normal zu w und endlich besteht fiir 
das Gleichungssystem {B} der Zusammenhang 

lor (lor F*) = 0 

In Anbetracht der zuletzt genannten Umstinde steht hier genau die 
erforderliche Anzahl von unabhiingigen Gleichungen zur Verfiigung, um 
bei den geeigneten Grenzdaten die Vorgiinge vollstindig zu beschreiben, 


wofern die Bewegung der Materie, also der Vektor w als Funktion von 
x, y, #, t bekannt ist. 
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§ 13. 
Das Produkt der Feldvektoren fF. 


Endlich fragen wir nach den Gesetzen, die zur Bestimmung des 
Vektors w als Funktion von z, y, z,¢ fiihren. Bei den hierauf beziig- 
lichen Untersuchungen treten diejenigen Ausdriicke in den Vordergrund, 
die durch Bildung des Produkts der zwei alternierenden Matrizen 


0, fie» fis» fia | 0, Fis, Fis» Fa | 
pin fry 9, fos» fea Fo Fy, 9, Fy; Fy, | 
i fer» fos» 9, fo’ x Fi, Fy, 9, Fy, | 

fa» fis» fas, 9 Fu, Fa, Fy, 9 | 


sich darbieten. Ich schreibe 


S,—L, Sie, Sis, Sis 
(70) fF = ~ Su—L, Sas» Sus 
“31? Sse, Ss; —L, Sy 
Su, Sw, Ss, Sy—L 
so, daB dabei 
(71) Sir + Seo + Sys + Sy = 0 
wird. 


Alsdann bedeutet ZL die in den Indizes 1, 2, 3, 4 symmetrische Ver- 
bindung 


1 + . a) 
(72) L= 2 (fos P's + fr Psi + is Piz t+huFiat fu + fri Fs) 
und es wird_ 
, 1 + . _ yp - ; 
Su = 3 (fos Fas + fu Psa + fee Pe — fia Fis — is Ps — fis Fa); 
Sto = fisF'se + fisFe, 0. 8. f 


(73) 


Indem ich die Realitétsverhdltnisse zam Ausdruck bringe, will ich noch 


Si» Sis, Sis, Sis X,; Y,, Z,; —éZ,, 
(74) = Ss, Sys, Sys; Sy | aaa X,, Y,, 4,; — 
Ss, Sse, Syg, Spa |. XxX, Y,, Z,, —f, 
B, Sn, Suny Sus —iX, —iY,, —iZ,, T, | 


schreiben, wobei dann 
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xX, = ; (mM, — m, M, — m, M, + e,E, — e,E, — e,E,), 
X,=-m,M,+¢E,, Y,=—m,M,+¢,€, us. f. 
(75) X, = ¢, M, — e,M,, 
T, = m,€, — m,G,, u. s. f. 
T,= = (m,M, + m,M, + m,M, + eC, + cE, + cE) 
und auch 
(76) L = (m, MN, +m, M, + m,M, —e,E, —e,E, —e,G,) 


simtlich reell sind. In den Theorien fiir ruhende Kérper kommen die 
Verbindungen X,, X,, X,, Y,, Y,, Y., Z,, Z,, Z, wnter dem Namen 
»Maxwellsche Spannungen“, die Gréfen 7,, T,, T, als ,Poyntingscher 
Vektor“, T, als ,elektromagnetische Energiedichte fiir die Volumeneinheit“ 
vor und wird L als ,Lagrangesche Funktion“ bezeichnet. 

Wir finden nun andererseits durch Zusammensetzung der zu f und 
F dualen Matrizen in umgekehrter Folge sofort 


jah — Sis, — Ss, —Sy 
S —S,,—L, —S,s, —§, 
(17) rp eg ns Pe _- | 
31) 32) 38 ) 34 
|—Su, —Sx, — Ss, —S,—L| 
und kénnen hiernach setzen 
(78) fF=S—L, F*f* =—S—L, 
indem wir unter L das Vielfache L-1 der Einheitsmatrix, d. h. die Matrix 
der Elemente 
é,=1, ,=9, h2k 
Ley, ( h,k—1,2,3,4 ) 


verstehen. 
Daraus folgern wir weiter, indem hier SL=LS ist, 


F* f*fF =(— S—L)(S—L)=—SS+ L’, 
1 1 
und finden, da /*f=Det? f, F* F =Det? F ist, die interessante Beziehung: 


1 1 
(79) SS — L*— Det? f Det? F, 
d. h. das Produkt der Matrix S in sich selbst ist ein Vielfaches der Ein- 
heitsmatriz, eine Matrix, in welcher auBerhalb der Hauptdiagonale alle 
Elemente Null und in der Diagonale alle Elemente gleich sind und als 


gemeinsamen Wert die hier rechts angegebene GréBe haben. Es gelten 
also allgemein die Relationen 
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(80) Si Si, + Sis Sy, + SisSsp + SiS =0 
bei ungleichen Indizes h, k aus der Reihe 1, 2, 3, 4 und 


1 1 
(81) 8,15, + S,252, + Sy255, + 5,.5,, = L, — Det * fDet * F 
fiir h=1, 2, 3, 4. 
Indem wir jetzt anstatt / und f in den Verbindungen (72), (73) 
mittels (55), (56), (57) die elektrische Ruh-Kraft ©, die magnetische Ruh- 
Kraft ¥, den Ruh-Strahl Q einfiihren, gelangen wir zu den Ausdriicken: 


(82) L=— 20045 u¥¥, 


(83) Sy.=— F£OOe,,— : u¥¥e,, 


+ €(,%, —9Ow,w,) + u(¥,%, — ¥¥ 0, w,) 
— Q,0, — euw,Q, (h, k= 1, 2,3, 4); 
darin sind noch einzusetzen 
OO0=0°40,7407402, Y¥=¥P4 4244+ 42, 
él, Cy, = O(h NK). 

Niamlich jedenfalls ist die rechte Seite von (82) ebenso wie L eine 
Invariante bei den Lorentz-Transformationen und stellen die 4>< 4 Ele- 
mente rechts in (83) ebenso wie die S,, eine Raum-Zeit-Matrix II. Art 
dar. Mit Riicksicht hierauf geniigt es schon, um die Relationen (82), 
(83) allgemein behaupten zu kénnen, sie nur fiir den Fall w,—0, w,=0, 
w, = 0, w,=i zu verifizieren. Fiir diesen Fall w = 0 aber kommen (83) 
und (82) durch (47), (51), (60) einerseits, e = «€, Pt — wm andererseits 
unmittelbar auf die Gleichungen (75), (76) hinaus. 

Der Ausdruck rechts in (81), der 


— (} (mm — eG) + (em) (EM) 


ist, erweist sich durch (em) = e@¥, (EM) —wOY¥ als > 0; die Quadrat- 
1 


wurzel aus ihm, >0 genommen, mag im Hinblick auf (79) mit Det * 8 
bezeichnet werden. 
Fir S, die transponierte Matrix von S, folgt aus (78), da f = —f, 
F =—F ist, 
(84) Ff-5-—L; ftF*=—5-—L. 
Sodann ist M 
S—S =|S,.—-S,, 
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eine alternierende Matrix und bedeutet zugleich einen Raum-Zeit-Vektor 
Il. Art. Aus den Ausdriicken (83) entnehmen wir sofort 


(85) S—S =—— (eu — 1)[w, Q], 
woraus noch (vgl. (57), (58)) 

(86) w(S —8)*=0, 

(87) w(S—S) =(eu—1)Q 
herzuleiten ist. 


Wenn in einem Raum-Zeitpunkte die Materie ruht, w = 0 ist, so be- 
deutet (86) das Bestehen der Gleichungen 
Z,=Y,, X, = Z,, Y, = X,; 
ferner hat man dann nach (83): 
T, =, T, = 23, T, = Q;, 
X, = euQ,, Y,= enQs, Z, = EUQs. 
Nun wird man durch eine geeignete Drehung des riumlichen Koordinaten- 
systems der 2, y, ¢ um den Nullpunkt es bewirken kénnen, daB 
Z,= Y,=9, X,= Z,=0, Y,= X,=0 
ausfallen. Nach (71) hat man 
(88) X,+ ¥,+2Z,+T7,=0 
und nach dem Ausdruck in (83) ist hier jedenfalls 7,> 0. Im speziellen 
Falle, daB auch Q verschwindet, folgt dann aus (81) 


1 
X= Y,) = Z3 = T} = (Det‘ 8)? , 
und sind 7’, und von den drei GréBen X,, Y,, Z, eine = + Det * S, die 
1 


zwei anderen = — Det‘ S. Verschwindet Q nicht, so sei etwa Q, + 0, 
dann hat man nach (80) insbesondere 

T,X,=0, T, Y,= 0, Z,T,+ T,T,=9 
und findet demnach 2, = 0, 2,=0, Z,——T, Aus (81) und im Hin- 
blick auf (88) folgt alsdann 


1 
X,=— Y,—+ Det* 8, 





pal 1 
— Z,=— T, ~V det? 5 + euQ,? > Det * 8. 
Von ganz besonderer Bedeutung wird endlich der Raum - Zeit- Vektor 
I. Art 
(89) K = lor S, 
fiir den wir jetzt eine wichtige Umformung nachweisen wollen. 
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Nach (78) ist S= L+/¥F und es folgt zuniichst 
lor S = lor L + lor fF. 


Das Symbol lor bedeutet einen DifferentiationsprozeB, der in lor fF 
einerseits die Komponenten von /, andererseits die Komponenten von F 
betreffen wird. Entsprechend zerlegt sich lor fF additiv in einen ersten 
und einen zweiten Teil. Der erste Teil wird offenbar das Produkt der 
Matrizen (lorf)F' sein, darin lorf als 1 >< 4-reihige Matrix fiir sich auf- 
gefabt. Der zweite Teil ist derjenige Teil von lor fF, in dem die Diffe- 
rentiationen nur die Komponenten von F betreffen. Nun entnehmen wir 
aus (78) 

fF = — F*f* — 2L; 
infolgedessen wird dieser zweite Teil von lor fF sein — (lor F*)/* + dem 


Teil von —2lor LZ, in dem die Differentiationen nur die Komponenten 
von F betreffen. Danach entsteht 


(90) lor S = (lor f) F — (lor F*)f* + N, 
wo N den Vektor mit den Komponenten 
N, - +(e Fs + Sh , += Shs Fs + hs 2, Ei +3 he z, i +3 Shu Ee 
Fi, pod 7” po om 4 Oss 
— fos fe — fa On, , —ha FZ a —fu On, — fe Ox, a a) 
(h = 1, 2, 3, 1 
bedeutet. Durch Benutzung der Grundgleichungen {A} und {B} geht 
(90) in die fundamentale Relation 
(91) lor S=—sF+ N 
tiber. 


Im Grenzfalle «= 1, 1 = 1, wo f= F ist, verschwindet N identisch. 
Allgemein gelangen wir auf Grund von (55), (56) und im Hinblick 


auf den Ausdruck (82) von LZ und auf (57) zu folgenden Ausdriicken der 
Komponenten von N: 


(92) N,=—+ 6 ce 3e ° 
h 


Ox, 
+ (ew —1) (0 G5 + % Get + Fe + 75) 
fir h = 1, sid 


Machen wir noch von (59) Gebrauch und bezeichnen den Raum-Vektor, 
der 2,, Q,, Q, als z-, y-, z-Komponenten hat, mit %, so kann der letzte, 
dritte Bestandteil von (92) auch auf die Gestalt 


33* 
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te—1 dw 
(98) Yiaw (® s,) 


gebracht werden, wobei die Klammer das skalare Produkt der darin auf- 
gefiihrten zwei Vektoren anzeigt. 


§ 14. 
Die ponderomotorischen Krifte. 


Wir stellen jetzt die Relation K = lor S= —sF'+ N ausfihrlicher 
dar; sie liefert die vier Gleichungen 





(94) K, = Se 4 Si 4 Se _ 9G, + 8,M,—8,M, 


-70sZ-3" vet (8 3), 


(95) -K, = 9s et vy = 0G, +8,M,+3,M, 





— oof _ tye + (wz), 


(962)  K, = 9% pet GH o€,+8,M,— 8, M, 


1 ae ?t _ . su —1 ow 
— fone tie 4 et (9) 





yi-t oz]? 
7. T, 
(97) 4 K,=-—_ — om = 3,6,+8,6,+8,6, 
op— 1 ow 
+7 ooS45 795 - ; (85): 


Es ist nun meine Meinung, da bei den elektromagnetischen Vorgéingen 
die ponderomotorische Kraft, die an der Materie in einem Raum-Zeitpunkte 
xz, y, 2, t angreift, berechnet fiir die Volumeneinheit, als x-, y-, 2-Kompo- 
nenten die drei ersten Komponenten des zum Raum-Zeit-Vektor w normalen 
Raum, Zeit-Vektors 


(98) K + (wK)w 
hat und da ferner der Energiesatz seinen Ausdruck in der obigen vierten 
Relation findet. 

Diese Meinung eingehend zu begriinden, sei einem folgenden Auf- 
satze vorbehalten; hier will ich nur noch durch einige Ausfiihrungen zur 
Mechanik dieser Meinung eine gewisse Stiitze geben. 

Im Grenzfalle «= 1, »=—1, ¢=0 ist der Vektor N=0, 3 = ow, 
es wird dadurch wK =O und es decken sich diese Ansiitze mit den in 
der Elektronentheorie iiblichen. 
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Anhang. 
Mechanik und Relativitatspostulat. 


Es wire héchst unbefriedigend, diirfte man die neue Auffassung des 
Zeitbegriffs, die durch die Freiheit der Lorentz-Transformationen gekenn- 
zeichnet ist, nur fiir ein Teilgebiet der Physik gelten lassen. 

Nun sagen viele Autoren, die klassische Mechanik stehe im Gegensatz 
za dem Relativititspostulate, das hier fiir die Elektrodynamik zugrunde 
gelegt ist. 

Um hieriiber ein Urteil zu gewinnen, fassen wir eine spezielle Lorentz- 
Transformation ins Auge, wie sie durch die Gleichungen (10), (11), (12) 
dargestellt ist, mit einem von Null verschiedenen Vektor » von irgend- 
einer Richtung und einem Betrage g, der <1 ist. Wir wollen aber fiir einen 
Moment noch keine Verfiigung iiber das Verhiltnis von Liangeneinheit 
und Zeiteinheit getroffen denken und demgemiéB in jenen Gleichungen 


statt ¢, t’, q schreiben ci, ct’, 4, wobei dann ¢ eine gewisse positive Kon- 
stante vorstellt und g<e sein muf. Die genannten Gleichungen ver- 
wandeln sich dadurch in 

, e¢t%— gb , at, +et 

yea? yeaa 

es bedeutet, wie wir erinnern, tr den Raumvektor z, y, 2 und r’ den Raum- 
vektor 2’, y' 2’. 


Gehen wir in diesen Gleichungen, wihrend wir » festhalten, zur 
Grenze ¢ = co iiber, so entsteht aus ihnen 


ts = ts, 


t=, w=t>—qt, tt =e. 
Diese neuen Gleichungen wiirden nun bedeuten einen Ubergang vom rium- 
lichen Koordinatensysteme x, y, 2 zu einem anderen riaiumlichen Koor- 
dinatensysteme 2’, y’, 2 mit parallelen Achsen, dessen Nullpunkt in bezug 
auf das erste in gerader Linie mit konstanter Geschwindigkeit fortschreitet, 
wihrend der Zeitparameter ganz unberiihrt bleiben soll. 

Auf Grund dieser Bemerkung darf man sagen: 

Die klassische Mechanik postuliert eine Kovarianz der physikalischen 
Gesetze fiir die Gruppe der homogenen linearen Transformationen des Aus- 
drucks 
(1) —-#-—-y-—24+e? 
in sich mit der Bestimmung c = co. 

Nun wire es geradezu verwirrend, in einem Teilgebiet der Physik 
eine Kovarianz der Gesetze fir die Transformationen des Ausdrucks (1) 











514 : H. Muxxowsxt. 


in sich bei einem bestimmten endlichen c, in einem anderen Teilgebiete 
aber fiir ¢= oo zu finden. DaB die Newtonsche Mechanik nur diese 
Kovarianz fiir ¢= oo behaupten und sie nicht fiir den Fall von ¢ als 
Lichtgeschwindigkeit ersinnen konnte, bedarf keiner Erklirung. Sollte 
aber nicht gegenwirtig der Versuch zuliissig sein, jene traditionelle Ko- 
varianz fiir ¢=oo nur als eine durch die Erfahrungen zunichst gewon- 
nene Approximation an eine exaktere Kovarianz der Naturgesetze fir ein 
gewisses endliches ¢ aufzufassen? 

Ich méchte ausfiihren, daB durch eine Reformierung der Mechanik, 
wobei an Stelle des Newtonschen Relativititspostulates mit ¢ = co ein solches 
fiir ein endliches ¢ tritt, sogar der axiomatische Aufbau der Mechanik er- 
heblich an Vollendung zu gewinnen scheint. 

Das Verhiltnis der Zeiteinheit zur Liingeneinheit sei derart normiert, 
daB das Relativitiitspostulat mit c= 1 in Betracht kommt. 

Indem ich jetzt geometrische Bilder auf die Mannigfaltigkeit der vier 
Variabelen x, y, z, ¢ tibertragen will, mag es zum leichteren Verstiindnis 
des Folgenden bequem sein, zuniichst y, z vollig auBer Betracht zu Jassen 
und « und ¢ als irgendwelche schiefwinklige Parallelkoordinaten in einer 
Ebene zu deuten. 

Ein Raum-Zeit-Nullpunkt O (2, y, 2,¢=0,0, 0,0) wird bei den 
Lorentz-Transformationen festgehalten. Das Gebilde 


(2) —#-y—#+f=<1, t>0, 


eine hyperboloidische Schale, umfaBt den Raum-Zeitpunkt A(x, y,z,¢ = 0,0,0, 1) 
und alle Raum -Zeitpunkte A’, die nach Lorentz-Transformationen als 
(z’, y, #, & =0,0,0,1) in den neu eingefiihrten Bestimmungsstiicken 
x,y’, 2, t auftreten. 

Die Richtung eines Radiusvektors 0A’ von O nach einem Punkte 
A’ von (2) und die Richtungen der in A’ an (2) gehenden Tangenten 
sollen normal zueinander heiBen. 

Verfolgen wir eine bestimmte Stelle der Materie in ihrer Bahn zu 
allen Zeiten ¢. Die Gesamtheit der Raum-Zeitpunkte z, y, z,¢, die der 
Stelle zu den verschiedenen Zeiten ¢ entsprechen, nenne ich eine Raum- 
Zeitlinie. 

Die Aufgabe, die Bewegung der Materie zu bestimmen, ist dahin 
aufzufassen: Es soll fiir jeden Raum-Zeitpwnkt die Richtung der daselbst 
durchlaufenden Raum-Zeitlinie festgestellt werden. 

Kinen Raum-Zeitpunkt P(x, y, 2, t) auf Ruhe transformieren, heiBt, 
durch eine Lorentz-Transformation ein Bezugsystem 2’, y’, 2’, ¢ einfiihren 
derart, daB die ¢-Achse 0A’ die Richtung erlangt, die in P die dort 
durchlaufende Raum-Zeitlinie zeigt. Der Raum ¢ = konst., der durch P 
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zu legen ist, soll dann der in P auf der Raum-Zeitlinie normale Raum 
heiBen. Dem Zuwachs dt der Zeit ¢ von P aus entspricht der Zuwachs 
(3) dt = Vat — da* — dy — ae = atyi—w — 


des hierbei einzufiihrenden Parameters ¢. Der Wert des Integrals 


fax ={V— Gat + das + dae + da, 
auf der Raum-Zeitlinie von irgendeinem festen Anfangspunkte P® an bis 
zum variabel gedachten Endpunkte P gerechnet, hei®e die Figenzeit der 
betreffenden Stelle der Materie im Raum-Zeitpunkte P. (Es ist das eine 
Verallgemeinerung des von Lorentz fiir gleichformige Bewegungen gebil- 
deten Begriffs der Ortszeit.) 

Nehmen wir einen raumlich ausgedehnten Kérper R° zu einer be- 
stimmten Zeit ¢°, so soll der Bereich aller durch die Raum-Zeitpunkte R®, 
fiihrenden Raum-Zeitlinien ein Rawm-Zeitfaden heiBen. 

Haben wir einen analytischen Ausdruck 0(z,y,2,t), so daB O(x,y,2,t) =O 
von jeder Raum-Zeitlinie des Fadens in einem Punkte getroffen wird, wobei 


@0\2 /20\? (202 ae? 20 
— (sz) — Gy) — (Gz) - (ae) > Ge > 

ist, so wollen wir die Gesamtheit Q der betreffenden Treffpunkte einen 
Querschnitt des Fadens nennen. An jedem Punkte P(z, y, 2, ¢) eines 
solchen Querschnitts kénnen wir durch eine Lorentz-Transformation ein 
Bezugsystem 2’, y’, 2’, ?¢’ einfiihren, so daB hernach 

08 08 00 

ae ay 9 oe 
wird. Die Richtung der betreffenden, eindeutig bestimmten ¢’-Achse 
heiBe die obere Normale des Querschnitts Q@ im Punkte P und der Wert 


dJ = J tf ‘da’ dy dz fir eine Umgebung von P auf dem Querschnitt 
ein Inhaltsélement des Querschnitts. In diesem Sinne ist R®, ¢ selbst 
als der zur t-Achse normale Querschnitt ¢= 7 des Fadens und das Volumen 
des Kérpers R° als der Inhalt dieses Querschnitts zu bezeichnen. 

Indem wir den Raum R® nach einem Punkte hin konvergieren lassen, 
kommen wir zum Begriffe eines wnendlich diinnen Raum-Zeitfadens. In 
einem solchen denken wir uns stets eine Raum-Zeitlinie irgendwie als 
Hauptlinie ausgezeichnet und verstehen. unter der Kigenzeit des Fadens 
die auf dieser Hauptlinie festgestellte Eigenzeit, unter den Normal- 
querschnitten des Fadens seine Durchquerungen durch die in den Punkten 
der Hauptlinie auf dieser normalen Riume. 








*) Die Bezeichnung mit Indizes und die Zeichen w, w nehmen wir wieder in 
dem friher festgesetzten Sinne in Gebrauch (s. § 3 und § 4). 
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Wir formulieren nunmehr das Prinzip von der Erhaltung der Massen. 

Jedem Raume R zu einer Zeit ¢ gehért eine positive GréBe, die 
Masse in R sur Zeit t, ma. Konvergiert R nach einem Punkte z, y, z, ¢ 
hin, so nihere sich der Quotient aus dieser Masse und dem Volumen von 
R einem Grenzwert u(x, y, 2, ¢), der Massendichte im Raum-Zeitpunkte 
L,Y, 2, t. 

Das Prinzip von der Erhaltung der Massen besagt: Fiir einen un- 
endlich diinnen Raum-Zeitfaden ist das Produkt udJ aus der Massen- 
dichte wu an einer Stelle x, y, 2, t des Fadens (d.h. der Hauptlinie des 
Fadens) und dem Inhalt dJ des durch die Stelle gehenden zur t-Achse 
normalen Querschnitts stets lings des ganzen Fadens konstant. 

Nun wird als Inhalt dJ, des durch z, y,z,¢ gelegten Normalquer- 
schnitts des Fadens 
1 


, dt 
(4) dJ, = ~ pe dJ = —iw,dJ = 7 dJ 
zu rechnen sein und es mige 
(5) va mu Vl—w aa 


— in, dt 
als Ruh-Massendichte an der Stelle x, y, z,¢ definiert werden. Alsdann 
kann das Prinzip von der Erhaltung der Massen auch so formuliert werden: 

Fiir einen unendlich diinnen Raum-Zeitfaden ist das Produkt aus der 
Ruh-Massendichte und dem Inhalt des Normalquerschnitts an einer Stelle 
des Fadens stets liings des ganzen Fadens konstant. 

In einem beliebigen Raum-Zeitfaden sei ein erster Querschnitt ¢Q° 
und sodann ein zweiter Querschnitt Q' angebracht, der mit @Q° dessen 
Punkte auf der Begrenzung des Fadens, aber nur diese gemein hat, 
und die Raum-Zeitlinien innerhalb des Fadens mégen auf Q' gréBere 
Werte ¢ als auf Q zeigen. Das von Q° und Q' zusammen begrenzte, 
im Endlichen gelegene Gebiet soll dann eine Rawm- Zeit-Sichel, Q die 
untere, Q' die obere Begrenzung der Sichel heiBen. 

Denken wir uns den Faden in viele sehr diinne Raum-Zeitfiden zer- 
legt, so entspricht jedem Eintritt eines diinnen Fadens in die untere Be- 
grenzung der Sichel ein Austritt aus der oberen, wobei fiir beide das im 
Sinne von (4) und (5) ermittelte Produkt vdJ, jedesmal gleichen Wert 


hat. Es verschwindet daher dié Differenz der zwei Integrale f vdJ,, 


das erste erstreckt tiber die obere, das zweite iiber die untere Begrenzung 
der Sichel. Diese Differenz findet sich nach einem bekannten Theoreme 
der Integralrechnung gleich dem Integrale 


SSSI lor ve dx dydzdt, 
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erstreckt tiber das ganze Gebiet der Sichel, wobei (vgl. (67) in § 12) 


one en Ovw, 


+ Oa, 

ist. Wird die Sichel auf einen ncn 2, y, 2, ¢ zusammen- 
gezogen, so folgt hiernach die Differentialgleichung 

(6) lor v# = 0, 

d. i. die Kontinuitétshedingung 


lor v® = + a + 








a a a 
eee t+: ew 4 oe 


Wir bilden ferner, iiber das ganze Gebiet einer Raum-Zeit-Sichel 
erstreckt, das Integral 


(7) N= fff vdedydedt. 


Wir zerschneiden die Sichel in diinne Raum-Zeitfiden und jeden dieser 
Faden weiter nach kleinen Elementen dr seiner Eigenzeit, die aber noch 
gegen die Lineardimensionen der Normalquerschnitte gro® sind, setzen 
die Masse eines solchen Fadens vdJ, — dm und schreiben noch r° und r' 
fiir die Eigenzeit des Fadens auf der unteren bzw. der oberen Begrenzung 
der Sichel; alsdann ist das Integral (7) auch zu deuten als 


J [vada = | (4) dm 
iiber die simtlichen Fiden in der Sichel. 

Nun fasse ich die Raum-Zeitlinien innerhalb einer Raum-Zeit-Sichel 
gleichsam wie substanzielle Kurven aus substanziellen Punkten bestehend 
auf und denke sie mir einer kontinuierlichen Lagenverinderung innerhalb 
der Sichel in folgender Art unterworfen. Die ganzen Kurven sollen 
irgendwie unter Festhaltung der Endpunkte auf der unteren und der oberen 
Begrenzung. der Sichel verriickt und die einzelnen substanziellen Punkte 
auf ihnen dabei so gefiihrt werden, daB sie stets normal zu den Kurven 
fortschreiten. Der ganze ProzeB soll analytisch mittels eines Parameters 
darzustellen sein und dem Werte #= 0 sollen die Kurven in dem wirklich 
stattfindenden Verlauf der Raum-Zeitlinien innerhalb der Sichel entsprechen. 
Ein solcher ProzeB soll eine virtuelle Verriickung in der Sichel heiben. 

Der Punkt 2, y, z, ¢ in der Sichel fir =O mége beim Parameter- 
werte # nach +02, y+dy, 2+ 02, ¢+ dt gekommen sein; letztere 
GréBen sind dann Funktionen von z, y, z,¢, # Fassen wir wieder 
einen unendlich diinnen Raum-Zeitfaden an der Stelle x, y, 2, ¢ auf mit 
einem Normalquerschnitte von einem Inhalte dJ, und ist dJ, + ddJ, 
der Inhalt des Normalquerschnitts an der entsprechenden Stelle des 
variierten Fadens, so wollen wir dem Prinzipe von der Erhaltung der 
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Massen in der Weise Rechnung tragen, da wir an dieser variierten Stelle 

eine Ruh-Massendichte v + dv gemaib 

(8) (vw + dv) (dJ, + ddJ,) = vdJ, = dm 

annehmen, unter v die wirkliche Ruh-Massendichte an x, y, z, ¢ ver- 

standen. Zufolge dieser Festsetzung variiert dann das Integral (7), tiber 

das Gebiet der Sichel erstreckt, bei der virtuellen Verriickung als eine 

bestimmte Funktion N+60N von # und wir wollen diese Funktion 

N+ 4N die Massenwirkung bei der virtuellen Verriickung nennen. 
Ziehen wir die Schreibweise mit Indizes heran, so wird sein: 


k= 1,2,3,4 
(9) ae, + 08,) — de, + D Ga, tea + Gee ae Geo sa) 
, , ? 


Nun leuchtet auf Grund der schon gemachten Bemerkungen alsbald 
ein, daB der Wert von N + ON beim Parameterwerte @ sein wird: 


(10) N+éN = Wh ffe ae +e) dadydedt, 


iiber die Sichel erstreckt, wobei d(r+ dr) diejenige GréBe bedeutet, die 
sich aus 

V— (dz, + déx,)? — (dz, + dda,)* — (dz, + ddz,)* — (dx, + dda,)? 
mittels (9) und 

dz,=w,dt, dz,=—w,dt, dz,=w,dt, dz=—wdt, d?=0 
ableitet; es ist also 


a h déz,  \? k= 1,2,3,4 
” -y~ 2 (+> aa) (poa'a3'a): 
Nun wollen wir den Wert des Differentialquotienten 


(12) (5), =0) 











einer Umformung unterwerfen. Da jedes dz, als Funktion der Argumente 
%y, Ly, Ly, Z,, # fir #—O allgemein verschwindet, so ist auch allgemein 


om =0O fir #=0. Setzen wir nun 
k 


a8 
(13) (Se) 207 & (h = 1, 2,3, 4), 
so folgt auf Grand von iy und ee fiir den Ausdruck (12): 


[fff * > Ga set, + 5 = wo, + Se Ob ie Obs m4) dz dy dzat. 


Fiir die ietiens %, %, %3, %, auf der Begrenzung der Sichel sollen 
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dx,, Ox,, Ox,, Ox, bei jedem Werte ® verschwinden und sind daher 
auch §,, ,&,&, tiberall Null. Danach verwandelt sich das letzte Integral 
durch partielle Integration in 


SSS E, (2st + OeMats 4 devas ‘ creat) da dydzdt. 
Darin ist der Klammerausdruck 
"5 O% et by PE Ow, 


Die erste Summe hier verschwindet zufolge der Kontinuitiitsbedingung (6), 
die zweite laBt sich darstellen als 





dw, dx, + dw, dx, 4 dw, dz, | dw, da, dw, _ 4 (<*) 
dx, dt * Oa, de ' Oa, dt * Oa, dt dt dt \dr/? 


wobei durch £ Differentialquotienten in Richtung der Raum-Zeitlinie 


einer Stelle angedeutet werden. Fiir den Differentialquotienten (12) resultiert 
damit endlich der Ausdruck 


(14) SSffeG (Sees g, 4 Mite g, 4 Se gt 1g dedydedt. 


Fiir eine virtueile Verriickung in der Sichel hatten wir noch die 
Forderung gestellt, daB die substanziell gedachten Punkte normal zu den 
aus ihnen hergestellten Kurven fortschreiten sollten; dies bedeutet fir 
@=0, daB die &, der Bedingung 
(15) w, & + wy + wk + w,&, = 0 
zu entsprechen haben. 

Denken wir nun an die Maxwellschen Spannungen in der Elektro- 
dynamik ruhender Kérper und betrachten wir andererseits unsere Er- 
gebnisse in den §§ 12 und 13, so liegt eine gewisse Ampassung des 
Hamiltonschen Prinzipes fir kontinuierlich ausgedehnte elastische Medien 
an das Relativititspostulat nahe. 

An jedem Raum-Zeitpunkte sei (wie in § 13) eine Raum -Zeit- 
Matrix IL. Art 


Su, Sis, Sis, Si X,; Y,, Z,; —¢Z, 
(16) San | Su, Sys, Sts, Sy ie X,, Y, Z, ? ta, 
Sy, Sse, Sts, Sse X., Y,, Z,., —i1, 
Su, Si, Sis, Sug |—ix,, —tY,, —iZ,, T, | 


bekannt, worin X,, Y,,---, Z., T. 


-+, X,,--++, Z, reelle GréBen sind. 
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Fiir eine virtuelle Verriickung in einer Raum-Zeit-Sichel bei den 
vorhin angewandten Bezeichnungen mége der Wert des Integrals 


(17) W+ ow {fff ( > 5, (+2) dedydedt, 
h 
Ak 


iiber das Gebiet der Sichel erstreckt, die Spannungswirkung bei der vir- 
tuellen Verriickung heiBen. 
Die hier vorkommende Summe, ausfiihrlicher und mit reellen GréBen 
geschrieben, ist 
X,+ Y,+ Z,+ T, 


x dda X ody Z Ode 

+ . v v dy +°--+ 2 Oz 
oda dt ast 
—m_nee +++ > foe +--+ Tae 


Wir wollen nun folgendes Minimalprinzip fiir die Mechanik ansetzen: 

Wird irgendeine Raum - Zeit-Sichel abgegrenzt, so soll bei jeder vir- 
tuellen Verriickung in der Sichel die Summe aus der Massenwirkung und 
aus der Spannungswirkung fiir den wirklich stattfindenden Verlauf der Raum- 
Zeitlinien in der Sichel stets ein Extremum sein. 

Der Sinn dieser Aussage ist, daB bei jeder virtuellen Verriickung in 
den vorhin erklirten Zeichen 
sein soll. 

Nach den Methoden der Variationsrechnung folgen aus diesem Minimal- 
prinzipe unter Riicksichtnahme auf die Bedingung (15) und mittels der 
Umformung (14) sogleich die folgenden vier Differentialgleichungen 


(19) y es Ky + nw, (h = 1, 2,3, 4), 
wo 

=. SS = 
(20) K,= ja, + 0%, + Ox, + Ox, 


die Komponenten des Raum-Zeit-Vektors I. Art K=lor S sind und 
x ein Faktor ist, dessen Bestimmung auf Grund von wi = — 1 zu er- 
folgen hat. Durch Maultiplikation von (19) mit w, und nachherige 
Summation iiber h=—1,2,3,4 findet man x= K®@ und es wird 
K + (K@)w offenbar ein zu w normaler Raum-Zeit-Vektor I. Art. 
Schreiben wir die Komponenten dieses Vektors 


x, Y, Z, éf, 
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so gelangen wir nunmehr zu folgenden Gesetzen fiir die Bewegung der 
Materie: 


dd 
"ide: 
vi Wy, 
91> tat 
(1) d dz 
“aede~ “? 
d dt 
Dabei gilt 
dz\? dy\? dz\2 dt\? 
(32) + G2) + (E) = Gy -1 
und 
d d d dt 
Xt V+ 2 - TR 


und auf Grund dieser Umstinde wiirde sich die vierte der Gleichungen (21) 
als eine Folge der drei ersten darunter ansehen lassen. 

Aus (21) leiten wir weiter die Gesetze fiir die Bewegung eines 
materiellen Punktes, das soll heiBen fiir den Verlauf eines unendlich 
diinnen Raum-Zeitfadens ab. 

Es bezeichne 2, y, 2, ¢ einen Punkt der im Faden irgendwie an- 
genommenen Hauptlinie. Wir bilden die Gleichungen (21) fiir die Punkte 
des Normalquerschnitts des Fadens durch 2, y, 2, ¢ und integrieren sie, 
mit dem Inhaltselement des Querschnitts multipliziert, tiber den ganzen 
Raum des Normalquerschnitts. Sind die Integrale der rechten Seiten 
dabei R,, R,, R,, R, und ist m die konstante Masse des Fadens, so 
entsteht 


ls 


m 


x & 
< 


t 
= 
t 


R,, 
R,, 
(22) 
Sm R,, 
t 

d dt 
-” dt at 


Sa Sa Se 
ain & 


R,. 


Dabei ist wieder R mit den Komponenten R,, R,, R,, iR, ein Raum- 
Zeit-Vektor I. Art, der zu dem Raum-Zeit-Vektor I. Art w, Geschwin- 
digkeit des materiellen Punktes, mit den Komponenten 


de dy ds at 
dt’ drt’ adr’ dtr’ 
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normal ist. Wir wollen diesen Vektor R die bewegende Kraft des materiellen 
Punktes nennen. 

Integriert man jedoch die Gleichungen statt tiber den Normalquer- 
schnitt des Fadens entsprechend tiber den zur t-Achse normalen Querschnitt 
des Fadens, der durch 2, y, 2, ¢ gelegt ist, so entstehen (s. (4)) die 
Gleichungen (22), multipliziert noch mit ed , insbesondere als letzte 
Gleichung darunter 


a [at 
a()- —w,R, 5 + w,R, 3 + w, RS 


m 


Man wird nun die rechte Seite als Arbeitsleistung am materiellen Punkte 
fir die Zeiteinheit aufzufassen haben. In der Gleichung selbst wird man 
dann den Energiesatz fiir die Bewegung des materiellen Punktes sehen 
und den Ausdruck 


1 1 3 
m (7, —1)- “(a —1) =m( w+ } |wit +---) 
als kinetische Energie des materiellen Punktes ansprechen. 
Indem stets dt > drt ist, kénnte man den Quotienten * ~~ — “* als das 


Vorgehen der Zeit gegen die Eigenzeit des materiellen abien. bezeichnen 
und dann sich ausdriicken: Die kinetische Energie eines materiellen 
Punktes ist das Produkt seiner Masse in das Vorgehen der Zeit gegen 
seine Eigenzeit. 

Das Quadrupel der Gleichungen (22) zeigt wieder die durch das 
Relativititspostulat geforderte volle Symmetrie in z, y, 2, it, wobei der 
vierten Gleichung, wie wir dies bereits in der Elektrodynamik analog an- 
trafen, gleichsam eine hihere physikalische Evidenz zuzuschreiben ist. Auf 
Grund der Forderung dieser Symmetrie ist nach dem Muster der vierten 
Gleichung schon sofort das Tripel der drei ersten Gleichungen aufzubauen 
und im Hinblick auf diesen Umstand ist die Behauptung gerechtfertigt: 
Wird das Relativitétspostulat an die Spitze der Mechanik gestellt, so folgen 
die vollstiindigen Bewegungsgesetze allein aus dem Satze von der Energie. 

Ich méchte nicht unterlassen, noch plausibel zu machen, da nicht 
von den Erscheinungen der Gravitation her ein Widerspruch gegen die 
Annahme des Relativititspostulates zu erwarten ist.*) 

Ist B* (2*, y*, 2*, f) ein fester Raum-Zeitpunkt, so soll der Bereich 
aller ine Raum-Zeitpunkte B(x, y, 2, t), fiir die 


*) In einer ganz anderen Weise, als ich hier vorgehe, hat H. Poincaré (Rend. 
Circ. Matem. Palermo, t. XXI (1906), p. 129) das Newtonsche Attraktionsgesetz dem 
Relativitatspostulate anzupassen versucht. 
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(23) (w@— a)? + (y—y*)? + @— AP F—H, t—-HFS0 


ist, das Strahlgebilde des Raum-Zeitpunktes B* heiBen. 

Von diesem Gebilde wird eine beliebig angenommene Raum-Zeitlinie 
stets nur in einem einzigen Raum-Zeitpunkte B geschnitten, wie einerseits 
aus der Konvexitét des Gebildes, andererseits aus dem Umstande hervor- 
geht, daB alle Richtungen der Raum-Zeitlinie nur Richtungen von B* 
nach der konkaven Seite des Gebildes sind. Es heiBe dann B* ein Licht- 
punkt von B. 

Wird in der Bedingung (23) der Punkt B(z, y, 2,¢) fest, der Punkt 
B* (a*, y*, 2*, t*) variabel gedacht, so stellt die namliche Relation den 
Bereich aller Raum-Zeitpunkte B* dar, die Lichtpunkte von B sind, und 
es zeigt sich analog, da auf einer beliebigen Raum-Zeitlininie stets nur 
ein einziger Punkt B* vorkommt, der ein Lichtpunkt von B ist. 

Es mége nun ein materieller Punkt F von der Masse m bei Vor- 
handensein eines anderen materiellen Punktes F’* von der Masse m* eine 
bewegende Kraft nach folgendem Gesetze erfahren. Stellen wir uns die 
Raum-Zeitfiden von F und F* mit Hauptlinien in ihnen vor. Es sei 
BC ein unendlich kleines Element der Hauptlinie von F, weiter B* der 
Lichtpunkt von B, C* der Lichtpunkt von C auf der Hauptlinie von F*, 
sodann OA’ der zu B*C* parallele Radiusvektor des hyperboloidischen 
Grundgebildes (2), endlich D* der Schnittpunkt der Geraden B*C* mit 
dem durch B zu ihr normal gelegten Raume. Die bewegende Kraft des 
Massenpunktes F im Raum-Zeitpunkte B mége nun sein derjenige zu BC 
normale Raum-Zeit-Vektor I. Art, der sich additiv zusammensetat aus dem 
Vektor 


(24) mm* ( or) BD* 


in Richtung BD* und dazu einem geeigneten Vektor in Richtung B* C*. 


Dabei ist unter as das Verhiltnis der betreffenden zwei parallelen 


Vektoren verstanden. 

Es leuchtet ein, daB diese Festsetzung einen kovarianten Charakter 
in bezug auf die Lorentzsche Gruppe trigt. 

Wir fragen nun, wie sich hiernach der Raum-Zeitfaden von F' ver- 
hilt, falls der materielle Punkt F* eine gleichférmige Translationsbewegung 
ausfiihrt, d. h. die Hauptlinie des Fadens von F* eine Gerade ist. Wir 
verlegen den Raum-Zeit-Nullpunkt O in sie und kénnen durch eine Lorentz- 
Transformation diese Gerade als ¢-Achse einftihren. Nun bedeute 2, y, 2, ¢ 
den Punkt B und es sei r* die Eigenzeit des Punktes B*, von O aus 
gerechnet. Unsere Festsetzung fiihrt hier zu den Gleichungen 
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ax m* x d*y m*y d*z m*z 
(25) —— ¢—)” —_— (t —r)? — ¢—* 
und 
d*t m* d(t—r*) 

(26) — ¢— , 
wobei 
(27) z+ y? + 2? = (t—1*)* 
und 

dz\* , (dy\*, (dz\* dt\* 
(28) (az) + (2) + (ae) - (&) - 2 


ist. Die drei Gleichungen (25) lauten in Anbetracht von (27) genau wie 
die Gleichungen fiir die Bewegung eines materiellen Punktes unter An- 
ziehung eines festen Zentrums nach dem Newtonschen Gesetze, nur daB 
statt der Zeit ¢ die Eigenzeit t des materiellen Punktes tritt. Die vierte 
Gleichung (26) gibt sodann den Zusammenhang zwischen Eigenzeit und 
Zeit fiir den materiellen Punkt. 

Es mége nun die Bahn des Raumpunktes 2, y, z fir die verschiedenen t 
eine Ellipse mit der groBen Halbachse a, der Exzentrizitat e sein und in 
ihr E die exzentrische Anomalie bedeuten, T den Zuwachs an Eigenzeit 
fiir einen vollen Umlauf in der Bahn, endlich nT = 22 sein, sodaB bei 
geeignetem Anfangspunkte von rt die Keplersche Gleichung 


(29) nt = E—esin E 
besteht. Veriindern wir noch die Zeiteinheit und bezeichnen die Licht- 
geschwindigkeit mit c, so entsteht aus (28): 


(30) (5:) - _ m* 1+¢cosE 


d ~ ae? 1—ecos Eh 
Unter Vernachlissigung von c~* gegen 1 folgt dann 


ndt = ndt (1+> e tees) 


ac? i1—ecosE 


woraus mit Benutzung von (29) sich 

(31) nt + konst. = (1+ =) ne + sin E 

ergibt. Der Faktor = hierin ist das Quadrat des Verhiiltnisses einer ge- 
wissen mittleren Geschwindigkeit von F' in seiner Bahn zur Lichtge- 
schwindigkeit. Wird fiir m* die Masse der Sonne, fiir a die halbe groBbe 
Achse der Erdbahn gesetzt, so betriigt dieser Faktor 10-*. 











—_———— 
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Ein Anziehungsgesetz fiir Massen gemiB der eben erdrterten und mit 
dem Relativitiitspostulate verbundenen Formulierung wiirde zugleich eine 
Fortpflanzung der Gravitation mit Lichtgeschwindigkeit bedeuten. In An- 
betracht der Kleinheit des periodischen Termes in (31) diirfte eine Ent- 
scheidung gegen ein solches Gesetz und die vorgeschlagene modifizierte 
Mechanik zugunsten des Newtonschen Attraktionsgesetzes mit der Newton- 
schen Mechanik aus den astronomischen Beobachtungen nicht abzuleiten sein. 


Mathematische Annalen. LXVIL. 34 
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Eine Ableitung der Grundgleichungen ftir die elektromagnetischen 
Vorgange in bewegten Kérpern vom Standpunkte der 
Elektronentheorie. 

Aus dem NachlaB von 
Hermann Minkowski 


bearbeitet von Max Born in Gittingen. 
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Kurze Zeit vor seinem Tode hat mir Hermann Minkowski gespriichs- 
weise den Grundgedanken der vorliegenden Arbeit mitgeteilt. Es handelt 
sich dabei um eine Ableitung der Grundgleichungen fiir die elektromag- 
netischen Vorginge in bewegten Kérpern, die sich nahe an den von 
H. A. Lorentz eingeschlagenen Weg*) anschlieBt; es sollen niaimlich aus 
den im freien Ather geltenden Grundgleichungen die Gesetze fiir bewegte 
Kérper dadurch hergeleitet werden, daB die Bewegungen der in der 
Materie eingebetteten Elektrizitaét (Elektronen) verfolgt werden. Minkowski 
behauptete damals, daB der von Lorentz eingeschlagene Weg, die Mittel- 
werte der von den Elektronen herriihrenden Effekte zu bestimmen, mathe- 
matisch fquivalent sei einer Reihenentwicklung nach einem Parameter, 


*) Vgl. H. A. Lorentz, Enzykl. der math. Wissensch. Bd. V2, Art. 14, Ab- 
schnitt IV, Elektromagnetische Vorgiinge in ponderablen Kérpern, S. 200. 

M. Abraham, Elektromagnetische Theorie der Strahlung, Leipzig 1908, 2. Aufi., 
2. Abschnitt, Elektromagnetische Vorgiinge in wigbaren Kérpern, § 28, 8. 238. 
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der die mittlere Verschiebung der Elektronen aus ihren Ruhelagen im 
Inneren der Materie miBt. Einige Tage spiiter teilte er mir mit, daB das 
Glied 1. Ordnung in dieser Reihe in der Tat als dielektrische Polarisation 
gedeutet werden kinne; seiner Uberzeugung nach miisse das Glied 2. Ord- 
nung die Magnetisierung darstellen. Aus der Beschiiftigung mit diesen 
Gedankengiingen hat ihn der Tod herausgerissen.*) 

Als mir von Herrn Hilbert die auf die Elektrodynamik beziiglichen 
Papiere Minkowskis anvertraut wurden, habe ich sogleich gesucht, ob 
darin auf den genannten Gegenstand beziigliche Aufzeichnungen vorhanden 
seien. Ich konnte aber nur wenige Anhaltspunkte finden; denn diese tiber 
hundert eng mit Formeln bedeckten Blatter enthalten kein einziges Wort 
des Textes oder der Erklirung der gebrauchten Zeichen. Erst als es mir 
gelungen war, die Minkowskischen Ideen gemaB seinen miindlichen Mit- 
teilungen zu rekonstruieren, habe ich in seinen Aufzeichnungen Stellen 
gefunden, die mit den von mir gewonnenen Formeln identisch zu sein 
scheinen. 

Aus diesen Griinden iibergebe ich diese Arbeit unter Minkowskis 
Namen der Offentlichkeit. In der Ausdrucksweise und den Bezeichnungen 
werde ich mich nach Méglichkeit Minkowskis Gebrauche anschlieBen, und 
ich verweise dieserhalb auf seine Abhandlung: Die Grundgleichungen fiir 
die elektromagnetischen Vorgiinge in bewegten Korpern.**) 


Einleitung. 


In der zitierten Abhandlung hat Minkowski die Grundgleichungen 
fiir die elektromagnetischen Vorgiinge in bewegten Kérpern mit Hilfe 
der in § 8, 8.489, formulierten Axiome aufgestellt. Dabei werden die 
in der Tat wohl nicht mehr angefochtenen Grundgleichungen fiir ruhende 
Kérper (§ 7, Gleichungen (I) bis (V), 8. 488) als bekannt vorausgesetzt. 

Dieser Standpunkt entspricht nicht den Absichten von H. A. Lorentz, 
der die Vorgiinge in materiellen Kérpern durch geeignete Hilfshypothesen 
iiber Verschiebungen und Bewegungen der in die Materie eingelagerten 
Elektronen zu erkliren sucht. Hierbei werden nicht die aus der Erfahrung 

*) In seinem auf der 80. Naturforscher-Versammlung zu Cdln gehaltenen Vor- 
trage ,,Raum und Zeit (Phys. Zeitschrift 10, 8.104, 1909, und Jahresber. d. deutschen 
Math.-Ver. 18, 8.75; auch als Sonderabdruck erschienen, Leipzig, B. G. Teubner 1909) 
hat Minkowski auf die Méglichkeit einer solchen elektronentheoretischen Ableitung 
der Grundgleichungen hingewiesen und eine Veréffentlichung dariiber in Aussicht 

stellt. 
¢ **) Vorstehend abgedruckt aus den Nachr. der K. Gesellsch. der Wissensch. zu 
Gdttingen, Math. phys. Kl. 8. 54,1908. (Im folgenden zitiert als ,,Grundgleichungen“; 
die Seitenzahlen der Zitate beziehen sich auf vorstehenden Abdruck.) 


84* 
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induktiv gewonnenen Maxwell-Hertzschen Grundgleichungen fiir ruhende 
materielle Kérper, sondern die fiir den reinen Ather von Lorentz hypo- 
thetisch angenommenen Gesetze, die eine Art Idealisierung der Maxwell- 
schen Gleichungen sind, als Ausgangspunkt gewahlt. Diese Gesetze ver- 
kniipfen die Vektoren elektrische Feldstiirke € und magnetische Erregung des 
reinen Athers It*) mit dem Konvektionsstrom der Elektrizitét; ist 9 die 
Raumdichte und W der Raumvektor Geschwindigkeit der Elektrizitét (der 
Elektronen), so lauten die Grundgleichungen fiir den Ather: 


1 0€ 1 oe 
(1) curl M—-— = = ew, 
(ID) div E= 96, 

1 am 
(I) curl € + > 3 = 9 
(IV) div M— 0. 


Dabei ist irgendein Bezugsystem rechtwinkliger Koordinaten z, y, ¢ und 
der Zeit ¢ angenommen; die Lichtgeschwindigkeit im leeren Raume ist 
mit ¢ bezeichnet.**) 

Lorentz teilt nun die Elektronen, deren Ladungen und Bewegungen 
in den rechten Seiten der Gleichungen (1), (II) auftreten, in mehrere 
Gruppen ein. Die erste Gruppe bilden die Leitungselektronen, die sich 
wesentlich unabhingig von der Materie durch diese hindurch bewegen; 
sie konstituieren den ,,Leitungsstrom“ und ihre Ladungen bilden die 
»wahre Elektrizitit*. Die zweite Gruppe bilden die Polarisationselektronen, 
die Gleichgewichtslagen im Inneren der materiellen Molekiile besitzen, aus 
denen sie durch die Einwirkung des elektromagnetischen Feldes verschoben 
werden kénnen; die dadurch abgeiinderte Dichte der Elektrizitat wird als 
die der ,,freien Elektrizitit* bezeichnet. Die dritte Gruppe sind die 
Magnetisierungselektronen, die Umlaufsbewegungen um Zentra innerhalb 
der Materie ausfiihren und, analog den Ampéreschen molekularen Kreis- 
strémen, zu den Erscheinungen der Magnetisierung AnlaB geben. Indem 
nun Lorentz die Mittelwerte der Anteile jes Konvektionsstromes, die von 
den drei Arten der Elektronen herriihren, in geeigneter Weise umformt, 
gelangt er zu seinen Grundgleichungen fir die elektromagnetischen Vor- 


*) In Ubereinstimmung mit H. A. Lorentz haben wir die den Zustand des Athers 
charakterisierenden Vektoren in dieser Weise zu bezeichnen, um sie nachher in den 
Grundgleichungen fiir materielle Kérper richtig deuten zu kénnen; daraus entspringt 
die Abweichung der hier gebrauchten Bezeichnung von der Minkowskis in § 2 der 
zitierten Arbeit. 

**) Um den Vergleich mit der Lorentzschen Theorie zu erleichtern, habe ich 
es vermieden, ¢=1 zu setzen; durch den Gebrauch der Minkowskischen Indizesbe- 
zeichnung wird die Rechnung durch das Mitfiihren von ¢ nicht belastet. 
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giinge in den materiellen Kérpern. Wie Minkowski*) gezeigt hat, sind 
diese Gleichungen fiir bewegte Kérper nicht mit dem Relativitiitspostulat 
vereinbar; und die Gleichungen, die Lorentz speziell fiir nichtmagnetisierte 
Kérper angibt, sind es nur approximativ, was aber seinerseits nur durch 
zwei sich kompensierende Widerspriiche gegen das Relativitatsprinzip zu- 
stande kommt**). 

Indem wir uns die Aufgabe stellen, die Grundgleichungen fir be- 
wegte Kérper allgemein auch unter Zulassung der Magnetisierung aus 
den Grundgleichungen im Ather abzuleiten***), bemerken wir zuerst, dab 
von der charakteristischen Hypothese der Elektronentheorie, der atomisti- 
schen Struktur der Elektrizitit, bei der Lorentzschen Ableitung nur ein 
sehr beschrinkter Gebrauch gemacht wird; denn durch die Mittelwert- 
bildung iiber ,physikalisch unendlich kleine“ Bereiche wird diese Struktur 
volistindig verwischt, und die Mittelwerte, auf die es allein ankommt, 
werden als stetige Funktionen des Ortes und der Zeit angesehen. 

Wir verzichten daher iiberhaupt darauf, auf die feinere Struktur der 
Elektrizitiit einzugehen. Von den Lorentzschen Vorstellungen benutzen 
wir nur soviel, daB wir annehmen, die Elektrizitdt sei ein Kontinuum, das 
die Materie iiberall durchdringt, zum Teil sich frei innerhalb derselben be- 
wegen kann, zum Teil aber an diese gefesselt ist und nur sehr kleine Be- 
wegungen relativ zu thr ausfiihren kann. 

Will man niheren Anschlu8 an Lorentz erreichen, so kann man alle 
im folgenden vorkommenden GréBen als jene Lorentzschen Mittelwerte 
ansehen; es ist dann aber hier nicht nétig, sie als solehe durch besondere 
Zeichen von den auf die einzelnen Elektronen bezogenen GréBen zu unter- 
scheiden, weil wir von den letzteren nirgends Gebrauch machen. 


Um von vornherein sicher zu sein, daB alle Formeln mit dem Rela- 
tivitiitspostulate in Ubereinstimmung sind, geniigt es, bei der mathematischen 

*) Grundgleichungen, Einleitung, 8. 474. Vgl. auch S. 549 vorliegender Arbeit. 

**) Letzteren Mangel hat Herr Ph. Frank (Ann. d. Phys. (4), 27, 1908, S. 1059) 
beseitigt, indem er, dem Lorentzschen Gedankengange sonst im wesentlichen folgend, 
die dem Relativitiitspostulate iquivalente Kontraktionshypothese an einer friiheren 
Stelle einfiihrt, als es bei Lorentz geschieht. 

**) Herr M. Abraham weist in der zweiten Auflage seines Buclies ,,Elektro- 
magnetische Theorie der Strahlung“ in § 50, 8. 396, auf die Méglichkeit hin, dab 
in der Elektrodynamik bewegter ponderabler Kérper das Relativititsprinzip gelte, 
wihrend es in der Dynamik der freien Elektronen (Kathoden, Becquerelstrahlen) 
nicht zutrife. Diese Ansicht wird wohl durch die neuesten Versuchsergebnisse nicht 
gestiitzt. Vorliegende Ableitung der Grundgleichungen fiir bewegte Kérper aus den 
fiir freie Elektronen geltenden Gesetzen setzt, ganz im Sinne Minkowskis, die allge- 
meine Giiltigkeit des Prinzips auch fir die letzteren voraus. 
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Fomulierung der soeben ausgesprochenen Grundannahme die von Minkowski 
eingefiihrte vierdimensionale Vektorrechnung und die von ihm statuierten 
Symmetrien, vor allem die der Raumkoordinaten 2, y, 2 und der mit ci 
multiplizierten Zeit ¢, in den Vordergrund zu riicken. Dadurch wird die 
Kovarianz der Formeln gegeniiber Lorentz-Transformationen in Evidenz 
gesetzt. 

Ferner setzen wir voraus, daB alle vorkommenden Geschwindigkeiten 
kleiner als die Lichtgeschwindigkeit sind. 


§ 1. 
Bezeichnungen. 
Nach Minkowski ersetzen wir: 
z, Y, 2, ict 
durch 
Ly, Ly, Ly, Xy- 
Mit w bezeichnen wir den Raumvektor Geschwindigkeit der Materie mit 
den Komponenten 
w,, W,, W,. 
Aus diesen bilden wir den Raum-Zeit-Vektor 1. Art w mit den Kom- 
ponenten: 


w, w,, as w, 
,u,= Ww, 


ie 39 &= ——— 7 39 7 , 
Ve Ye Pe Vie 
wobei |w| = Vw,? + w,? +w,.? den Betrag der Geschwindigkeit bedeutet. 
Die GréBen w, erfiillen die Relation: 
w,*? + w,” + w,? +02 =—1. 

Die Geschwindigkeit der Elektrizitét haben wir in (1) bis (IV) mit ® be- 
zeichnet; zu diesem Raumvektor ordnen wir in analoger Weise einen 
Raum-Zeit-Vektor L Art @ zu. 

Aus der Dichte 9 der Elektrizitat bilden wir die gegeniiber Lorentz- 
Transformationen invariante Ruh-Dichte: 


= es ~j2 
0 = 7 : 
Die Raumvektoren magnetische Erregung 2% und elektrische Feldstirke € 
fassen wir zu dem Raum-Zeit-Vektor Il. Art /’ zusammen, indem wir 


M,, M,, M., — i€,, — i€,, = ig, 


“= 


durch 
Fs Fes, Fass Faas Fear Fru 


ersetzen. 
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Mit Hilfe des Minkowskischen Differentialoperators lor, der als der 
Raum-Zeit-Vektor 1 Art 
aaa a 
02,’ Oa,’ 02,’ 02, | 
definiert ist, kénnen wir dann die Grundgleichungen (I) bis (IV) in 
folgende symbolische Gleichungen zusammenfassen: 


(A) lor F = — 0, ¥, 
(B) lor F* = 0. 
§ 2. 


Die Zerlegung der elektrischen Strémung. 


Die Strémung der Elektrizitit, die durch den Raum-Zeit-Vektor 
und die Ruh-Dichte 9, charakterisiert ist, denken wir uns aus zwei sich 
superponierenden Teilen zusammengesetzt. 

Der 1. Teil, der aus den Lorentzschen ,,Leitungselektronen“ gebildet 
zu denken ist, habe die Ruh-Dichte oe und der zugehérige Raum-Zeit- 
Vektor Geschwindigkeit sei mit w® bezeichnet. Uberhaupt werden alle 
auf diesen Stromanteil beziiglichen GréBen durch den oberen Index / ge- 
kennzeichnet. Dieser Teil des Konvektionsstromes bewege sich unab- 
hiingig von der Bewegung der Materie innerhalb derselben. Er wird zur 
Entstehung des Leitungsstroms Veranlassung geben. 

Der 2. Teil der Strémung, der von den Lorentzschen Polarisations- 
und Magnetisierungselektronen gebildet ist, soll im wesentlichen der 
Bahn der Materie folgen und nur wenig von ihr abweichen, und zwar 
soll folgendes statthaben: 

Von den in den materiellen neutralen Punkten vereinigten und sich dort 
kompensierenden Elektrizitiitsmengen sei ein Quantum aus dieser Ruhelage 
verschoben und fiihre sowohl Bewegungen relativ zur Materie aus, als auch 
werde es von dieser mitgefiihrt. 

Um diese Annahme zu formulieren, denken wir uns vorliufig (indem 
wir die das Relativititsprinzip beriicksichtigende nihere Bestimmung 
dieser Verschiebung fiir § 3 vorbehalten) sowohl die Ruh-Dichte, als auch 
die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors dieses Stromanteils auBer 
von 2, y, 2,¢ noch abhiangig von einem Parameter # derart, daB fiir 
#® = 0 die Ruh-Dichte verschwindet und die Geschwindigkeitskomponenten 
in die entsprechenden der Materie tibergehen. Wegen der vorausgesetzten 
Kleinheit der Abweichungen werden wir nach Potenzen von @ entwickeln 
kénnen; bezeichnen wir die Differentiation nach @ bei festen 2, y, 2, ¢ 
mit 6, so wird man fiir diesen zweiten Teil des Konvektionsstromes 


9 - 8(Qgw) + 2°48 (Qqe) + => 














532 Muxxowsk1-Born. 


schreiben kénnen. Die gesamte Strémung der Elektrizitiit ist demnach: 
(1) Go — of + 94 (Qt) + 9 88(Qgw) +---. 


Die Glieder dieser Reihe werden wir einzeln betrachten und zeigen, dab 
das erste Glied, das von @ frei ist, den von Minkowski mit s bezeichneten 
Stromvektor bildet, der den Leitungsstrom und den an der Materie haften- 
den Konvektionsstrom der Elektrizitaét darstellt, daB das zweite Glied mit 
dem Faktor @ als der Hauptteil der dielektrischen Polarisation der Materie 
zu deuten ist und das dritte Glied mit #* einerseits zu dieser Polarisation 
noch einen Beitrag liefert, andererseits als Magnetisierung der Materie 
aufgefaBt werden muB. 

Die Frage nach der Bedeutung der héheren Glieder der Reihe (1) 
fallt aus dem Rahmen der vorliegenden Untersuchung heraus. Bedenkt 
man, da bereits die Magnetisierbarkeit bei den meisten Substanzen 
iuBerst gering ist, derart, dab schon das in # quadratische Glied der Reihe (1) 
einen kleinen numerischen Wert bekommt, so wird man annehmen kénnen, 
daB der EinfluB der héheren Glieder auf die Beobachtungen bei den meisten 
Substanzen unmerklich ist, sofern ihnen iiberhaupt eine physikalische Be- 
deutung zukommt. Die Eigenschaften der stark magnetisierbaren (ferro- 
magnetischen) Kérper sind aber iiberhaupt noch zu wenig aufgeklirt, als 
daB man von ihnen aus fiir eine so weitgehende Theorie experimentelle 
Stiitzen erwarten diirfte. 

§ 3. 
Die Darstellung der variierten Strémung. 

Den im vorigen Paragraphen betrachteten zweiten Teil der Strémung 
kann man analytisch als eine ,,Variation“ der Strémung der Materie an- 
sehen.*) Um diese niher zu charakterisieren, stellen wir diesen Anteil des 
Konvektionsstroms analog der nach Lagrange bezeichneten Weise dadurch 
dar, dab wir 2, y, 2 und ¢ als Funktionen dreier Parameter, &, 7, £, welche 
die einzelnen materiellen Teilchen individualisieren, und der Eigenzeit tr 
ansehen; auBerdem mégen diese vier Funktionen noch von einem Para- 
meter @ derart abhiingen, daB sie fiir #—0 die Bewegung der Materie 
darstellen; wir schreiben also 


a= 2(€, 4, €, t; #), 
(2) y=y(&, q; f, t; #), 
oo a(&, "> f, tT; #), 
t= t(é, ") f, ts #), 


*) Diese Variation ist nicht unihnlich der virtuellen Verriickung, die Minkowski 
im Anhang der zitierten Arbeit zur Ableitung der Grundgleichungen der Mechanik 
beniitzt. 
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wobei identisch in allen 5 Argumenten die Bedingung 
@) Ge)’ + GE) + Ge) - ee) --¢ 


erfillt sein mége. Die Geschwindigkeitskomponenten der Materie sind 


w,= . (52), -6° => ; (Brno? 
é 


_ a> ; (5), = ‘ (F) one: 
Ersetzen wir 


E, n, ict 
dureh 


§1> Es, és, &, 
so kénnen wir kurz schreiben: 


(2’) @, = La(E,, bs, Fs, E53 9), (« = 1, 2,3, 4), 
4 

ree 0x,,\2 
) SGy--+ 

Wir wollen fiir die hiufig vorkommenden Differentiationsprozesse 
folgende Abkiirzungen gebrauchen. Eine Funktion gm von 2,, 2, %, 2, 
kann man vermége der Transformation (2’) auch als Funktion von &,, 
&.,&, &, ® ansehen. Wir bezeichnen 


9 bei festgehaltenen §&, £, &, # mit g’, 
4 

e in 
i. ” ” §, Es, Es, g, mit Q; 
7 : 

ae ” ” Ly, Xq, Ly, %, mit dg. 


Die Operationen ’, g sind also vertauschbar; die Operation d@ ist aber 
mit keiner der beiden ersten vertauschbar. 
Die Ruh-Dichte 9, der Elektrizitit wird ebenfalls eine Funktion der 
—, und #@ sein: 
Oo = Oo(Es, Ea Es, E45 #)- 
Da wir voraussetzen, daB die Materie vor der Verriickung, d. h. fiir # = 0, 
elektrisch neutral sei, miissen wir annehmen, dab 


Qo(&:, E., és, §,; 0) =0 


Dagegen setzen wir voraus, dap die Gripen 
41, CoXs, QoXs, CoM 
sowie ihre Ableitungen nach ® bei festgehaltenen 2,, X_, Xs, %, fir =O 
endliche, nicht identisch verschwindende Grenewerte besitzen. 


sei. 
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DaB dies mit den itiber die x, und 9, gemachten Annahmen vertriig- 
lich ist, zeigt z. B. der Ansatz 
1 
3 


Ly = falEs, Es, Es, 4) + O%p.(E1, Se, Es &), 
= o W(E,, 52, Es, &); 


Le _— fa(Es; Es, és, &,) 
die Strémung der Materie dar, 9, verschwindet fiir # = 0; es bleibt aber 


hier stellt 


Xa _ . Pa’ v 
endlich und von Null verschieden. 

Der Sinn dieser Forderung ist der: 

Es soll durch die Verschiebung der Ladungen aus ihrer Ruhelage 
jedes neutrale Teilchen der Materie in ein geladenes System (im ein- 
fachsten Falle in einen Dipol) verwandelt werden; im Sinne der Elek- 
tronentheorie werden die GréBen 9,%, die ,elektrischen Momente“ der 
Teilchen bestimmen; in der Tat werden wir diesen Umstand im folgenden 
klar erkennen. Daher miissen wir diesen Produkten fiir # = 0 einen end- 
lichen Grenzwert zuschreiben. Man kann das auch so ausdriicken, dab 
unsere Variation der Strémung eine Art ,,riumlicher Doppelbelegung“ der 
Materie ist. Die Funktionen z, sind infolge dieses Umstandes bei # = 0 
nicht in Potenzreihen entwickelbar; wohl ist dieses aber, wie wir sehen 
werden, mit den Komponenten des Konvektionsstroms ig,7, der Fall, 
auf die es allein ankommt; hier bedeuten die vier GréBen iz,’ die Kom- 
ponenten des Raum-Zeit-Vektors Geschwindigkeit; sie gehen fiir # = 0 
in die Komponenten w, der Geschwindigkeit der Materie tber. 

Der Unzerstirbarkeit der Elektrizitéit tragen wir dadurch Rechnung, 
daB wir die ,,Kontinuitatsbedingung“ 


(4) oe + Co + °%e + Sue 
oder kurz 
4 
‘ 000 X, aa 
) ha 
a=1 


identisch in den x, und @ erfillt annehmen. 

Wir miissen noch eine weitere Voraussetzung tiber die GréBen «, 
machen, die die Verschiebung des elektrischen Teilchens aus seiner Ruhe- 
lage bestimmen. Wir nehmen an, daB die Verschiebung jedes elektrischen 
Teilchens in einem Bezugsysteme, in dem das 2u denselben Werten &, », € 
gehirige materielle Teilchen ruht, durch einen Rawmvektor (d. h. einen 
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Raum -Zeit-Vektor I. Art mit verschwindender Zeitkomponente) dar- 
gestellt: wird. 

Das lauft darauf heraus, daB die Raum-Zeit-Vektoren I. Art z und w 
normal sind (vgl. Minkowski, ,,Grundgleichungen“, § 11, 6°, S. 499): 


(5) D> Wake =0. 


Demnach hat die Variation der Zeit ¢ die Bedeutung des folgenden skalaren 
Produkts 


(5’) i— +, (w,é + w,i + w,2). 


Aus (5) ergibt sich speziell durch Multiplikation mit 9, und Differentiation 
nach # bei festgehaltenen 2, y, 2, ¢: 


4 
(6) > #8 (Qot.) = 0 
a=1 
oder 
(6) 3 (Q94) = <7 (1,8 (09%) + W, 4 (Q9i)) + 1,0 (Q92)). 


Eine weitere Normalititsbedingung erhilt man, wenn man die Identitat (3) 
bzw. (3’) nach # bei festen x, y, 2, ¢ differenziert: 
4 
(7) >) x82), = 0. 
a=1 


Geht man hier zur Grenze # = 0 iiber, so kommt: 


(7) Dw,00, =. 


a=1 


Dabei haben die dw, die folgende Bedeutung: 
dw, = * ba. ) i[O2,]o-9, ust. 
c | 


ye 
<3 

dw, = 06 (— “ep ) = i[8x']—9- 
yV:- et 


Endlich betrachten wir die Variation der Ruh-Dichte 9,. Diese soll nicht 
unabhiingig variieren, sondern so, da8 ihre Ableitung nach # an einer 
Stelle x, y, z, ¢ mit dem elektrischen Momente g,% an dieser Stelle durch 
die Identitit in den 7, und @ 


0q,x OY 00% Get ae 
(9) uth th th 80. 


(8) 
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4 

(9) osteo =— 50% 
verbunden ist. = 

Die Bedeutung dieser Gleichung ist die folgende: Wir nahmen an, 
daB das verschobene Quantum Elektrizitiét vor der Verschiebung durch 
die gleiche Menge entgegengesetzter Elektrizitit kompensiert wurde; da- 
her ist die linke Seite von Gleichung (9) nicht Null, was bedeuten wiirde, 
daB die Abnahme der in einem Volumen befindlichen Elektrizitatsmenge 
bei der Verschiebung gleich der durch die Begrenzung des Volumens 
tretenden Menge ist; vielmehr tritt bei der Verschiebung jene vorher kom- 
pensierte Ladung des entgegengesetzten Vorzeichens zutage, und das ist 
eben in erster Niherung die bei festgehaltenen «, y, z,¢ genommene Ab- 
leitung — 0 Q,. Die spezielle Form obigen Ansatzes wird durch die vom 
Relativititsprinzip geforderte Symmetrie gerechtfertigt. 


g 4. 
Die Reihenentwicklung der variierten Strémung. 
Unsere Aufgabe ist es, die GréBen 9,2’, in jedem Raum-Zeitpunkte, 


a 


d. h. bei festgehaltenen x,, in eine Potenzreihe nach # zu entwickeln; 
gemaB der Bedeutung des Symbols 6 haben wir also: 


, , a? , 
(10) Qo%,, =? 9(092..)o + : 3 95 (092,)o + shen 


wo in den Koeffizienten # = 0 zu setzen ist. 
Es ist 
9 (09 2/,) = Qo 92), + H,9Q- 
Wir wollen die Operation 6 durch den mit dem Punkte bezeichneten_,,sub- 
stantiellen“ Differentialquotienten ersetzen. Dazu sehen wir 2’, als Funktion 
der x, und # an, wobei die x, ihrerseits Funktionen der &, und @ sind: 
x, = x(a, &, Es, és, E,; ®),---, x, (E,, és, és, E,; 9); #). 
Dann ergibt sich durch Differentiation nach @ bei festen £,: 


4 
» See ae 
(@) He -> dz, *? + b2,. 
faa! 


Andererseits bilden wir dieselbe GréBe #,, indem wir zuerst die mit dem 
Punkte, dann die mit dem Striche bezeichnete Operation vornehmen; sehen 
wir also z, als Funktion der x, und # an und die x, ihrerseits als 
Funktionen der &, und @: 


La i r,(%,&,, §, gs, &,; ee x4 (&, be, 5s, E,; 9); 4), 
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so folgt durch Differentiation nach £, bei festen &,, &,&, # 


<a 
(6) ta = 7a; Xp. 
jai! 


Aus den Gleichungen (a), (8) finden wir: 


te BGha He) 


Um 0(@)22) zu erhalten, haben wir dies mit g, zu multiplizieren und die 
mit 2, multiplizierte Gleichung (9’) hinzuzufiigen; wir addieren auBerdem 
noch die mit <, multiplizierte Kontinuititsgleichung (4’), so daB wir 
schlieBlich erhalten: 


00,4, , 00,2 
8 (Qo Xa) > Qo Xs — 5 Qo% ta — 9, %+ Bae in) 


oder 
4 ~ 

(11) 8 (ea) = >) Zz. (Costu - 4 — Qo dip - 2%). 

p=1 | 
Diese Gleichung gilt identisch in den zx, und #. Wenn wir sie nochmals 
nach # bei festen x, differenzieren, kénnen wir diese Operation unter den 
in der Summe vorkommenden Differentiationszeichen nach x, ausfihren. 
Daher wird: 


4 
(12) 88(@a0) = >) 52 {9 (@odie)-2i—9 (@ots)-2e] + [Qoted2'y— Qty a)} . 
p=l1 ’ 


Jetzt kénnen wir die Reihe (10) in folgende Gestalt setzen: 


- 4 2 
(13) git Die; {[Peoie+ F 8(o%.) jxs—[Pegdy+ 9 d(end,) || 


e ., , 
+i [F eote day —F tot 00,) + +, 
f=1 
wobei in den Faktoren von @, #*,--- tiberall #®=0 zu setzen ist; dabei 
haben die GréBen g,%,, 3(99%,,) endliche, nicht identisch verschwindende 
Grenzwerte. GemaB8 Verabredung brechen wir die Reihe mit den hin- 
geschriebenen Gliedern ab. 
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§ 5. 
Formale Herstellung der in der bewegten Materie giiltigen 
Differentialgleichungen. 

Wir setzen zur Abkiirzung: 
(14) 9 (0 %.)9-0 + © 8(0o%.)on0 = Pa» 
ferner, indem wir uns erinnern, daB 

i(2,)920 = Way i(6 2, )o-9 = Ow, 

ist: 
(15) Wa Pz, — W3P. = Pas, 
(16) - {8 w,(09%s)o ” bw (0% #4)o} = Qup: 


Diese GréBen sind die Komponenten der aus den Vektoren erster Art 
w, p baw. dw, *° (ga) durch ,vektorielle“ Multiplikation gebildeten 
Raum-Zeit-Vektoren II. Art: 
(15’) lw, p)= P, 

, Si ° 
(16°) 2 [dw, (0) %)o] = Q. 
Jetzt fiigen wir den Ausdruck (10) zu o0{?w® hinzu und kénnen, wenn 
wir noch 
(17) ef w? = s, 


setzen, die Komponenten des gesamten Konvektionsstromes (1) in folgen- 
der Weise schreiben: 


4 

(18) boi, = 8 — >) 55. (Pas + Ges) 

f=. |! 
oder in der Minkowskischen Symbolik: 
(18’) 0, =s + lor (P+ Q). 
Setzen wir das in die Grundgleichung (A) ein, so gebt diese tiber in 
(19) lor (F+ P+ Q) =—s. 
Fiihren wir den Raum-Zeit-Vektor I. Art 
(20) f=F+P+@Q 
ein, so kénnen wir den Grundgleichungen die Gestalt geben: 
{A} lorf =——s, 


(B} lor F*= 0. 
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Damit haben wir formal die in der bewegten Materie geltenden Differen- 
tialgleichungen gewonnen (siehe Minkowski, Grundgleichungen, § 12, 
Formeln {A}, {B}, Seite 505). 


Ersetzen wir 
hes» fos» hi» hia fea fsa 
durch 
M., M,, m., —its, —te’, —te,, 
und 
3}, S83) 83, 
durch 


= 82, — 8, — 8, i@ 

und fassen die hier vorkommenden GréBen bzw. zu den Raumvektoren 
m, ¢, $8 zusammen, so kiénnen wir den Gleichungen {A}, {B} die reelle 
Gestalt geben: 


(I) eurl m — - ee = + 8, 
(’) dive=g, 
(1I’) curl € + + SB — 0, 
(IV’) div M — 0. 


Das sind die in ruhenden oder bewegten Kérpern geltenden Differential- 
gleichungen, wenn die Vektoren m, e, 8 baw. als die magnetische Feld- 
stirke, die dielektrische Erregung, der Strom uud die GréBe o als die 
Dichte der Elektrizitét gedeutet werden diirfen. Es wird unsere Aufgabe 
sein, aus den Definitionsgleichungen (15), (16), (17), (20) diese Bedeutung 
herauszulesen; die letzteren Gleichungen miissen ferner die Beziehungen 
enthalten, welche die beiden Vektoren ,,Erregung“ mit den beiden Vektoren 
yeldstiirke* verbinden und in welche die Materialeigenschaften eingehen. 
Allerdings werden wir sehen, daB, genau wie bei Lorentz, diese Beziehungen 
hier viel allgemeiner sind als die von Minkowski behandelten, der sich 
auf isotrope, dispersionsfreie Kérper beschriinkte; unsere Gleichungen 
kénnen durch geeignete Zusatzhypothesen den mannigfaltigen Eigenschaften 
der Substanzen angepaBt werden, und die einfachste Annahme fihrt auf 
die von Minkowski erhaltenen Formeln. Um diese Sachlage zu iiber- 
blicken, behandeln wir zuniichst den einfachen Fall ruhender KGrper. 


§ 6. 
Ruhende Korper. 


Ruht die Materie, ist also t») = 0, so hat nach § 1 der Raum-Zeit- 
Vektor w die Komponenten 


(21) w,=0, w=—0, wu=—0, w, =i. 
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Der Vektor 8 hat hier ohne weiteres die Bedeutung der Stromstirke des 

frei durch die Materie flieBenden Leitungsstroms; die von diesem trans- 

portierte Elektrizititsmenge 9 = 9 heiBt gewdhnlich ,,wahre Elektrizitat“, 

wiihrend sie von Minkowski kurzweg elektrische Ladung genannt wird. 
Aus den Orthogonalitiitsbedingungen (5), (5’) und (6), (6’) folgt, daB 

fir w= 0 

(22) - y=9 

ist. Die Bedeutung der drei ersten Komponenten von p, 


A=?) h= yy P= ?., 

ist leicht zu erkennen. So ist z. B. das erste Glied #(Q,%,)5_, von p, 
in erster Anniiherung das elektrische Moment eines Teilchens der Materie, 
und das zweite Glied von p, liefert die fiir jeden Raum-Zeitpunkt 2, y, a, ¢ 
dazu tretende Korrektion, wenn man die Anniherung einen Schritt weiter 
treibt. Demnach sind die Gréfen p,, p,, p, als die Komponenten des 
Vektors p, dielektrische Polarisation, aufzufassen. 

Die Komponenten des Raum-Zeit-Vektors Il. Art P reduzieren sich 
fir w = 0 wegen (21) und (22) auf: 


(23) Piy=—0, Py =0, Pyp=0, Pyp——ip,, Pyp=—ip,, Pyg——ip,. 
Infolge der Normalititsbedingungen (5) und (7) sind fiir w= 0 


(24) (Qo%%)9=0 — 0, Ow, = 0. 
Daher werden die Komponenten des Raum-Zeit-Vektors II. Art Q: 
1 # : ‘ ° 
Qs = a} (dW, (Q Z)g— OW, (Qo), 4 =, 
, 1 # ° ° 
(25) Qs = 2 (AW, (QpZ)o — OW, (0949), Ye = 9, 
1 3 ° ° 
Qs = 72 (8, (Qo Ho — OW, (Qp%)), Vsg = 9. 


Die ersten drei dieser GréBen sind das mit - multiplizierte Vektorprodukt 


der Relativgeschwindigkeit der Ladung gegen die Materie in das elektrische 
Moment; bezeichnet man den letzteren Vektor, dessen Komponenten 
P(O9Z)o, F(QoH)o, F(Q,Z)o sind, mit gt und setzt man 


(26) q= = lei, dw), 


so wird dieser Vektor als magnetisches Moment*) oder Magnetisierung zu 
bezeichnen sein, und man hat: 


(25’) Qs=— 42, Gr=— 4, Vs=—4,- 


*) Vgl. z. B. M. Abraham, Elektromagnetische Theorie der Strahlung, 2. Aufl. 
1908, § 28, Formel (185), Seite 243. 
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Jetzt kénnen wir die Gleichung (20) in folgende zwei Vektorgleichungen 
zerlegen: 

m = Pt — q; 
27 

(27) e=€+p. 


Das ist der von Lorentz aufgestellte Zusammenhang zwischen den Vektoren 
m, ¢ einerseits und Mt, € andererseits*); die Polarisation p und die 
Magnetisierung q sind dabei als Vektoren anzusehen, die den durch das 
elektro-magnetische Feld hervorgebrachten Zustand der Materie charakte- 
risieren und demnach von der Art dieser Materie abhingen. Dadurch, 
daB man die Freiheit hat, diese Abhingigkeit niher zu bestimmen, sei es 
durch elektronentheoretische Betrachtungen, sei es durch hypothetische 
Ansiitze, kann man die mannigfachen Eigenschaften der Materie dem 
System der Elektrodynamik einordnen. 

Wir wollen uns auf die einfachsten Zusatzhypothesen beschriinken, die 
zur Beschreibung isotroper, nichtdispergierender Korper dienen: 

1. Die Geschwindigkeit des frei beweglichen Teils des 
Konvektionsstromes, w®, ist in jedem Raum-Zeitpunkte pro- 
portional der elektrischen Feldstiirke; daraus folgt sofort das 
Ohmsche Gesetz: 

(28) = 6G, 
wo 6 die Leitfihigkeit bedeutet. 

2. Die Verschiebung der an der Materie haftenden Ladungen 
aus ihrer Ruhelage ist proportional der elektrischen Feldstirke; 
daraus ergibt sich 

(29) p=(e—1)E, e=—&G, 
wo é die Dielektrizitaitskonstante ist. 


3. Das Drehmoment der an der Materie haftenden Ladungen 
um ihre Ruhelage ist proportional der magnetischen Feldstarke m; 
demnach ist 
(30) , eo 1)m, M — em, 
wo uw die magnetische Permeabilitét bedeutet. 
6, ¢ und w kénnen Funktionen von 2, y, 2, ¢ sein. 

Wiirend die Hypothesen 1 und 2 eine elektronentheoretische Deutung 
erlauben, ist das bei der dritten Hypothese noch nicht einwandfrei durch- 
gefiihrt worden. Verallgemeinert man die Hypothese 2 derart, daB man 
den Elektronen Trigheit zuschresbt, so gelangt man zur Dispersionstheorie. 





*) Vgl. H. A. Lorentz, Enzykl. der math. Wiss. Bd. V 2, Art. 14, Formeln XXX, 
XXV und XXI, S. 208, 209. 
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§ 7. 
Der Leitungsstrom in bewegten Koérpern. 
Bewegt sich die Materie, so wird man den Vektor 8 nicht mit dem 


Leitungsstrom identifizieren; vielmehr wird es nur auf die Relativbewegung 
der Elektrizitét gegen die Materie ankommen, so daB der Vektor 

(81) 3 = 8 — pw = 9% (tw —w) 

als Leitungsstrom zu bezeichnen ist. 

Will man jetzt durch eine Zusatzhypothese den Leitungsstrom mit 
der wirkenden elektrischen Feldstirke in Verbindung setzen, so entspricht 
es nicht dem Relativitiitsprinzipe, die im ruhenden Koordinatensystem 
gemessene elektrische Feldstirke € in Zusammenhang zu bringen zu der 
im ruhenden Koordinatensystem gemessenen Relativgeschwindigkeit w—w. 
Vielmehr wirkt auf die bewegte Ladung die elektrische Ruh-Kraft 


®=——wfFf 
(vgl. Minkowski, Grundgleichungen, § 11, Formeln (47), (48), Seite 501); ihre 
ersten drei Komponenten sind die 2-, y-, z-Komponenten des Raumvektors 


€ + = [wa] 


a 
<2 

dessen Zahler auch nach Lorentz die im Ather auf bewegte Ladungen 
wirkende Kraft darstellt, ihre vierte Komponente ist 

o, = 28 _ 

+ V: a wi?’ 
<Z 
und der Vektor ® ist normal zu w: 
w® = w,%, + w,%, + w,%, + w,%, = 0. 


Andererseits werden wir als ,,Relativgeschwindigkeit“ im Sinne des Rela- 
tivitatsprinzips den zu dem Vektor w normalen Raum-Zeit-Vektor I. Art 


v = w) + (wi) w 


bezeichnen. 
Sehen wir v,, v,, v; als Komponenten des Raumvektors 
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an, so findet man leicht die Komponenten des Raumvektors » in der 
Richtung von w und in einer zu w senkrechten Richtung iv: 


w — || 
er 


Daher hiangt der Vektor » mit dem Leitungsstrom 3 folgendermaBen zu- 


sammen: 





3 
2° 0, = ye? 
a 
evs = Bu- 


Dann gelangen wir zu dem Ohmschen Gesetze fiir bewegte Kérper durch 
die Zusatzhypothese: 

Die Relativgeschwindigkeit des frei beweglichen Konvek- 
tionsstromes ist proportional der elektrischen Ruh-Kraft; daraus 
folgt: 

e%v=— < wF, 
oder 


{E} $ + (w8)w = — = wF. 


Das ist die von Minkowski aufgestellte Relation {E}, § 12, Seite 506; 
sie ist aquivalent mit den Vektorgleichungen: 


8, —|wle -6(€+ + (wa) 


? 
yi-= » 
c 


‘ ( +2 (wa) 


Bn om — ee == » 


1 |e 
y:-% 


§ 8. 
Die dielektrische Polarisation in bewegten Koérpern. 
Aus der Gleichung (15’) + 
P= [w, Pp) 
folgt: 





(E) 


wP = wlw, p] — — (wp)w + (wid)p. 
35* 
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Nun erkennt man, dab infolge der Gleichungen (5) und (6) der durch 
(14) definierte Vektor p normal zu w ist, d. h. dab 
(32) wp =0 
ist; da auBerdem 
we =——1 
ist, bekommt man: 
(33) wP=——p. 

Der Vektor I. Art p steht also zu dem Vektor Il. Art P in genau 
derselben Beziehung wie die elektrische Ruh-Kraft ® zu dem Feldvektor 
IL Art F. Wir werden daher p gemiB seiner Definition durch die Glei- 
chungen (14) als _ ,,dielektrische Ruh-Polarisation“ und P als _,,dielektrische 
Polarisation“ bezeichnen; letztere ist also ein Vektor Il. Art im Gegen- 
satz zu der gewdhnlichen Auffassung. 

Setzen wir wie im vorigen Paragraphen 


P= Pe, Pro= Py, Ps=?P,> 
so wird infolge von (32): 


, é é 
(32’) p= + (w,, +10, p, +19,p,) — + (wp). 
Dann sind die Komponenten von P: 
», —,p wp, — 0, p wv, p, — w, p 
Py = sat ae aE Py = —==——=,, - 7, 
Yrs eYr—le eYr- 
(34) 
w wo 
YP, — <a (wp) Py — Ga (wy) », — ce (wp) 
Py=—i- 7» Py=—i . Px i 


bated =— ij —___.. 
wl? w|* ? ||? 
y:- e Vi- ce aie 


Sie setzen sich also aus den Komponenten der Raumvektoren 


o= 4 (w p) 
34’ ger) _. Pa. inte 
at eYi— . ye 
c e 
in genau derselben Weise zusammen wie die Komponenten von F' aus 
denen von Yt und €. Hier kénnen wir R als Réntgen-Vektor bezeichnen; 


denn er gibt AnlaB zur Entstehung des sog. Réntgenstroms. In der Tat 
stimmt, wie wir in § 10 sehen werden, der Vektor R bis auf Glieder 


zweiter Ordnung in - iiberein mit demjenigen Vektor, den auch Lorentz 





zur Erklirung der von Réntgen entdeckten magnetischen Wirkung polari- 
sierter, bewegter Dielektrika erhilt. Der Vektor %, den man Rawmvektor 
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Polarisation nennen kénnte, unterscheidet sich von der Ruh-Polarisation p 
nur durch GréBen 2. Ordnung. Die Komponenten von § in der Richtung w 
und einer auf w senkrechten Richtung w hiangen mit den entsprechenden 
Komponenten von p so zusammen: 


Po = Pw yi, a a = 





Die fiir isotrope, nichtdispergierende Kérper giiltige Zusatzhypothese ist 
hier so zu formulieren: 
Der Raum-Zeit-Vektor I. Art Ruh-Polarisation p ist pro- 
portional der elektrischen Ruh-Kraft ®: 
(35) p= (e—1)9. 


é ist die Dielektrizitatskonstante. 
Hieraus wird sich nachher die Minkowskische Relation {C}, § 12, 
Seite 506, ergeben. 


§ 9. 
Die Magnetisierung bewegter Kérper. 

Wie der Vektor II. Art P die Polarisation, so wird Q die Magneti- 
sierung bedeuten. Tatsiichlich haben wir in § 6 gesehen, daB Q sich bei 
ruhenden Kérpern auf einen Raumvektor reduziert, der als ,,magnetisches 
Moment“ zu deuten ist. Auch bei bewegten Kérpern haben diese drei 
Komponenten von Q dieselbe Form; es sind das die Komponenten des 
Moments in den Koordinatenebenen yz, zz, xy; dazu treten aber noch 
drei GréBen, welche die Form von Momentkomponenten in den Ebenen 
at, yt, et haben. Der Vektor Q haftet also am Koordinatensystem und 
kann keine Eigenschaft der bewegten Materie ausdriicken. Vielmehr mu8 
man dazu den zugehérigen Vektor 


‘ ° oo ° 
(36) q = iwQ* = iw >[du, (0o%)o]* 
heranziehen, den wir Ruh-Magnetisierung nennen und der zu Q in dem- 
selben Verhiiltnis steht wie die magnetische Ruh-Kraft 
Y = iwf* 

zu dem Feldvektor f. Die Komponenten von q sind 

P 3, Ws, W, | 

q-—tz| Gu,, dw,, dw, |, usf. 
(00%: )o» (Co%z)or (004s )o 
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Offenbar ist q normal zu w: 
(37) wg =. 
Da die zu g,, %, 45 gehérigen Determinanten je eine Vertikalreihe mit 
dem Index 4, d. h. mit rein imaginiren Elementen haben, wahrend die 
zu q, gehérige Determinante nur reelle Elemente hat, so sind q,, q3, 4; 
reell, g, rein imaginiir. Setzen wir also 

G = — Ger Wg = — Vyr Ws ™— Yes 
so sind das die Komponenten eines reellen Raumvektors q, und wegen 
(37) wird: 
(37’) q, = — ~(w,9, + 1,4, + 1,9,) = — * (109). 





Auch den Raumvektor q nennen wir Ruh-Magnelisierung; offenbar wird er 
fir w= 0 mit dem in § 6 mit demselben Buchstaben bezeichneten Vektor 
(26) identisch. 

Man kann die Gleichung (36) so deuten, daB sie die Transformation 
des Drehmomentes auf ein mit der Materie mitgefiihrtes Koordinatenkreuz 
ausdriickt; dabei fallen dann die Komponenten des Momentes in den 
Ebenen zt, yt, zt fort. q ist also ein an der Materie haftender Vektor, 
der ihren Zustand charakterisiert. 

Der Vektor I. Art 


a ° 
wQ= w>[du, (00 2)o] 
3 — ~~ 
re {- (w, (Qp#)p) dw + (w, 8) (Qy%)o} 
verschwindet identisch, weil nach (5) und (7) die Vektoren (g)%), und 


dw auf w normal stehen. Wenden wir jetzt die Minkowskische Identitat 
(§ 11, Formel (45), Seite 500) 


[w, wQ] + [w, w Q*I* — (ww)Q 
an, so finden wir wegen (36): 
(38) [w, g*=— iQ. 


Demnach driicken sich die Komponenten von Q durch die Ruh-Magneti- 
sierung q folgendermaBen aus: 





Ww, bh) w 
9, — —, (mq) q, — — (wq) q, — —; (aq) 
Q é Y c Q e 
23 y:-2 ? Qs = y:- ? _ y:-™ iw? ’ 
e ec c 
. wv, 4, Ww. Wy 4, w, 4, w, Wy Ww, G2 
a-—i—- Qe . —— Q~--—t— 
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Sie setzen sich also aus den Komponenten der Raumvektoren 


wv 
5 - gaa) 6 
(39’) —_ = a ’ = ————, 
tv |? ||? 
ebenso zusammen wie die Komponenten von F aus denen von I und &. 
Der Raumvektor Magnetisierung © unterscheidet sich von der Ruh- 


Magnetisierung q nur durch Gréfen 2. Ordnung in °. Die Komponenten 


von © in der Richtung w und einer zu w senkrechten Richtung Ww 
haingen mit den entsprechenden Komponenten von q so zusammen: 


w |? 5 
Dw _ aw) as Ds = V1 wit 
<2 
Der Vektor S gibt, wie wir sehen werden, AnlaB zu elektrostatischen 
Wirkungen magnetisierter bewegter Medien; er ist das genaue Analogon 
zu dem _ ,,Réntgen-Vektor“. 
Die fiir isotrope Kérper giiltige Zusatzhypothese lautet hier: 
Der Raum-Zeit-Vektor I. Art Ruh-Magnetisierung q ist 
proportional der magnetischen Ruh-Kraft ¥: 
(40) —~q=(v-1)¥. 
uw ist die magnetische Permeabilitiit. 

Hieraus wird sich nachher die Minkowskische Relation {D}, § 12, 
Seite 506, ergeben. Uber die elektronentheoretische Deutung der Hypo- 
thesen {E}, (35), (40) gilt dasselbe, was in § 6 (S. 541) fiir ruhende 
Korper gesagt worden ist. An die Gleichung (35) hat die Theorie der 
Dispersion bewegter Kérper anzukniipfen. 


$ 10. 
Die allgemeine Beziehung zwischen den Vektoren Feldstirke 
und Erregung. 


Die Gleichung (20), die den Raum-Zeit-Vektor f definierte, kann man 
jetzt nach (15’) und (38) so schreiben: 
(41) f= F+P+Q 

=F+ [w, p] + iw, q\*. 
Geht man zu den reellen Raumyektoren jiber, so ergibt sich nach (34) 
und (39): 
aot _ 

(42) m=M+ R—0, 


e—-E€+$+6, 
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oder, ausfiihrlich geschrieben: 


1 _ 
q—  [P] — gala) 


(v’) m = MR — ye ; 
< 
p+ < [wa] —", (wp) 
(VI’) e=€+-— 


vie 
Diese Formeln zusammen mit den Differentialgleichungen (I') bis (IV’) 
und der Relation (E) stellen, genau im Sinne von H. A. Lorentz, die 
elektrodynamischen Vorgiinge in bewegten, dielektrisch polarisierten und 
magnetisierten Kérpern dar. Sie sind aber noch durch die Angabe des 
Zusammenhangs zwischen den Vektoren Ruh-Polarisation p und Ruh- 
Magnetisierung q einerseits und den wirkenden Feldstirken andererseits zu 
erginzen. Ohne auf diese ergiinzenden Beziehungen, die wir fiir isotrope 
Kérper als ,,Zusatzhvpothesen“ formuliert haben, einzugehen, kénnen wir 
die Formeln (I’) bis (VI’), (E) diskutieren und sie mit den Lorentzschen 
Formeln vergleichen. 

Wir setzen letztere in einer zu unserem Gleichungssystem analogen 
Formulierung ani (Enzykl. der math. Wiss. Bd. V 2, Art. 14, Seite 208, 
209); die Differentialgleichungen lauten: 


(II”) u. (XXVIII) curl § — +? —*(g + curl [Bw}), 


e at 
(I) div D = g, 
or 1028 
(Iv) curl €+ —->- = 0, 
(v”) div 8 —0. 


Dazu kommen die unseren Gleichungen (V’), (VI’) entsprechenden Rela- 
tionen: 

(XXX) §=-B8-—O, 

(XXV) u. (XX) D=—- E+. 

Dabei haben wir im allgemeinen die Lorentzschen Bezeichnungen bei- 
behalten; nur ist die Magnetisierung mit 0 (statt mit Mt) bezeichnet und 


es sind Leitungsstrom 3 und Konvektionsstrom R zu dem Stromvektor 8 
zusammengefaBt. 


Offenbar gehen die Lorentzschen Differentialgleichungen in die wnseren 
iiber, wenn wir die Lorentaschen Vektoren €, $ — “[Pw]*), D, B dew. mit 








*) Minkowski identifiziert in § 9 der ,,Grundgleichungen“ § mit m; daraus ent- 
springt es, daB er die Ubereinstimmung der Lorentzschen Formeln fiir nichtmagne- 
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€, m, e, Mt identifizieren. Die beiden weiteren Gleichungen lassen sich fiir 
beliebige Korper nicht zur Ubereinstimmung bringen. 

Bei nichtmagnetisierten Kiorpern (q = 0, 2 = 0) lat sich aber Uber- 
einstimmung erreichen, wenn man in (V’), (VI’) alle in . quadratischen 
Glieder vernachlissigt; dann bleibt nimlich (wegen (34’) und (39’)): 


m —M—O + + [wB}, 
e—-€+ 8+ {[wO], 


und die Formeln gehen fiir 2 —0 bei der oben angegebenen Zuordnung 
der Lorentzschen Vektoren zu den unseren in die Lorentzschen Rela- 
tionen iiber. 

Hieraus erhellt, daB unsere Bezeichnung des Vektors R, der bis auf 


Glieder 2. Ordnung durch * [w 8] gegeben ist, als ,Réntgen-Vektor* ge- 


rechtfertigt ist. Denn er gibt wie bei Lorentz zur Entstehung des 
Réntgenstroms AnlaB, und zwar in einer mit Eichenwalds Versuchen 
iibereinstimmenden Weise (Enzykl., Bd. V 2, Art. 14, 8. 210). Die 
Formeln (V’), (VI’) sowohl, als auch die Niherungsformeln (42’) unter- 
scheiden sich von den Lorentzschen durch die volle Symmetrie*) zwischen 
den elektrischen und den magnetischen Gréfen. Sie beruht vor allem 
auf dem Vorhandensein des Vektors ©, der bis auf Glieder 2, Ord- 


nung durch * [wO] gegeben ist; dieser entspricht genau dem Réntgen- 


(42’) 


Vektor und zeigt elektrostatische Wirkungen bewegter, magnetisierter 
Kérper an. Erscheinungen, die durch diesen Vektor © zu erkliren sind, 
sind meines Wissens bislang experimentell noch nicht festgestellt worden; 
es lassen sich aber unschwer Versuchsanordnungen angeben, die eine 
experimentelle Untersuchung tiber das Vorhandensein dieser Wirkung, 


die in ° von erster Ordnung ist, gestatten wiirden. Dieselbe ist nicht zu 


verwechseln mit der Erscheinung, daB ein Leiter, der sich im magneti- 





tisierte Kérper mit dem Relativitiitsprinzip dem Umstande zuschreiben muB, dab 
Lorentz die Bedingung des Nichtmagnetisiertseins in einer dem Prinzipe wider- 
sprechenden Weise ansetzt. Unsere Betrachtungsweise fiihrt von selbst auf obige 
Zuordnung der Vektoren, wobei die schlieBliche Ubereinstimmung nicht auf die 
Kompensation zweier Widerspriiche zuriickgefiihrt zu werden braucht. 

*) Die Hertzschen Grundgleichungen der Elektrodynamik bewegter Kirper zeigen 
eine analoge Symmetrie, widersprechen aber bekanntlich dem Experiment und sind 
mit dem Relativititsprinzip unvereinbar. 

Ein Vergleich unserer Formeln mit den Grundgleichungen von E. Cohn eriibrigt 
sich, da demselben der § 10 der Minkowskischen ,,Grundgleichungen“ gewidmet ist. 
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schen Felde bewegt, in ruhenden Strombahnen Leitungsstréme hervorruft 
(z. B. im Falle der sog. unipolaren Induktion); diese letztere Erscheinung 
ist eine Konsequenz der Formeln (E), S. 543, und man sieht leicht, daB 
sie bis aut Glieder 2. Ordnung ebenso wie in den Theorien von Hertz und 


Lorentz durch den Vektor - {wMt] bestimmt ist*), dessen Betrag leicht 


wesentlich gréBer gemacht werden kann als der des Vektors * (wl, weil 
© bei den meisten Kérpern nur wenig von Null verschieden ist. 


Was die Glieder 2. Ordnung in : anbetrifft, so scheint wenig Aus- 
sicht vorhanden zu sein, sie bei irdischen Experimenten aufzufinden. 

Wir wollen nun noch zeigen, daB bei isotropen, nichtdispergierenden 
Kérpern unsere Zusatzhypothesen (35) und (40) auf die Minkowskischen 
Formeln {C}, {D} zuriickfihren. 

Nach § 8, (33) ist wP =—p und nach § 9, S. 546, ist identisch 
wQ=0. Daher folgt aus (20) 


wf=wk—p. 
Da nun © =— wF ist, so ergibt sich aus (35): 
{C} wf = «wk 
oder 
(C) e+ —[wm] = «(E+ ~[wM). 


Fiir die zu f, F, P, Q dualen Vektoren = P*, Q* gilt nach (20) 
die Gleichung: 
f* = F* + P* + @. 


wP* = w\|w, pl =0, 
w Q* = — iq. 


wf* = wF* — iq. 
Da nun ¥ = iwf* ist, so folgt aus (40): 


Nun ist offenbar 
und nach § 9 (36) ist 
Daher wird 


(D} wF* = wwf* 
oder 
(D) M — = [wE] — w(m— *[we)). 


Damit sind wir zu dem vollstiindigen Formelsystem Minkowskis gelangt. 
Wie schon hervorgehoben, gibt die gréBere Allgemeinheit unserer 
Formeln (42) die Méglichkeit an die Hand, komplizierteren Eigenschaften 


*) Vgl. Lorentz, Enzykl. Bd. V 1, Art. 13, 8. 100 u. S. 238, 289. M. Abraham, 
Theorie der Elektrizitat, Bd. I, § 86, 87, 8. 398—409, und Bd. II (Elektromagnetische 
Theorie der Strahlung), 2. Aufl. 1908, § 36, S. 300—302. 
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der Substanzen durch die Theorie gerecht zu werden; dazu sind nur die 
,Zusatzhypothesen“ (35), (40) durch andere zu ersetzen. Die Dispersion 
in bewegten Medien wird man z. B. erhalten, wenn man die Gleichung 
(35) durch geeignete Glieder so erweitert, dab der Vektor p Schwingungen 
triger Massen darzustellen fahig ist. Vorstehende Theorie, die eine 
Mittelstellung einnimmt zwischen der urspriinglichen rein phinomenologi- 
schen Methode Minkowskis und dem bis ins Detail der Elektronenbewegung 
eindringenden Verfahren von Lorentz, scheint also einerseits schmiegsam 
genug zu sein, die mannigfaltigen Eigenarten der Substanzen zum Aus- 
druck zu bringen, andererseits besitzt sie ein anschauliches Fundament, 
das ihrer bequemen Handhabung foérderlich ist. 








A. Rosznsiarr. 


Uber zwei Fragen der Theorie des Extremums eines einfachen 
Integrals. 


Von 


Atrrep RosensiaTtT in Krakau. 


I. Es ist wohlbekannt, da hinsichtlich der Frage nach den not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen fir ein starkes Extremum eines 
einfachen Integrals ein fundamentaler Unterschied besteht zwischen der 
gewdhnlichen und der Parameterdarstellung. Wiahrend im letzteren Falle 
Zermelo in seiner Dissertation beweist, daB die Legendresche, Jacobische 
und WeierstraBsche Bedingung, von Ausnahmefillen abgesehen, fiir ein 
starkes Extremum hinreichen, wenn sie lings einer Extremale erfiillt sind, 
hat man im Falle gewéhnlicher Darstellung diesbeztiglich nur den Linde- 
bergschen Satz*), daB fir Kurven ,mit Gefillsbeschriinkung“ die drei 
klassischen Bedingungen genau wie vorher geniigen. 

Eine neve notwendige Bedingung wurde von Bolza**) folgendermafen 
formuliert: Ist P,(2,,y,) irgend ein Punkt der die Punkte P,(2,, y,) und 
P,(a,, y,) verbindenden Extremalen E,, sind weiter p,(z, y), p,(a,y) die 
Gefiallsfunktionen der durch P,, P, gehenden, die Extremale FE, enthaltenden 
Extremalenbiischel B,, B, und betrachtet man die aus dem Stiick P, P, 
von E,, aus dem Geradenstiick P, P,, wo die Koordinaten von P, 2, +h, 
Y¥, +k sind (k>0), und aus der durch P, gehenden Extremalen des 
Biischels B, bestehenden Kurven, sowie die aus der Extremale des 
Bischels B, P,P,, wo die Koordinaten von P, x,—h, y,+h sind (h>0), 
aus dem Geradenstiick P,P,, endlich aus dem Stiick P,P, von E, be- 
stehenden Kurven, dann lautet die Bedingung: 


1 
— k 
(1) Lim inf (hE (2, 4ht, yh; p(y +ht, yytkt), 4) at 20. 
0 


*) Mathematische Annalen Bd. 59. 
“*) Transactions of the American Mathematical Society, 1906, Bd. 7; siehe 
auch dessen ,,Vorlesungen iiber Variationsrechnung, Erste Lieferung, 1908, Leipzig. 
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Hier ist fir 4,<2,<2, i=O fiir das — Zeichen, i=1 fiir das 
+ Zeichen, fiir 7,— 2, hat man i=1 und das + Zeichen, fir 7, = 2, 
t=O und das — Zeichen, wihrend die E-Funktion aus dem Integranden 
f(x, y, y’) gebildet ist. Bedingung (1) ist aiquivalent mit Bedingung: 


h=+0 


1 
(2) Lim inf f hf (tht, yk, +) dt 


1 
i kf fy (oss Yea kt, p,(%_, Ygthkb)dt>0. 
0 


Dabei wird k als fest absolut beliebig klein vorausgesetzt. 
DaB diese Bedingung nicht hinreichend ist, zeigt das folgende 
Beispiel: 
2 


(3) J = | (ay? + 3by'*y? — 4by yx + by'*x*) da. 
Hier ist: ’ 
f, = 6by'ty —4by'a, f= 2ay’ + 12by'*y*® — 20by'*yx + bby’? 
und die Lagrangesche Gleichung lautet 
y (2a + 36by'*y? — 80by *yax + 30by'*x*) = 2by'ty + 4by a. 


Es ist also lings der Extremalen y= 0 erstens die Legendresche Be- 
dingung in der stiirkeren Form 


fy>(@ y(@), y’) = 2a + 36by %2? > 0 
fiir jedes y’ erfiillt; zweitens die Jacobische Bedingung, denn die Jacobische 
Gleichung lautet jetzt ae = 0; drittens die WeierstraBsche, denn man hat 

E(a, ya); y@), ¥) = ay? + by'*a* > 0 
mit ordentlichem Verschwinden. Die Bolzasche Bedingung ist auch erfiillt, 
denn man hat 
k\5 
Lim inf Afle(t) "+ 30(5)" (vote)? —40(5) (ys kt) - (ay + he) 
h=+0 P 
+(£) (ar, + ht)*| dt 
— Lim inf i [a +b(5 -)" 2, (2% Fh) |. 


r=+oh 


Dieser Limes ist + oo fiir 2 >0O und jedes feste k. Setzt man aber 
y= ah, O0<a<1, so ist 


Lim inf [2 eos i Be o(s—1)] = — 00, 


also ist das Integral J te Minimum lings y = 0. 
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Das Beispiel zeigt noch mehr. Es kann geschehen, dab die Bolzasche 
Bedingung in einem Punkte P, fiir alle festen geniigend kleinen k erfiillt 
ist, ohne daB fiir FE, ein Rome stattfindet im Vergleiche mit allen 
Kurven P, P, P, P, resp. P,P; P, P,, fiir die |k|<k, ist. Findet dies 
aber fiir jeden Punkt und ein zugehériges k, statt, so muB doch kein 
Extremum stattfinden, wie unser Beispiel lehrt. Denn da ein schwaches 
Extremum vorhanden ist, so kéunen wir x > A, annehmen, wo A, eine 
geniigend kleine positive Zahl bedeutet die von z, abhiingt; dabei sei 
h<h,, das geniigend klein ist. Wenn ich jetzt k, so klein wihle, dab 
das zweite Integral in (2) gegen A, beliebig _— ist, dann ist fiir alle 
diese Vergleichskurven, fiir die |k| <k,, h<h,, Fs =A>A, ist, AJ>0, 
desgleichen fiir die schwachen Variationen im Punkte z,, ohne daf ein 
Extremum stattfindet. 


Um den Unterschied zwischen Parameterdarstellung und gewéhnlicher 
Darstellung noch klarer hervortreten zu lassen, will ich ein anderes lehr- 
reiches Beispiel angeben, das dem bekannten Peanoschen Beispiel in der 
Theorie der Maxima und Minima mehrerer Veriinderlicher nachgebildet 
ist.*) Dasselbe ist bekanntlich 

f(z, y) = (y’—p2) (y*— 92) p>, q>0 
und die Funktion ist nur negativ in den beiden Teilen der Koordinaten- 
ebene zwischen den zwei Parabeln y?— px=0, y?>—qxz=0. Analog 
betrachten wir das Integral: 


(4) J = fy*ly“(y*—pz) (y*—q2) +a]dz, p>0,q>0, a>0. 
Es ist ; 
f, = 2y*y[2y¥—(p+9)2], fy=y[2a+ by*(y’—pz) (y*—q2)] 
y" [24 + 30y'*(y* — pz) (y’—q2)] = 6y*[y*(p+4) — 2pqz] 
+ 10y ®y[x(p+q) — 2y’). 


Liéngs der Extremalen y= 0 ist die Legendresche Bedingung in der 
stirkeren Form 


fy>(% y@), ¥) = 2a + 30y'*pga? 
erfiillt, ebenso die Jacobische Bedingung, da die Jacobische Gleichung 


te = 0 ist, endlich die WeierstraBsche, denn man hat 


E(z, y(a); y'@), y') = y¥*[a + y'*a* pq). 


*) In den ,,Monatsheften fiir Mathematik und Physik“ 1909, 3.—4. Vierteljahr 
verdffentlicht Herr H. Hahn ein iihnliches Beispiel. 








in 
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Was nun die Bolzasche Bedingung anbelangt, so ist dieselbe in jedem 
Punkte « > 0 offenbar erfillt, fir z= 0 hat man aber 


tim int (RY [ (4) (RY #22) ((h)' 2) +4] a 


= Lim inf Gy ie(G-@+o > + pq ") + ah] = + oo, 


h=+0 


also findet (1) wieder statt. Nun integriere ich von 0 nach 1 tiber die 
in der Figur gezeichnete Kurve C, die aus 


t 











dem Geradenstiick 03, aus dem Stiick 32 der Parabel K, 


y—Ptt, 0 


und aus der Feldextremale 21 besteht. Nun ist lings 03 y= ets, 


lings 32 y= + yrs, die einzigen bei der Berechnung des Integrals 
der E-Funktion tiber unsern Weg in Betracht kommenden Glieder sind also 


Ste, y,y)ae und St@,y,y)ae. 


Nun hat man 
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f e+: re: + a) ex! x — pa) (?; +s 2 — qa) +a]dz 
0 
pt+¢d 


soto (es — *@+ a") +a] 





und 


h 

fe — (et "(es aya +a]dx—?+4f_ ota” 4 a] log j. 
Ist also die Bedingung erfiillt 

(5) o< oe, 
om findet kein Extremum statt, da iN beliebig groB gemacht werden 
ann. 


Wir berechnen jetzt das Integral der H-Funktion iiber den in der 
Figur eingezeichneten Weg 041, der aus dem Geradensttick 04 und der 


Extremalen 41 besteht. Es geniigt wieder das Integral fi f(a, y, y)dx m 
finden, und man hat 


A 
J SL) (6-10) (h*—09)+0]00—a[0-Z5(0—F2)] 
Wir sehen also, dab, wenn die Bedingung 
(6) a<¥(p—44), 
(p > > 9) besteht, die Bolzasche Bedingung hier nicht ausreicht, um ein 
| oe lings aller Wege P, P, P, P, zu sichern. 


Nun mige aber dies stattfinden. Setzt man s—kA== in den vorher 
berechneten Ausdruck fiir die Bolzasche Bedingung ein, so erhilt man 


in A Sy ), 


und da der Koeffizient von s°* fir s = ; et +q) das Minimum 


—G wta?t 
hat, so findet sicher ein nina lings ais Wege P,P, P, P, statt, wenn 
(7) (p+)? < “24, 


also z. B. p= +4 ist. Denn da F | > A, vorausgesetzt werden kann, 


so geniigt es < geniigend klein zu machen, um alle Glieder des Integrals 
tiber die E-Funktion gegeniiber as vernachMesigen zu kénnen. 














a te ae 2D 
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Wir haben somit das vollstindige Analogon zum Peano-Beispiel. Und 
wie es im Falle der Maxima und Minima nicht richtig ist, aus dem Ver- 
halten der Funktion lings aller Geraden auf das Vorhandensein eines 
Extremalwertes zu schlieBen, ebenso ist es nicht méglich, durch Be- 
dingungen, die der Bolza-Bedingung ithnlich sind, ans Ziel zu kommen. 
Man muB vielmehr in der von Scheefer*) und Stolz**) gezeigten Rich- 
tung vorgehen. 

Nun ist aber das Beispiel (4) wesentlich weiterreichend als Beispiel (3). 
Denn man kénnte glauben, daB, wenn fiir alle Wege P,P, P,P, und 
P,P; P, P,, fir ein von dem Punkte P,, der nur im ersten Falle nicht 
unendlich nahe an P,, im zweiten Falle nicht unendlich nahe an P, 
heranriicken darf, unabhingiges k, das Extremum besteht, was im Bei- 
spiel (3) nicht der Fall ist, daB dann vielleicht ein Extremum stattfindet. 
Nun hat man fiir (4), wenn «— a, = 2' gesetzt wird, 


. A . k 
Gr) L(G ) 2'*— p(@ +2)) (i) a *?— q(a’ +43) da’ + ( +( x) ah 
~ ae(Vpas, — 2 ets ye) +3 (s (5 — GEO) _ 2 $4428) 
+ Atk*pqa, + as 
durch einfaches Ausrechnen. Der Koeffizient von s* ist sicher positiv, 


wenn wie vorher p = - q angenommen wird, da dann die Diskriminante 
(; _ (eto) Pa _ (eta 


7 81) 1 
5 36pq ) 8 8 = (5 — sa) “39 <° 
ist, und es gelten alle vorher gemachten Schliisse. Mit Kurven der Ge- 
stalt P, P, P, P,, P,P; P,P, kommt man also nicht zum Ziel. 
Ii. Das vorher ausfiihrlich untersuchte Beispiel (4) wird uns auch 
in der Untersuchung gute Dienste leisten, der wir uns jetzt zuwenden, 
und die nicht- nur fiir die reine Mathematik von Interesse ist: tiber die 


Giiltigkeit der Lagrangeschen Multiplikatorenregel im isoperimetrischen 
Problem. 


Handelt es sich darum, das Integral 


” 
(8) T= fay yaa 
Xo 
zu einem Extremum zu machen, wahrend das Integral 
(9) K=fy(yyy)da 
*) Mathematische Annalen Bd. 35. 


**) ,Grundziige der Differential- und Integralrechnung* I. Teil. V. Abschnitt. 
Mathematische Annalen. LXVIII. 36 
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einen konstanten Wert behilt, dann verfaihrt man folgendermaBen: Man 
bildet die Variation 
¥(&) = y(x) + 1m (@) + &0(2), 
Ms (o) = (2s) = Ns (Xo) = %9(2,) = 9, 
und erhalt aus (8) und (9): 


(8a) AJ= af (x) F(x) dx + ta ft9(2) F(x) dx + (&, &)e, 


(9a) AK =& fm (2) G(x) da + & | m(2) G(x) dx + (6, % = 0, 
wo “ i 
‘ d . d 
F(2) =f, — ashy: G(x) = 9, — ay» 


und die Klammerausdriicke in (8a), (9a) von héherer als der ersten Ord- 
nung im ¢,,é sind. Ist nun G(x) nicht identisch Null lings der ein 
Extremum liefernden Kurve E,, dann kann man, wenn noch die Koef- 
fizienten von ¢,, & in (8a) und (9a) mit J,, J,; K,, K, bezeichnet werden, 
g(x) so wihlen, dab K, +0 wird; dann erhilt man aus (9a) eine einzige 
Funktion ¢ von ¢, 


K 
1 ieee aa K, + (&)&,; 


wo (¢,), eine Funktion von ¢, ist, die mindestens von der ersten Ordnung 
ist. Aus (8a) hat man 


—— ° 
AJ =, (F, me F;) + (&)1 41, 


also erfiillt, wie aus der willkiirlichen Wahl von 7,(x) folgt, die Funktion 
y=y(x) von E, die Lagrangesche Gleichung 

(10) F(2) + 4G(2) =0, 

wo A eine von 4,(x) unabhingige endliche Konstante ist. 

Was geschieht nun, wenn FE, Extremale fiir das Integral (9) ist? For- 
mal kann man diesen Fall, auf den Hilbert*) und Zermelo**) besonders 
hinweisen, durch Ersetzen der jetzt unbestimmten Konstante 4 durch 
4,: 4, mit dem allgemeinen Fall in Eins zusammenfassen. Offenbar ist 
der Fall, wo EZ, ein starkes Extremum fiir X liefert, trivial. Es frigt 
sich, wann die Lagrangesche Gleichung (10) mit endlichem 4 gilt. 

Wir beweisen den folgenden Satz: 

Ist E, eine Extremale von K, die kein schwaches Extremum liefert, 
dann ist, von Ausnahmefillen abgesehen, die Lagrangesche Regel richtig. 


*) In seinen Vorlesungen iiber Variationsrechnung 1904/1905. 
**) Enzyklopidie der Math. Wiss. II A. 8a. 
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Liefert aber E, ein schwaches Extremum, dann kann die Lagrangesche 
Regel versagen. 

Es sei zuerst im Intervalle (7, 2,) die Legendresche Bedingung nicht 
erfiillt, und zwar kénnen wir g,. in (%)2,) positiv, in (#,2,) negativ an- 
nehmen. Wir betrachten die zweite Variation von K: 


eK = a2 {ys m+ 29yy m0 +91") de 
+ 24 & f (Dy ™ Ne + Iyy (4 %s + % 9) + I7% Ny) dx 
Zo 


+ a (Gy 1 *+ 29yy Ne Ne + Iy n°) dx, 


und bestimmen die beiden Variationen 7,(x), y,(”) derart, daB die Glei- 
chung 


AK= > O° K + (&, &y)s = 0 


durch zwei reelle Funktionen «, von «, befriedigt wird, die voneinander 
fiir «, = 0 verschieden sind. Die Funktionen 4,(z), 4,(2) wihlen wir 
nun folgenderweise. Es sei F(x) fiir x,, das im Intervalle (2, 2,) liegen 
mége, von Null verschieden; dann wihlen wir x, so, daB 


Uy %y Xe H, 
my (@) = [w — (a, — 9)? [a — (@, + 8)’ 
in 2, — 0, «, +9, sonst Null, und 
iy (x) = [x — (a, — 8) [2 — (@, + 8) 
in 2,—98, 2, +9, sonst Null. Wir beachten jetzt, daB 


und bestimmen 


% ytd std 


Sou'(@ da = Ad', —f\n(a) m (2) dx = Bot, 
% 4-9 47 

Pe ks acid (A, B, C von Null verschiedene 
J * (2) dz = Co?, Konstanten), 


und sehen, daB, wenn é klein genug angenommen wird, 6*°K in der Form 
é,*f, + &7f,, wo f, > 0, f, <0 konstant sind, geschrieben werden kann. 
Macht man jetzt in (9a) den Ansatz 
& = @é, + @(&) &, 
wo @ eine von Null verschiedené Konstante ist und a(é,) mit «, ver- 
schwindet, so erhalt man die Gleichungen 
@f,t+f,=9, 2aa(s,)f, + &B(e,) = 9, 


36* 
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wo A(«,) endlich ist, also zwei reelle Funktionen 
(11) a9 — atte, + oh ™%6)e,, 
ats) — + Vi; dies in (8a) eingesetzt gibt 
fy’ 
Ad = 8, (F, +a%9F;) + (&)e, 
somit F,=0. Somit ist F =O in (z,2,) und die Lagrangesche Regel 
behilt ihre Giiltigkeit. 

Ist die Legendresche, nicht aber die Jacobische Bedingung erfiillt, 
d.h., wenn 2, der zu 2 konjugierte Punkt ist, <a <,, dann be- 
niitzt man mit Vorteil die Schwarzsche*) Funktion. Es sei wieder 
F(«)+0 fiir z,, dann wihle man: 

m (2) = [ew — (@— 4) [2 — @ + 8) 

in z,— 9, z,+ 9, sonst Null, und 

(x) = u(a) + ks(x) in (x29), 

N(x) = ks(x) in (a, 2,). 
Hier ist u(x) ein Integral der Jacobischen Gleichung, das in 2, 2% ver- 
schwindet, s(x) irgend eine stetige mit zwei Ableitungen versehene, in 
Z, und z, verschwindende, in x, von Null verschiedene Funktion, endlich 
k eine Konstante. Schreibt man die zweite Variation von k 

OK = &,°/, + 28, ef, + &7 fs, 

dann hat man fir /, 


fa — Dey’) w'(2q") 82!) + &* f's ¥ (8) de, 


%o 


wenn Y(s) den Algorithmus der Jacobischen Gleichung bedeutet. Jetzt 
erhilt man wieder aus (9a) 


@f,+2af,+f,=9, «a(&,) (2f,4 + 2f,) + 4 B(e) =0, 


somit zwei Funktionen «, 
é,{h®) = ah De, + as %(¢,) &» 
2 1 2. Ff 
ai) —— 2 + > VA —hi 
fy fs 


denn da k beliebig klein und von beliebigem Vorzeichen ist, kann ich 


fi, fy entgegengesetzte Vorzeichen erteilen. In (8) eingesetzt gibt dies 
wieder 


(11’) 


AJ = 4, (F, +a Fy) + (&)g, 
also F,=0. Somit ist /=0O und die Lagrangesche Regel wieder richtig. 





*) Vgl. Sommerfeld: ,,Bemerkungen zur Variationsrechnung“. Jahresbericht d. 
Deutschen Math.-Ver. 1900. Bd. VIII. 
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Wir kommen jetzt zum zweiten Teile des ausgesprochenen Satzes, 
indem wir folgendes Beispiel betrachten. Als Integral K wihlen wir 
das Integral in (4) 


1 
(4) K = ['y*[y“(y*— p2) (y*— 42) + a] da 
r p>0, qg>0, a>0, 


dem die Extremale E,: y= 0 den Wert Null erteilt, und als Integral J 
das folgende — 


1 
(12) J— Jf (ay?+y)az, 
0 
dessen Lagrangesche Gleichung 
1 — 2ay” = 0 


lautet, so daB FE, dafiir keine Extremale ist. Ist K Null lings irgend 
einer Kurve C, so muf dieselbe notwendigerweise in das Gebiet zwischen 
den beiden Parabeln K,, K, eintreten. Es sei 5 ein Punkt zwischen den 
Parabeln, dann ist k,?>qk,, also gibt das die Punkte 0, 5 verbindende 


Geradenstiick 
f y?dz= i > % 
0 


und da fiir jede andere die Punkte 0,5 verbindende Kurve 
5 
y*dz>>z->4 
0 


1 
ist, und durch Verkleinerung des Bereiches das Integral _ f ydz beliebig 


klein gemacht werden kann, so ist gewih AJ>0 lings aller Kurven, 
fir welche K=O ist. Solcher Kurven gibt es aber in jedem noch so 
kleinen y= 0 umschlieBenden Bereiche stetig unendlich viele, wenn die 
Bedingung (5) erfiillt ist. Damit ist unser Ziel erreicht. 

Wir iibertragen noch unsere Entwicklungen auf den Fall des isoperi- 
metrischen Problems mit mehreren Nebenbedingungen. Es ist also 


(13) T= fe, ¥) ae 
zu einem Extremum zu machen, wihrend gleichzeitig die Integrale 
(14) K, =f 9(«, yy) de (i= 1,2,-+,m) 


bestimmte Werte annehmen sollen. Wird y(z) variiert 
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g(x) = y(2) + en(z) + >) an (2), 
dann kommt = 


AJ =efy Fdz +> afm, Fdr + (&, &)s, 


i=1 
AK, = ef 4G, dat > af 4 G,dx+ (¢, &,=9, 
i=1 


(j= 1,2, ais m), 
wo 


d d 
F=f ,—asly G=Giy— ae Gy: 


Bestehen zwischen den G, genau k< m identisch in z erfiillte linear 
unabhingige Gleichungen 


m 


> %54,=0 (i=1,2,---,k), 
dann ist die Determinante Tr 
fn Gade ce SD tim Gy dee 
(15) favre ape oh ies |e +e) 
Sm G,,dz --- J Nn Fy AE | 


vom Range m —k, d. h. fiir gewisse »,(2) verschwinden nicht alle Unter- 

determinanten m — k*™ Ordnung, wihrend fiir alle 7,(x7) alle Unterdeter- 

minanten m—k-+ 1" Ordnnug verschwinden. Wiire m—k' <m—k 

der Rang der Determinante, und die Unterdeterminante der ersten m— Kk’ 

Zeilen und Kolonnen von Null verschieden fiir gewisse 4,(z), 
(¢=1,2,---,m—Fk), 

dann bestiinden zwischen den G die k’>k linear unabhiingigen Gleichungen 


IuGde --- frmGde  G, 

[Guede >>> fin Gy pdx G — 

‘ ae m—k’ Pas m—k m— | 

J m%G,de -- J tm G,dx G, (u=m—k'+1,---,m). 


Sind die G, (j=1,2, ---, m) linear unabhingig und ist also (15) vom Range 
m, dann besteht fiir die Extremale EZ, die Lagrangesche Gleichung 


(16) F(z) + > 4, G,() =0, 


f=1 
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wo die 4, endliche Konstanten sind, und es handelt sich um den Beweis 
der Giiltigkeit derselben, wenn zwischen den G, lineare Identititen in x 
bestehen, und die Extremale gewisse Voraussetzungen erfiillt. 

Wir nehmen den einfachsten Fall an, wo k=1, d. h. zwischen den 
' .G, eine einzige Gleichung 


m—1 
(17) G,, + >'4,G,=0 


besteht. Bezeichnet man mit A die Unterdeterminante der ersten m—1 


Zeilen und Kolonnen von (15), mit A,,, A,,, das Resultat der Ersetzung 
der ‘*" Kolonne in A durch 


SnG,da,-- [u@,_. ae 
und durch 

J "m G, dz, ne -f Um Ga-142, 
dann hat man 


8A, ot em Bi in 
& = SS 


(i= 1,2,---,m—1), 
und es handelt sich um die Auflésung der Gleichung 
m—1 
1 ‘ he , > on , = 
2 | z (sO, 9+ Em Aim) | (Gy n+ 2G yy Ni “+ Jpn) ada 
i=1 


+ ef? | Lye A+ 2Tyy te Ym + Typ M8) de 


+ aa? { (J, n* + 2G yy 0 + Gyn") dx + (é, ea) | = 0. 
Dabei ist 


m—t1 
I= In +> a9; » 
i=1 
und die 4,(z) sind (i = 1,2,---,m—1) derart angenommen, dab A+ 0, 
und fiir voneinander verschiedene Werte §&,,---, &,,_; 
na) = [2 — (&—8)F [x — &+8)P 
in §£,—0, & +4, sonst aber Null sind. Ist jetzt fir 7,» die Legendre- 
sche Bedingung nicht erfiillt, dann bestimmt man wieder durch geeignete 
Wahl von 7,,(z) und 9(2) ¢,, als zweiwertige reelle fiir «+0 zwei ver- 
schiedene Werte annehmende Funktion 
E,, = a9 + afb 9(e) e, 
wobei «*® mit ¢ verschwindet. Durch Kinsetzen in AJ erhiilt man 


. as +abXa n 
AJ=« . J nF dx — = i, i] 4,Fdx+a% { tm Fae | +(2),, 
i=1 
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und daraus 


m—1 


[nFax-> “ {'1, Fax =0, 
i=0 ‘ 


woraus man auf das Bestehen der Lagrangeschen Gleichung (16) schlieBt. 
Dasselbe Resultat erhailt man, wenn die Jacohische Bedingung nicht 
erfillt ist. 

Das insbesondere von den Herren v. Escherich*) und Hahn**) be- 
handelte ,,Lagrangesche Problem“ erfordert eine ihnliche Erginzung durch 
das Studium des sogenannten ,,Ausnahmefalles“, wie sie hier fiir das 
isoperimetrische Problem zu geben versucht worden ist. 


Géttingen, Juni 1909. 


*) In den ,,Wiener Berichten“ Biinde 107—110. 
**) Mathematische Annalen Bd. 58. 
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Uber die Form des Restglieds der Taylorschen Entwicklung bei 
extensiven Funktionen einer extensiven Veranderlichen. 


Von 


R. Meumxe in Stuttgart. 


1. Einleitung. 


Bezeichnen 2,,2,,---+,%,, verainderliche ZahlgréBen und e,, e,,-- +, € 
ein System von Einheiten, so ist nach GrafSmanns Ausdrucksweise 


= LC, + yee t:--+ #,€,, 

eine verinderliche extensive GriéBe*). Deuten wir die Einheiten als Vektoren 
von der Lange 1 in einen Raum von m Dimensionen, die einen gemein- 
samen Anfangspunkt haben und paarweise senkrecht aufeinander stehen, 
so erscheint a durch den Vektor dargestellt, dessen senkrechte Projektionen 
auf die Achsen des Cartesischen Koordinatensystems, das durch die Vek- 
toren €,, €,,:--+,é,, bestimmt ist, gleich z,,2,,---,2,, sind. Lai&t man x 
vom Ursprung ausgehen, so hat sein Endpunkt die Cartesischen Koordi- 
naten 2.2% ,°*-,%,,; Wir nennen a den Trager dieses Punktes. 

Jedes System von Zahlfunktionen (,,skalaren“ Funktionen) y,, ¥,-- +, ¥, 
der Zahlenverinderlichen 2,,7,,---,2,,, etwa 


© h@, Tyy**' Ty) %: = h(%, Tey **'y Tu) “i AC Uy*** Xm)s 
laBt sich, indem man 
Wey + Yee Ho THE—Y 

setzt, auf eine extensive Funktion y— F(a) der extensiven Verinder- 
lichen a zuriickftihren**), also bei der zugrunde gelegten geometrischen 
Darstellung auf eine Vektorfunktion eines Vektors. (Im Falle 17> m mub 
man den Ejinheiten ¢,, €,,---,¢,, noch die weiteren €,,.1, €m4o.°*% 
hinzufiigen. Das Gebiet von a ist dann im Gebiet von y als Teil ent- 


*) H.G.GraBmann, Ausdehnungslehre von 1862, 8S. 2 = Werke, I. Band, 2. Teil, 
S. 12, Nr. 8—5. 


**) Ausdehnungslehre von 1862, 8. 225 — Werke I, 2, S. 225, Nr. 361. 
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halten; umgekehrt im Falle 1<m.) GraBmann hat die Taylorsche 
Reihe auf solche Funktionen ausgedehnt*), aber es sind meines Wissens 
noch von niemand die verschiedenen, aus der gewdhnlichen Analysis be- 
kannten Formen des Restglieds auf jenen allgemeineren Fall tibertragen 
worden. Im folgenden soll das geschehen; auch werde ich zeigen, wie 
man das ,Hamiltonsche Symbol“ VY auf diesem Gebiet verwenden kann. 


2. Der Mittelwertsatz fiir extensive Funktionen einer extensiven 
Veriinderlichen. 


Machen wir von dem Hilfssatz Gebrauch, den G. Darboux beniitzt 
hat, um den Mittelwertsatz vom Fall einer reellen Veriinderlichen auf den 
Fall einer komplexen Veriinderlichen auszudehnen**). Geometrisch besagt 
jener Satz folgendes. Beschreibt ein beweglicher Punkt x die gerade 
Strecke von einem beliebigen Punkt a nach einem andern beliebigen Punkt 
a, immer in demselben Sinn, und beschreibt gleichzeitig der dem Punkt x 
in eindeutiger, stetiger Weise zugeordnete Punkt y einen beliebigen 
Kurvenbogen mit dem Anfangspunkt b und dem Endpunkt b,, so muB es 
zwischen a und a, mindestens eine Lage xz, von x geben, so daB, wenn y, 
die entsprechende Lage von y bezeichnet, der Quotient aus dem Weg- 
element von y ucd dem Wegelement von z, gebildet fiir jene Lagen y, 
und z,, nicht kleiner ist als das Verhiltnis der Lingen der Sehne bb, 
und der Strecke aa,. 

Bezeichnen die Vektoren a, y,a,b,--- die Traiger (vgl. Nr. 1) der 
Punkte z,y,a,6,---, so sind die als Vektoren aufgefabten Wegelemente 
von x und y gleich den Differentialen dx und dy, ebenso die Vektoren 
von @ nach a, und von b nach b, beziehlich gleich a,— a und b, — b. 
Driickt man also die Liinge eines Vektors durch Vorsetzen von mod aus, 
so laBt sich der Darbouxsche Hilfssatz schreiben***): 


mod dy, mod (6, — 6) 


modda, = mod(a, — a)’ 


oder 


od d 
mod (b, —b) <P % — mod (a, — a). 


*) Ausdehnungslehre von 1862, 8. 327 = Werke I, 2, 8S. 320, Nr. 470. 

**) G. Darboux, Sur les développements en série des~ fonctions d'une seule 
variable, Journal de Mathématiques pures et appliquées, (3) 2 (1876), p. 291. 

***) Darboux setzt allerdings einen Kurvenbogen in der Ebene voraus, aber es 
ist klar, da®B der fragliche Satz nicht von der Anzuhl der Dimensionen des Raumes 
abhingt, dem die Kurve angehdért, denn er beruht einzig und allein darauf, daB ein 
Kurvenbogen nicht kiirzer sein kann, als die zugehérige Sehne. 
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Fir den Triger eines beliebigen Punktes der Geradena a,, der zwischen 
a und a, liegt, kann man mit der Abkiirzung 


a,—a=h 
setzen: 

xr=—a+ih, 
wo 

0<Acl. 
Man erhilt 

dx=dih, 
also 

mod da = di mod h; 
ferner, da 
y = F(x) 
ist: 
dy = F' (x) dx = di F'(a)h.*) 
Daher wird 
merge mod (a, — a) = a mod fh = mod F’(a)h. 


Bezeichnet noch @ den Wert von 4, der dem Punkt 2, entspricht, so 
kommt, da 
b=F(a), b, = F(a,) = F(at+h) 
ist: 
(1) mod (F(a+h) — F(a)) < mod F’(a+ 6h)h. 


Um von den Liingen der Vektoren zu diesen selbst iibergehen zu 
kénnen, fiihren wir eine nicht genauer bekannte lineare Vektorfunktion 
ein, die so beschaffen ist, dab sie — geometrisch gesprochen — eine 
affine Umbildung bewirkt, bei der kein einziger Vektor verlingert wird.**) 
Ist q das Symbol dieser linearen Vektorfunktion***), so kénnen wir also 
statt (1) schreiben: 


(2) F(a+h) — F(a) = qF'(a+6h)h. 


Das ist der Mittelwertsatz fir eine extensive Funktion F’ (a) einer exten- 
siven Verinderlichen a. 
Fiihren wir noch eine beliebige (reelle) Zahlfunktion f(a) von a ein, 


*) F(a) ist die abgeleitete Funktion von F(a), ein Liickenausdruck mit einer 
Liicke, der nach Ausfiillung seiner Liicke durch da gleich dem Differential von F(a) 
wird, s. GraBmann, Ausdehnungslehre von 1862, 8. 296— Werke I, 2, 8.292, Nr. 435. 

**) In unserm gewdhnlichen Raum wiirde das bedeuten, daB die aus einer Kugel 
mit dem Halbmesser 1 hervorgehende Flache, das sogenannte Deformations- oder Ver- 
zerrungs- oder Umbild-Ellipsoid, keine Halbachse linger als 1 besitat. 

**) Mit GraBmann kénnen wir q als extensiven Bruch darstellen, dessen Zihler 
und Nenner in Vektoren bestehen, oder als Liickenausdruck mit einer Liicke (vgl. 
Ausdehnungslehre von 1862, S. 241, 245— Werke I, 2, 8. 240 Nr. 377, 8. 248 Nr. 382); 
man kénnte auch mit J. W. Gibbs dyadische VektorgréBen beniitzen. 
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die auf der Strecke a bis a, nicht nur iiberall eine abgeleitete Funktion 
f'(ac) besitzt, sondern bei der auch die in der Richtung des Vektors h 
genommene Ableitung, und damit f(a”) h auf genannter Strecke nirgends 
verschwindet oder unendlich wird, so lat sich der Darbouxsche Hilfs- 
satz wieder anwenden, indem man statt des Punktes 2 den Bildpunkt von 
f(a) auf der reellen Zahlenachse nimmt. Man erhilt so den erweiterten 
Mittelwertsatz in ‘er Form: 
(3) Fath) —F@ _ q F’(a+Ohjh 

f(a+h) — f(@) f(a+Oh)h’ 
mit denselben Beschriinkungen fiir q und @ wie vorher. 

Statt des GraBmannschen Differentialquotienten, der sich zwar den 
iiblichen Bezeichnungen der gewéhnlichen Analysis am engsten anschlieBt, 
kann man auch das Hamiltonsche Symbol V beniitzen. Wenn man das 
innere Produkt zweier Vektoren in GraBmannscher Weise durch einen 
senkrechten Strich zwischen den Faktoren bezeichnet, wird dann das Dif- 
ferential der Zahlfunktion f(a): 
wo Vf ein Vektor, der ,,Gradient* von f ist und der Faktor dx auch 
rechts statt links stehen diirfte. Um das Differential der Vektorfunktion 
F(a) ebenfalls mit Hilfe des Zeichens V ausdriicken zu kénnen, mub 
man mit J. W. Gibbs*) das dyadische Produkt des symbolischen Vektors 
V mit F(x) einfiihren, das wir aber im Anschlu8 an G. Jaumann*™) 
durch ein Komma bezeichnen wollen: 

dF (x) = dx | V, F(a). 
Die Mittelwertsiitze (2) und (3) nehmen dann die Form an: 
(2a) F(a+h) — F(a)=qh!\V, F(a+ 6h), 
(3a) F(a+h) — Fla) h\V, F(a+6h) 


fia+h)— fla) ~" h|Vfla+h) * 











§ 3. 


Die Taylorsche Entwicklung fiir extensive Funktionen einer 
extensiven Verinderlichen. 


Wir machen den Ansatz 


(1) F(a +h) = F(x) +4 F(w)h + 75 F’(a)h? +: 


+ qa FO-M@)e- + B,, 


*) J. W. Gibbs, Vector Analysis, New York 1901, p. 404. 
**) G. Jaumann, Die Grundlagen der Bewegungslehre, Leipzig 1905, 8. 28. 
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worin allgemein F(a) den GraBmannschen k*" Differentialquotienten 
der extensiven Funktion F(a) bezeichnet, einen Liickenausdruck mit k 
vertauschbaren Liicken, der nach Ausfillung seiner Liicken durch lauter 
Vektoren gleich da in das k* Differential von F(x) tibergeht:*) 
d* F(a) = F®(ax) da’. 

Aus dem erweiterten Mittelwertsatz, Gleichung (3) der vorigen Nummer, 
ergeben sich durch Rechnungen, die fuBerlich mit den entsprechenden 
der gewohnlichen Analysis ganz und gar tibereinstimmen, fiir R,, folgende 
Darstellungen, die den nach Schlémilch, Lagrange und Cauchy benannten 


Formen des Restgliedes bei Zahlfunktionen einer Zahlverinderlichen ent- 
sprechen: 


— 1-9? re) \ hn 
(2) R, = 5a _—D! qg F™ (a+ 0h) h", 
(3) R, — +, F(a + Oh) he, 

n—-1 
(4) R,=° 9g F (a+ Oh) he’. 


(n — 1)! 


Das Symbol q hat die in Nr. 2 angegebene Bedeutung. 

Will man auch hier das Hamiltonsche Symbol V verwenden, so 
miissen zuerst mit seiner Hilfe die héheren Differentiale von Funktionen 
eines Vektors dargestellt werden, was Hamilton und seinen Nachfolgern 
nicht gelungen ist. Man bedarf dazu der von GraBmann eingefihrten 
algebraischen Multiplikation von Vektoren, der inneren Multiplikation 
algebraischer Vektorprodukte, und, wenn es sich um Vektorfunktionen 
handelt, auch noch einer Verallgemeinerung der dyadischen Produkte 
von Gibbs. 

Unter dem algebraischen Produkt mehrerer Vektoren ist einfach der 
Inbegriff dieser Vektoren zu verstehen, wobei ihre Reihenfolge beliebig 
ist; insbesondere ist die n® Potenz a" eines Vektors a der mn-fach zu 
denkende Vektor a.**) 

Das innere Produkt der n“" Potenzen zweier Vektoren @ und 6 ist 
eine ZahlgréBe gleich der n*® Potenz des inneren Produkts jener Vektoren: 

a"|b" = (a\b)", 


*) Ausdehnungslehre von 1862, 8. 307 = Werke I, 2, S. 302, Nr. 450. 

“*) H. G. GraBmann, Ausdehnungslehre von 1862, § 3, 8S. 233—240 — Werke 
I, 2, S. 28383—240, Nr. 364—376. — Das algebraische Quadrat a* eines Vektors @ ist 
dasselbe, was W. Voigt eine ,,zweiseitig gerichtete GréBe oder einen Tensor nennt 
(,Etwas tiber Tensoranalysis“, Géttinger Nachrichten 1904, S. 495). Das algebraische 
Produkt ab zweier Vektoren @ und 6 nennt Voigt (a. a. O. S. 500) ihr Tensorpro- 
dukt und bezeichnet es mit [(a - 5)]. 
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oder allgemeiner, wenn man an Stelle von a” das algebraische Produkt 
von » verschiedenen Vektoren a,, @,,---,a@, setzt: 


(@, ay - - - a,)| b* = (a,|b) (a, |b) - - - @,|6).*) 
Die beiden Faktoren des inneren Produkts sind vertauschbar, also z. B. 
a"| b* = b*\a". 
Das Hamiltonsche Symbol, in seiner Verallgemeinerung fir einen 
Raum von m Dimensionen, ist durch die Gleichung erklart: 


(5) Vaasa tea, tte 


"im 
Die n® Potenz dieses ,symbolischen Vektors“ gibt: 


o* 
V=e an" + neq" e = 


a” ao” o” 
n—1 
x} Li OX, r 


Sie ist gewissermaBen ein Liickenausdruck mit einer Liicke in jedem 
Glied, der in eine VektorgréBe n*” Grades tibergeht, wenn man eine 
beliebige Zahlfunktion f(a) von a in die Liicke einsetzt. Bildet man 
nach dem Ausfiillen der Liicken das innere Produkt mit der n*” Potenz 
des Differentials da von x, dann kommt, weil 

dx = dz,e, + drz,e,+---+dz,,€,, 
und 

e,\dx = dx, 

ist, auf der rechten Seite genau das n“ Differential von f(a) zum Vor- 
schein, also 
(6) df (20) = 9" f (ae)|dac* — dact|V* f (2). 
Man sieht das leichter so ein: Es ist 
dae"\V" f = (dx|V") f = (dae\V)"f, 


*) H. G. GraBmann, Verwendung der Ausdehnungslehre fiir die allgemeine 
Theorie der Polaren und den Zusammenhang algebraischer Gebilde, Crelles Journal 
Bd. 84 (1877), Heft 4, 8. 273383 — Werke II, 1, 8. 283294, vgl. insbesondere 8. 278 
(Werke II, 1, 8S. 287); zwar behandelt Grassmann dort nur die iuBere Multiplikation 
eines algebraischen Produkts von Punkten mit einem algebraischen Produkt von 
Ebenen im gewdhnlichen Raum, allein wenn man seine dort niedergelegten Gedanken 
auf die Vektorenrechnung anwendet, kommt man zu den obigen Erklirangen. Das 
innere Produkt zweier algebraischer Produkte a, a, --- a, und 6, b,---b,, von je n 
verschiedenen Vektoren wird gebildet, indem man auf alle médglichen Weisen jeden 
der Vektoren a mit einem der Vektoren 6 durch innere Multiplikation verbindet, 
die so entstehenden Glieder alle addiert und durch ihre Anzahl dividiert, z. B. ist 


(a, a,) | (0, b,) =O |) (@s | ) + (@, | D,) (@, |.) 


Das innere Produkt zweier Vektorquadrate a* und b* wire nach Voigt (a. a. O. 
8. 504) das ,skalare Produkt der Tensoren a* und 6*“ zu nennen und mit (a*- b’) 
zu bezeichnen, oder eigentlich mit ({(a - a)]- [{® - 6))). 
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aber 


@ 
™"Ozx,,’ 


dx \V = dz, 9s + diz, ns +---+dz 
also 


dat" |\F" f = (dx, .<- + dt, 2 +--+ dz, sez) f=d'f. 
Die Taylorsche Entwicklung la6t sich nun schreiben: 


(La) f(a th) = f(a) + VPM 4 MIT) 1wf@) 


~ peep + R,, 


wo das Restglied z. B. gemaiB der Form von Lagrange die Gestalt 
annimmt: 

(3a) R,=q ce +08), 

In diesen Formeln diirfte man die Potenzen von hk auch rechts vom 
Zeichen | der inneren Multiplikation schreiben. 

Gehen wir schlieBlich zu dem allgemeineren Fall iiber, daB eine 
Vektorfunktion F(a) vorliegt. Wir wollen das Operationssymbol V" 
und den Vektor F(a) durch ein Komma trennen, um vor allen Dingen 
anzudeuten, daB F(a) nur in die Liicke eines jeden Gliedes von VY" ein- 
treten, aber mit keinem der in V" enthaltenen Vektoren @,, €,,---, @,, 
eine Verbindung eingehen soll. Der Ausdruck 

V",F= e722 = +ner- C295 — ret 

wie auch jedes Glied von ihm, la6t sich dann o ein nicht-kommutatives 
Produkt einer VektorgriBe n*™ Grades mit einem einzelnen Vektor, als 
Verallgemeinerung des Gibbsschen Begriffs einer Dyade ansehen.*) 
Zweitens wollen wir festsetzen, daB die innere Multiplikation der verall- 
gemeinerten Dyade VV", mit einer links von ihr stehenden Vektorgrébe 
n“” Grades sich nur auf den links vom Komma stehenden Teil erstrecken 
soll, also auf die in Y" enthaltenen Produkte und Potenzen der Vektoren 
1, €g)°**)@my nicht aber auf den Vektor F(a). Bei diesen Festsetzungen 
erhalt man offenbar: 





(7) a" F(x) = dax*|V", F(x). 
Die Gleichungen (1) und (3) nehmen so die Form an: 
(1b) = F(@ +h) = F(a) + I FO), MI FO) LC. 
h"~* ae 1, F(a) 
+—~-y ~~ 
(3b) R, = he ite + Oh). 


*) J. W. Gibbs, Vector Analysis, p. 265. 
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Wie man sieht, ist die urspriingliche GraBmannsche Schreibweise der 
hdheren Differentiale und Differentialquotienten von Funktionen eines 
Vektors, und damit auch der Taylorschen Entwicklung solcher Funktionen, 
einfacher als die sich bei Beniitzung des Hamiltonschen Symbols ergebende, 
und man darf auch nicht gering anschlagen, daB die GraBmannsche ~ 
Schreibweise mit der jedermann geliiufigen der gewéhnlichen Analysis 
tibereinstimmt. Andererseits war es notwendig, einmal die Anwendung 
des V bis zu Ende zu verfolgen. Ich schlieBe mit der Bemerkung, das 
im Grunde kein Gegensatz zwischen beiden Schreibweisen besteht, daB 
vielmehr der erweiterte Gebrauch des V, wie ich ihn oben gezeigt habe, 
sich ungezwungen dem GraBmannschen Gedankenkreis einfiigt. 


Degerloch, den 23. August 1909. 





